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Kombinatorika

Egy futéverseny dontéjében 3 versenyz§ ér célba leghamarabb. Hanyféle sorrendben érkezhetnek be?

Egy mésik futbversenyen 6-an kerlltek a déntébe: Olasz, svéjci, francia, német, osztrak, svéd. Hanyféle sorrendben
érkezhetnek célba?

Egy harmadik futdversenyen 7-en kerlltek a déntébe: Olasz, svajci, francia, német, osztrak, svéd, magyar.
a) Hanyféle sorrend lehet, ha tudjuk, hogy a svajci versenyz§ ér elészér célba?

b) Hanyféle sorrend lehet, ha tudjuk, hogy a svajci versenyz8 a negyedik?

¢) Hany olyan sorrend van, amikor a német az elsé és a francia a negyedik?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Itt vannak ezek a szamjegyek: 1,2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9.

a) Hanyféle 6tjegy(i szamot tudunk késziteni bel8lik, ha minden szamjegyet csak egyszer hasznalhatunk f61?

b) Hany olyan 6tjegy(i szamot tudunk késziteni bel8lik, amiben a harmadik szamjegy 7-es, ha minden szamjegyet
csak egyszer hasznalhatunk f6l?

¢) Hany olyan 6tjegy( szamot tudunk késziteni bel6lik, amiben a harmadik szamjegy paros, ha minden szamjegyet
csak egyszer hasznalhatunk f6l?

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Bob 6riilten rajong a modern mivészetekért, és elhatarozza, hogy festeget egy kicsit... Minden festményét két szinnel
késziti el, a szineket pedig 9 lehetséges szin kdzil valasztja ki.

a) Hanyféleképpen tud két szint kivalasztani?

b) Bob 36 darab képe kozll 4-et kidllitanak egy mizeumban. Hanyféleképp lehet kivalasztani a 36 darab kép kozil
azt a 4-et amit kiallitanak?

c) Bob 36 darab képe koziil 4-et elajandékoz 4 kiilbnbdz6 miuzeumnak. Hanyféleképpen teheti ezt meg?

d) Egy masik kiallitds megnyit6jan 24 festé volt jelen, akiknek a képeit kidllitottadk. A megnyitén a 24 fest6 mindegyike
mindegyik masik festével koccint. Hany koccintas tértént?

Megnézem a kapcsolédd epizddot

a) Hanyféleképpen ilhet le 6t ember egymas mellé a padon?

b) Hanyféleképpen llhet le 6t ember kézil harom egymas mellé a padon?

c) Hanyféleképpen valaszthatunk ki 6t ember k6zUl harmat?

d) Egy buszon 20-an utaznak, és az 6t megalléja soran végul minden utas leszall. Hanyféleképpen tehetik ezt meg?

e) Egy nyereményjatékon 20 ember kdzott kisorsolnak 5 ajandékot. Hanyféleképpen lehetséges ez, ha a
nyeremények kilonbdzbek, és egy ember csak egyet kaphat? Hogyha a nyeremények kiildnbdz6ek, de egy ember
tébbet is kaphat? Végul, ha a nyeremények egyformak és egy ember csak egyet kaphat?

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Ot lany, Hanna, Luca, Léna, Mira és Lili egyiitt megy moziba, és &t egymas melletti helyre vesznek jegyet.
a) Hanyféleképpen Ulhetnek le egymas mellé?

b) Hanyféleképpen tlhetnek egymas mellé, ha Mira mindenképpen kézépen szeretne Ulni?

c) Hanyféleképpen Ulhetnek egymas mellé, ha Mira mindenképpen a szélén szeretne lni?

d) Hanyféleképpen Ulhetnek le a lanyok, ha Mira és Lili mindenképpen egymas mellé szeretne UIni?

e) Hanyféleképpen llhetnek le a lanyok, ha Hanna és Luca biztosan nem akar egymas mellé Glni?

Hanyféleképpen rakhatunk egymas mellé egy polcra hat kényvet, ha a piros és a kék kényvet nem szeretnénk
egymas mellé rakni. Ezek a kdnyvek: R6zsaszin, sarga, piros, lila, kék, zold

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Hat darab szamkartyank van: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Hanyféle hatjegyl szamot tudunk kirakni ezekkel a kartyakkal?
Hat darab szamkartyank van: 7, 7, 8, 8, 8, 8. Hanyféle hatjegyl szamot tudunk kirakni ezekkel a kartyakkal?

12 darab viragot szeretnénk sorban egymas mellé Gltetni. Van kéztlk 5 piros, 4 sarga és 3 lila. Hanyféle lehet8ség
van?

Ezeknek a szamkartyadknak a segitségével nyolcjegyli szamokat készitiink: 4, 4,5, 5,5, 6, 6, 7
a) Osszesen hany nyolcjegyl szam készithet6?
b) Hanyféle paros nyolcjegyl szam készithet6?

Itt vannak ezek a szamjegyek: 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8.

a) Hanyféle 6tjegyli szam készithetd ezekkel a szamjegyekkel, ha minden szamjegyet csak egyszer hasznalhatunk
fol?

b) Hanyféle 6tjegyli szam készithetd ezekkel a szamjegyekkel, ha minden szamjegyet t6bbszdr is hasznalhatunk?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

1) Ot lany hanyféleképpen iilhet le egy kerek asztal kdré?

2) Hat kiilénbdz48 szin felhasznalasaval szeretnénk hat cikkelybdl allé eserny6ket szinezni. A hat szin: piros, sarga,
z06ld, kék, tirkiz és rézsaszin.

a) Hanyféle kiildnb6z6 szinezésl esernyd készithet§?

b) Hany olyan eset van, amikor a piros és a sarga szinek egymas mellé kerliinek?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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a) Egy domindkészlet azonos méretl domindkbdl all. Minden dominé egyik oldala egy vonallal két részre van osztva.
Az egyes részeken elhelyezett pdttydk szama 0-t6l 6-ig barmi lehet. Minden lehetséges parositasnak Iéteznie kell, de
két egyforma nem lehet egy készletben. Hany darabbdl all egy domindkészlet?

b) Egy allatkert beszerez 4 him és 5 n6stény oroszlant, melyeket egy kisebb és egy nagyobb kifutéban kivannak
elhelyezni a kévetkezd szabdlyok mindegyikének betartdsaval:

1) Haromnal kevesebb oroszlan egyik kifutbban sem lehet.

2) A nagyobb kifutéba tébb oroszlan kerdil, mint a kisebbikbe.

3) Mindkét kifutéban him és néstény oroszlant is el kell helyezni.
4) Egy kifutéban sem lehet tébb him, mint néstény.
Hanyféleképpen helyezhetik el a 9 oroszlant a két kifutoban?

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A0, 1,2, 3, 4,5 szamjegyekbdl négyjegyl szamokat készitlink agy, hogy barmelyik szamjegyet akarhanyszor
felhasznalhatjuk.

a) Hany négyjegyli szam alkothat6?

b) Hany paros szam alkothat6?

¢) Hany 10-zel oszthaté szam alkothat6?

A0, 1,2, 3, 4,5 szamjegyekbdl négyjegyld szamokat készitlink gy, hogy minden szdmjegyet csak egyszer
hasznalhatunk.

a) Hany négyjegyli szam alkothat6?

b) Hany paros szam alkothat6?

¢) Hany 10-zel oszthat6 szam alkothat6?

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Tiztagu tarsasag raftingolni indul egy 6tszemélyes, egy haromszemélyes és egy kétszemélyes csénakkal.
a) Hanyféleképpen llhetnek a csénakokba, ha a csénakokon bellil a helyek k6z6t nem tesziink kilénbséget?
b) Hanyféleképpen llhetnek be, ha két ember mindenképpen uyganabban a csénakban szeretne utazni?

Az1,2,3,4,5,6, 7, 8, 9 szamjegyekbdl négyjegyld szamokat készitlink ugy, hogy egy jegyet csak egyszer
hasznalhatunk.

a) Hany olyan szam keletkezik, amelyben két paros és két paratlan szamjegy szerepel?

b) Hany olyan szam készithetd, amiben szerepel a 9-es szamjegy?

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Hat szin felhasznalasaval zaszlokat készitlink. A hat szin: fehér, piros, sarga, zold, kék és fekete

a) Hanyféle harom fliggbleges savbdl allé zaszl6 készithetd, ha a szomszédos savok nem lehetnek egyforma
szinliek?

b) Hanyféle harom fligg6leges savbdl allé zaszlé készithetd, ha mindegyik sav mas szin(?

¢) Hanyféle harom fligg6leges savbol allo zaszlé készithetd, ha mindegyik sdv mas szin(, és szerepel benne a piros
szin?

d) Hanyféle harom flggéleges savbdl allé zaszl6 készithetd, ha a szomszédos savok nem lehetnek egyforma
szin(iek, és szerepel benne a piros szin?

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Egy csempét hat kiilénbdz6 szinnel szeretnénk kiszinezni Ugy, hogy az egymassal szomszédos tartomanyok mindig
kllénb6z6 szindek legyenek. Hanyféle szinezés lehetséges?

- o

Egy masik csempét harom kilénbdz8 szinnel szeretnénk kiszinezni Ugy, hogy az egymassal szomszédos
tartomanyok mindig kiildnb6z6 szinliek legyenek. Hanyféle szinezés lehetséges?

N
&)

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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Az A, B, C és D pontok egy olyan egyenesre illeszkednek, amely parhuzamos az E, F és G pontokra illeszked8
egyenessel.

a) Hany olyan kiilénb6z6 egyenes létezik, amely a pontok kozll legalabb kettére illeszkedik?

b) Hany olyan haromszég van, amelynek a csucsait a 7 pont kdzll valasztjuk ki? (Két haromszdg kilénb6z8, ha
legalabb az egyik csucsukban eltérnek egymastol.)

Egy szabdlyos haromszdg egyik oldalat az A és B pontokkal harom egyenld részre osztottuk, a méasik oldalat a C, D
és E pontokkal négy egyforma szakaszra osztottuk, a harmadik oldalat pedig az F, G, H és | pontokkal 6t egyforma
részre osztottuk. Hany olyan kiildonb6z6 négyszdg van, amelyeknek cslcsai ezek az osztépontok, és az eredeti
haromszdgnek minden oldalan van legaldbb egy csics?

Helyezzlk el a sikon az A, B, C, D, E, F és G pontokat gy, hogy a pontok kdzil barmelyik harmat kivalasztva azok
egy haromsz6g harom cslcsat alkossak. Hany olyan egyenes van a sikban, amely legalabb két ponton atmegy?

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Tiz kilénb6z6 szin felhasznalasaval hanyféle kiilbnb6zd 6 cikkelybdl allé eserny§ készithetd, ahol
a) minden cikkely mas szin(i?

b) két szin ismétlédik felvaltva?

c) az egyik szin kétszer szerepel, de a tébbi szin csak egyszer?

Ot lany, Hanna, Luca, Léna, Mira és Olivia leliinek egy kerek asztal kéré.
a) Hanyféle lehet6ség van, ha Luca és Léna mindenképpen egymas mellet akar GIni?
b) Hany lehet6ség van, ha Mira és Olivia nem szeretne egymas mellett GlIni?

8 kiilénbdz§8 szind gydngybdl hanyféle kapocs nélkili nyaklanc készithetd, ahol a piros és a sarga gyéngy egymas
mellet van?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy sifutoveresenyen 8-an vesznek részt, mindegyikiik mas-mas orszagbol.

a) A cél el6tt nem sokkal mar latszik, hogy az utolsé helyen a dan versenyz fog végezni, az els§ harom helyen a
svajci, a francia és a norvég fog osztozni, az olasz pedig a negyedik lesz. Hanyféleképpen érhetnek célba a
versenyz6k?

b) Hanyféleképpen érhetnek célba akkor, ha a 8 versenyzdrél annyit tudunk, hogy nem a svéjci fog nyerni, viszont
nem is a svjaci az utols6?

c) Hanyféleképpen érhet célba a 8 versenyzd, ha tudjuk, hogy a francia biztosan megel6zi a svijcit, az olasz a
harmadik, és a német az utols6?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy 8 f6s barati tarsasag vonattal utazik nyaralni. Mivel kicsit kés6n vették meg a vonatjegyet, olyan hely mér nincs,
ahol mind a 8-an egyutt utazhatndnak. Haromfds, kétfds és egyf6s helyek vannak még szabadon. Egyeddl egyikik
sem szeretne utazni, ezért hdrmas és kettes csoportokban Ulnek le a megmaradt helyekre. Hanyféleképpen tudnak
ilyen csoportokat alkotni?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY
7. OLDAL


https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kombinatorika/geometriai-kombinatorika-feladatok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kombinatorika/ciklikus-permutacios-remtortenetek
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kombinatorika/kombinatorika-feladat-sorrendekkel
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kombinatorika/egy-szokatlan-kombinatorika-feladat

8. OLDAL
&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

Egy 8 f6s barati tarsasag vonattal utazik nyaralni. Utkdzben szeretnének beszélgetni, ezért két egymas melletti
négyes blokkba szeretnének (lni, ahol asztal is van.

a) Hanyféleképpen tudnak lelini egy kocsin beliil?
b) Hanyféleképpen tudnak lelini tgy, hogy Anna és Balint egymassal szemben és ablak mellé Uljenek?
c¢) Hanyféleképpen tudnak ledilni Ugy, hogy Anna és Balint egymas mellett, és Anna ablak mellett Gljon?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Van 6t kilénbdz6 szind dobdkockank, egy sarga, egy piros, egy kék, egy z6ld és egy rézsaszin. Sorban egymas utan
mindegyik dobdkockaval egyet dobunk.

a) Hanyféle sorrendben tudunk dobni a kockakkal ugy, hogy nem a piros kockaval kezdink?
b) Hanyféle olyan dobés lehetséges, hogy nem a piros kocka az elsé és a sarga az utols6?

¢) Hanyféle olyan dobas lehetséges, ahol a dobott pontokat is figyelembe vesszik, az els6 dobas 4-es, az utols6
dobas pedig a piros kockaval torténik?

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Van 3 kék, 3 z6ld, 3 sarga és 3 piros szin(i dobékockank. Hanyféleképpen tudunk kivalasztani kdzulik 4 kockat agy,

hogy
a) pontosan harom kilénb6z§ szinli kocka legyen?

b) pontosan két kiilénbdz8 szinl kocka legyen?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy tarsasagban van 5 férfi és 5 né. Hanyféleképpen tudnak lelini egy koér alaku asztal kéré, ha
a) férfiak és nék felvaltva Glnek?

b) az egyik férfi mindenképpen egy adott né mellett szeretne lni?

c) két ember a tarsasagban semmiképpen nem szeretne egymas mellett GIni?

d) férfiak és n6k felvaltva liinek és egy férfi semmiképpen nem szeretne egy adott nd mellett Gini.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy nyomozas soran egy hattagu tarsasag (A, B, C, D, E, F) tagjait 3 f{6s csoportokban hallgatjak ki. Minden olyan 3
f6s csoport kihallgatasat megszervezik, amelyben A és B egyiitt nincs jelen. Osszesen hany ilyen csoportos
kihallgatast kell szervezni?

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Egy séf Uj izek kitalalasan kisérletezik. Az ételek izesitéséhez hatféle fliszer all rendelkezésére: keserd, savanyd,
édes, sos, csipds és fanyar. Hanyféleképp izesitheti az ételeket, hogyha a hatbdl harom- vagy négyféle fliszert
szeretne hasznalni, de az édes és keser(i nem szerepelhet egyszerre?

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Hany olyan haromjegyl szam képezhet6 az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyekbdl, amelyikben csupa kilénb6z8 szamjegyek
szerepelnek?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A szébbeli érettségi vizsgan egy osztaly 35 tanuléja kdzll az els6 csoportba éten kerlilnek. Hanyféle sorrendben
felelhet torténelembdl az 5 kivalasztott diak?

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Hanyféleképp rendezhetiink sorba 3 kék és 2 piros golyot?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Hany 5-tel oszthat6 6tjegyl szam alkothaté a 0, 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyek felhasznalasaval?

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Hany 4-gyel oszthat6 hétjegyl szam alkothat6 az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyek felhasznalasaval?

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Hanyféle kilénb6z6 szamot kaphatunk a 222 335 szam szamjegyeinek felcserlésével?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY
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10. OLDAL
&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

Grafelméleti alapok

Oldjuk meg az alabbi grafos feladatokat:

a) Egy targyalas elején minden résztvevé mindenkivel kezet fog. igy 6sszesen minden résztvevs 4 masikkal fog
kezet. Hanyan vesznek részt a targyalason és hany kézfogas volt 6sszesen?

b) Egy iskolai versenyen Anna, Bence, Cecil, David, Elemér, Fanni, Gabor, és Hanna jatszanak egymassal. Mindenki
mindenkivel pontosan egyszer jatszik.

Anna mér jatszott Bencével, Gaborral és Hannaval.

Bence mar jatszott Annaval, Cecillel és Gaborral.

Cecil csak Bencével, David pedig csak Elemérrel jatszott.

Rajzoljuk fel azt a grafot, ami a jelenlegi allast tartalmazza! Hany jatszma van még hatra?
c) Egy 6tpontu teljes graf csucsai A, B, C, D, E.

Mekkora a B csucs fokszama?

Ha a grafbdl két élt torliink, milyen lehetséges értékek adddhatnak B fokszamara?
Mekkora lesz a két él térlése utan a cslcsok fokszamainak 6sszege?

Hany élt kell térdlni ahhoz, hogy minden csucs fokszama 3 legyen?

Megnézem a kapcsoldédd epizddot

a) Egy hatf6s tarsasagban mindenkit megkérdeztek, hany ismerfse van a tébbiek kdzott (az ismerettségek
kdlcsdnodsek). Az elsd 6t személy valasza: 5, 4, 3, 2, 1. Abrazoljuk a graffal a tarsasag ismerettségi viszonyait! Hany
ismerdse van a hatodik személynek a tarsasagban?

b) Rajzoljunk egy olyan hatpontl grafot, amelyben a pontok fokszama: 0, 1, 2, 2, 3, 4.

c) Egy irodaban 6sszesen 11-en dolgoznak. Egy adott napon a 11 ember ennyi kollégajaval talalkozott: 0, 1, 2, 2, 2,
50,0,4,4,2.

Abrazoljuk a talalkozasoknak egy lehetséges grafjat. Hany talalkozas volt 6sszesen?

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Oldjuk meg a kdnisbergi-hidak rejtélyét.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Létezik-e olyan graf, amelyben a pontok fokszama:
a)4,4,4,5,5,5,6,6
b)2,2,4,4,5,7,7,7
c)3,3,4,4,57,7,7
d)5,3,3,2,2,1,1,1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a) A varosi kdzépiskolas egyéni teniszbajnoksag egyik csoportjaba hatan kertltek: Andras, Béla, Csaba, Dani, Ede
és Feri. A versenykiiras szerint barmely két fiuinak pontosan egyszer kell jatszania egymassal. Eddig Andras mar
jatszott Bélaval, Danival és Ferivel. Béla jatszott mar Edével is. Csaba csak Edével jatszott, Dani pedig Andrason
kivll csak Ferivel. Ede és Feri egyarant két mérkézésen van tdl. Szemléltessik graffal a lejatszott mérkézéseket!

b) Egy iskola asztali tenisz bajnoksagan hat tanul6 vesz részt. Mindenki mindenkivel egy mérk6zést jatszik. Eddig
Andi egy mérk6zést jatszott, Barnabas és Csaba kett6t-kett6t, Dani harmat, Eniké és Feri négyet-négyet.

Rajzold le az eddig lejatszott mérk&zések egy lehetséges grafjat!
Lehetséges-e, hogy Andi az eddig lejatszott egyetlen mérk6zését Barnabassal jatszotta?

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ot kiilénbdz6 szamjegyet leirtunk egy papirlapra. Két szamjegyet pontosan akkor kétiink 6ssze egy vonallal (éllel), ha
a killdnbségiik paros szam (de egyik szamjegyet sem kotjiik 6ssze dnmagaval). igy egy étpontl gréfot kapunk.
Dontsilk el az alabbi allitasokrol, hogy igazak, vagy hamisak!

a) Lehetséges, hogy fagrafot kapunk.
b) Lehetséges, hogy nem dsszefliggé grafot kapunk.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az abran egy 3x3-as kirakos jaték (puzzle) sematikus képe lathatd. A kirakds jatékot egy graffal szemléltethetjik ugy,
hogy a graf csucsai (A1, A2, ..., C3) a puzzle-elemeket jeldlik, a graf két cslcsa kdzoétt pedig pontosan akkor vezet él,
ha a két csticsnak megfelel§ puzzle-elemek kdzvetleniil (egy oldalban) kapcsolédnak egymashoz a teljesen kirakott
képben.

a) Rajzoljuk fel a kirakos jaték grafjat, és hatarozzuk meg a fokszamok 6sszegét!
b) Igazoljuk, hogy a megrajzolt grafban nincs olyan kor, amely paratlan sok élbél all!

c) A teljesen kirakott képen jeldljink meg a puzzle-elemek kdzil 7 darabot Ugy, hogy a kirakés jaték &ltaluk alkotott
részlete mar ne legyen 6sszefliggé!

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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12. OLDAL
&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

a) Rajzolj egy olyan 5 pontl grafot, melyben a pontok fokszama: 4, 3, 3, 2, 2
b) Rajzolj egy olyan 6 pontu grafot, melyben a pontok fokszama: 0, 1, 2, 2, 3, 4.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Létezik-e olyan fa, amelyben a pontok fokszama:
a)1,1,2,2,3,4?
b)1,2,2,2, 3,47
c)1,1,1,1,1,5?
dy1,1,1,2,2,37

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Létezik-e olyan graf, amelyben a pontok fokszama: 6, 3, 3, 3,2, 2,2, 1?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Létezik-e olyan egyszer( graf, amelyben a pontok fokszama 7, 5, 5, 3, 3, 3, 3, 3?

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Létezik-e olyan egyszer( graf, amelyben a pontok fokszama 7, 5, 5, 5, 4, 4, 4, 4?

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ot kiildnbdz8 szamjegyet leirunk egy papirlapra. Két szamjegyet pontosan akkor kdtiink dssze egy vonallal, ha a
kildnbségiik paros szam (de egyik szamjegyet sem kétjilk 6ssze Snmagaval). igy egy dtpontu grafot kapunk.

a) Lehetséges, hogy fagrafot kapunk?
b) Lehetséges, hogy nem 6sszefliggd grafot kapunk?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY
12. OLDAL


https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafelmeleti-alapok/feladat-grafok-2
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafelmeleti-alapok/feladat-grafalkotas
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafelmeleti-alapok/feladat-grafalkotas-0
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafelmeleti-alapok/feladat-grafalkotas-1
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafelmeleti-alapok/feladat-grafalkotas-2
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafelmeleti-alapok/feladat-grafok-3

&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

13. OLDAL

Grafok bejarasa és grafalgoritmusok

Adjuk meg ennek a grafnak a minimalis sulyu feszitéfajat a Kruskal-algoritmus segitségével.

5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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14. OLDAL
&% MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

Térképezzlk f6l az aldbbi grafot a szélességi bejaras (BFS) segitségével.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Térképezzik f6l az alabbi grafot a mélységi bejaras (DFS) segitségével.

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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15. OLDAL
&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

a) ime, egy graf két kildnbdz6 kezddpontjabdl készitett BFS faja:

Adjuk meg az eredeti grafot.

b) Egy grafban minden csucs fokszama paros, és két kiildnb6z6 kezdbpont alapjan készitett BFS faja:

O
E o F E =

Adjuk meg az eredeti grafot.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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16. OLDAL
&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

a) Létezik-e az aldbbi grafban Hamilton kér?

b) Létezik-e az alabbi grafban Hamilton ut?

Megnézem a kapcsolddod epizédot

a) Bizonyitsuk be, hogy minden 4-nél nagyobb n sz&mra van olyan n csucsu G graf, hogy G-ben és a
komplementerben is van Hamilton kor.

b) Egy 100 csucsu egyszerd grafban két nem szomszédos csucs foka 49, az 6sszes tdbbi csics foka legaldbb 50.
Bizonyitsuk be, hogy van a grafban Hamilton Gt.

¢) Mit mondhatunk arrél a 101 pontl grafrél, amiben minden csucs foka legaldbb 50. Van-e a grafban Hamilton Gt?

Megnézem a kapcsolddod epizédot

a) Deritslk ki, hogy van-e az alabbi grafban Hamilton kér. Ha nincs, akkor minimum hany Gjabb élt kell hozzavenniink
ahhoz, hogy legyen?
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17. OLDAL
&% MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

b) Deritslk ki, hogy van-e az alabbi grafban Hamilton kér. Ha nincs, akkor minimum hany Gjabb élt kell hozzavennlink
ahhoz, hogy legyen?

0O

¢) Minimum hany élt kell behtznunk ebben a grafban, hogy legyen benne Hamilton kér?
o O
O

d) Adott egy 100 csucsl egyszeri graf, amiben két szomszédos csucs foka 49, az 6sszes tdbbi csucs foka pedig
legalabb 50. Bizonyitsuk be, hogy van a grafban Hamilton ut.
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18. OLDAL
&% MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Adjuk meg az alabbi grafban az A és D csucsok tavolsagat.

B 1 C

Megnézem a kapcsolédo epizddot

TérképezzUk fol az aldbbi grafot a Dijkstra algoritmus segitségével.

Megnézem a kapcsolédo epizdédot
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19. OLDAL
&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

a) A BFS algoritmus az alabbi abra grafjanak cslcsait a kévetkez6 sorrendben jartabe: S, _, _, ,H,_,F,C, _
Egészitsiik ki a sorozatot a hidnyz6 cslcsok neveivel és adjuk meg a bejarashoz tartozé BFS fat.

S A B

E F G H

b) Az abran lathatd graf egyik élét elhagytuk. Az él elhagyasa elétt S-bél inditott BFS algoritmus a graf csucsait az
alabbi sorrendben jarta be:

i)S,B,I,C,A,F,H,E,D
ii)S,1,B,E,D,H,C, A F

Megallapithaté-e egyértelmlen, hogy melyik élt hagytuk el? Ha igen, akkor adjuk meg a bejarashoz tartoz6 BFS-fat
is.

A

S i

Megnézem a kapcsolddo epizédot

a) Dontsik el, hogy az aldbbi grafnak van-e Hamilton kére, illetve Hamilton dtja.
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20. OLDAL
&% MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

b) Van-e az alabbi grafban olyan Hamilton kér...
i) ami nem tartalmazza az {A,B} élt?

ii) ami nem tartalmazza a {C,D} élt?

A &
B D

c) Doéntsik el, hogy az alabbi grafnak van-e Hamilton kore, illetve Hamilton Utja.
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21. OLDAL

d) 1001 pontd graf minden cslcsa legalabb 501 foku, kivéve egyetlen cslcsot, aminek a fokszama 500. Bizonyitsuk

be, hogy a grafban van Hamilton kér.

e) Dontsiik el, hogy az aldbbi grafnak van-e Hamilton kére, illetve Hamilton dtja.

('\

f)

X
X

Megnézem a kapcsolddd epizddot

>< J
O O
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22. OLDAL
&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

a) A G egyszeri graf csicshalmaza legyen V(G) = {1,2,...,10}. Azz,y € V(G), x # y cstcsok
pontosan akkor legyenek szomszédosak G-ben, ha |z — y |< 2.

Van-e G-nek olyan feszitéféja, hogy ésszes éle olyan, amelyre |z — y |= 2 teljesiil?

b) A G egyszeri graf csicshalmaza legyen V(G) = {1,2,...,10}. Azz,y € V(G), x # y cstcsok
pontosan akkor legyenek szomszédosak G-ben, ha | — Yy |= 2 vagy [z —y |= 3.

Van-e G-ben Hamilton ut, illetve Hamilton kor?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a) Egy 100 csucsu G Osszefliggd graf éleit az 1 és 2 sulyokkal sulyoztuk agy, hogy az 1 sulyu élek részgrafja (vagyis
az a graf, melynek cslcsai azonosak G csucsaival, de annak csak az 1 sulyu éleit tartalmazza) 7 komponensbdl all.

Hatarozzuk meg G egy minimalis 6sszslyt feszitéfajanak sulyat.

b) Egy 100 csucsu 6sszefligg6, egyszeri grafnak 101 éle van. Mutassuk meg, hogy ekkor van a grafban 3 paronként
klldénb6z6 feszit6fa. (Két feszitéfa akkor kilénbdz8, ha nem pontosan ugyanazon élek alkotjak.)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY
22. OLDAL


https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafok-bejarasa-es-grafalgoritmusok/feladat-grafalkotas-hamilton-ut-hamilton-kor
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafok-bejarasa-es-grafalgoritmusok/feladat-feszitofa

23. OLDAL
&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

Grafok izomorfiaja és sikbarajzolhatésaga

a) Egy 24 cslcsu G egyszer( grafban 12 cstics foka 5, a méasik 12 cstcs foka pedig 16. Osszefiiggs-e a G graf
komplementere?

b) Egy 6sszefliggd egyszer(i grafnak 40 cslcsa és 42 éle van. Bizonyitsuk be, hogy van a grafban 3 kilénbdz8 kér.
Két kér akkor kilénbdz6, ha van legalabb egy olyan él, amelyiket az egyik kor tartalmazza, de a masik nem.

c) Egy 6sszefligg8 egyszer(l grafnak 1000 csicsa és 1000 éle van. Bizonyitsuk be, hogy van a grafban 3 kiilénb6z6
feszitéfa. Két feszit6fa akkor kildbnbdz8, ha van legalabb egy olyan él, amelyiket az egyik feszit6fa tartalmazza, de a
masik nem.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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24. OLDAL
&% MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

Prébaljuk meg kitalalni, hogy mely gréfok izomorfak egymassal.

a)

G, G, G, G,

Megnézem a kapcsolddé epizddot
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25. OLDAL
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Nézziik meg, hogy sikbarajzolhaté-e.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a) Dontstik el, hogy sikbarajzolhaté-e. Ha igen, rajzoljuk sikba.

D C
G

A B

b) Dontstik el, hogy sikbarajzolhaté-e. Ha igen, rajzoljuk sikba.

&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY
25. OLDAL


https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafok-izomorfiaja-es-sikbarajzolhatosaga/grafok-sikbarajzolhatosaga-kuratowski-grafok

26. OLDAL
&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

G I

B C

c) Legalabb hany élt kell téréIniink ebbdl a grafbdl, hogy a megmaradt graf sikbarajzolhaté legyen?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a) Egy 100 ponta grafrél tudjuk, hogy 50 csics mindegyikének a foka legfeljebb 7 a méasik 50 cslcs foka pedig
legalabb 56. Hany éle van ennek a grafnak?

b) Egy konferencian 60-an vesznek részt. A résztvevék kbzll 20-an mar legaldbb 27 emberrel kezetfogtak, a tébbiek
pedig még csak legfeljebb 4 emberrel. Hany kézfogas tértént eddig?

c) Bizonyitsuk be, hogy egy G graf és a komplementere kbzll legalabb az egyik 6sszefligé.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafok-izomorfiaja-es-sikbarajzolhatosaga/grafok-sikbarajzolhatosaganak-vizsgalata
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafok-izomorfiaja-es-sikbarajzolhatosaga/nagyon-izgalmas-grafos-feladatok

27. OLDAL
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A kdvetkezg grafok kdzul melyek izomorfak?

a)

M < |
0 53
P QB

Megnézem a kapcsolédo epizédot

&% MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY
27. OLDAL


https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafok-izomorfiaja-es-sikbarajzolhatosaga/grafok-izomorfiajaval-kapcsolatos-feladatok

28. OLDAL
&% MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

A koévetkezd grafok kdzil melyek izomorfak?

a)

G, G,

Megnézem a kapcsolédo epizddot

a) Maximalisan hany élt lehet hozzavenni az aldbbi grafhoz ugy, hogy egyszerd, sikbarajzolhaté gréfot kapjunk?

| | ’X
O 9 —0

b

b) Sikbarajzolhaté-e az alabbi graf? Ha igen, rajzoljuk le sikba Ugy, hogy az élei egyenes szakaszok legyenek, ha
nem, akkor bizonyitsuk be ezt.
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafok-izomorfiaja-es-sikbarajzolhatosaga/meg-nehany-izomorfias-feladat

29. OLDAL
&% MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

c) Sikbarajzolhaték-e az alabbi grafok?

d) Sikbarajzolhatok-e az alabbi grafok?

e) Sikbarajzolhat6-e az alabbi graf?

&% MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY
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30. OLDAL
&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a) Bizonyitsuk be, hogy minden egyszer(, sikbarajzolhaté grafban van olyan csucs, melynek foka legfeljebb 5.

b) Legyen G egy 13 pontd egyszer( graf. Bizonyitsuk be, hogy G és a komplementere koziil legalabb az egyik nem
sikbarajzolhaté.

c) Létezik-e olyan 4, 5, illetve 6 csucsu graf, amely izomorf a sajat komplementerével?
d) Az 1000 csucsu G graf nem tartalmaz kért, a komponenseinek szama 8. Hany éle van G-nek?

e) Egy faban csak két kiildonb6z6 fokszam fordul el8: az egyik fajta 7-szer, a masik 44-szer. Mi a széban forgé két
fokszam?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a) Hany csucsa van egy sikbarajzolhat6 3-regularis grafnak, ha a sikbarajzolas soran 20 tartomany keletkezik?

b) Egy versenyre 6 kilénb6z6 orszagbol érkeztek versenyzék. Bizonyitsuk be, hogy van kéztik két olyan versenyzé,
akiknek az orszaga nem hataros egymassal.

c) Egy versenyre kiilonb6z6 orszagbol érkeztek versenyzék. Legfeljebb hany orszagbdl indulhattak a versenyzék, ha
barmelyik két versenyz6 szomszédos orszagbdl érkezett?

d) Egy 20 csucsu, 3 komponensi grafnak 18 éle van. Mutassuk meg, hogy a komponensek kdziil pontosan kettd fa.

e) Egy 100 csucsu egyszer(i grafban minden pont foka legalabb 33. Mutassuk meg, hogy a grafhoz hozza lehet venni
egyetlen Uj élt gy, hogy a kapott graf dsszefligg6 legyen.

f) Mutassuk meg, hogy minden dsszefliggé grafoan van olyan csucs, melyet a grafbél elhagyva (az dsszes ra
illeszkedd éllel egyltt) 6sszefliggd grafot kapunk.

g) Rajzoljuk le az 6sszes 3, 4, illetve 5 pontu fat. (Az izomorfakat csak egyszer)

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafok-izomorfiaja-es-sikbarajzolhatosaga/grafok-sikbarajzolhatosagaval-kapcsolatos-feladatok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafok-izomorfiaja-es-sikbarajzolhatosaga/egeszen-rettenetes-grafos-feladatok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafok-izomorfiaja-es-sikbarajzolhatosaga/es-meg-nehany-izgalmas-grafos-feladat

31. OLDAL
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A kdvetkezg grafok kdzul melyek izomorfak?

a)
Gl GZ G?-
Q o o O Q 0
S O e o) o o
b)
Q o 0
o d

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A kdvetkezg grafok kdzul melyek izomorfak?

G, G, G,

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafok-izomorfiaja-es-sikbarajzolhatosaga/feladat-grafok-izomorfiaja
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafok-izomorfiaja-es-sikbarajzolhatosaga/feladat-grafok-izomorfiaja-0

32. OLDAL
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A koévetkez§ grafok kdzul melyek izomorfak?

G] Gg G3
A &
. A

Megnézem a kapcsolédo epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafok-izomorfiaja-es-sikbarajzolhatosaga/feladat-grafok-izomorfiaja-1

33. OLDAL
&% MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

Déntsiik el, hogy sikbarajzolhaté-e.
Ha igen, rajzoljuk sikba.

a)

X
D

Megnézem a kapcsolddd epizddot

c)

Dontsiik el, hogy az alabbi grafok sikbarajzolhatdk-e.
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafok-izomorfiaja-es-sikbarajzolhatosaga/feladat-grafok-izomorfiaja-2

34. OLDAL
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Q O 0
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O -O O

&% MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY
34. OLDAL



35. OLDAL
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O

Megnézem a kapcsolddd epizddot

A kdvetkez§ grafok kdzil melyek izomorfak?

G, G, G,

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafok-izomorfiaja-es-sikbarajzolhatosaga/feladat-grafok-izomorfiaja-3
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafok-izomorfiaja-es-sikbarajzolhatosaga/feladat-grafok-izomorfiaja-4

36. OLDAL
&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

Iranyitott grafok, grafalgoritmusok iranyitott grafokban

Adjuk meg az alabbi graf DFS-fajat.

2 4

7 6

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/iranyitott-grafok-grafalgoritmusok-iranyitott-grafokban/dfs-algoritmus-iranyitott-grafokban-dfs-fa

37. OLDAL
&% MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

Adjuk meg az alabbi graf BFS-fajat.

/ /\
\/\/

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/iranyitott-grafok-grafalgoritmusok-iranyitott-grafokban/bfs-algoritmus-iranyitott-grafokban-bfs-fa

38. OLDAL
&% MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

Deritsik f6l az alabbi grafot az 1-es cslcsbdl indulva a Dijsktra algoritmus segitségével.

10

/ /\
\/\/

14

Megnézem a kapcsolddd epizddot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/iranyitott-grafok-grafalgoritmusok-iranyitott-grafokban/dijkstra-algoritmus-iranyitott-grafokban
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39. OLDAL

irjuk fel az alabbi graf barmely két csticsa kozti tavolsagokat a Floyd algoritmus segitségével.

10

12

25

86 = 10

14

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/iranyitott-grafok-grafalgoritmusok-iranyitott-grafokban/a-floyd-algoritmus

40. OLDAL
&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

Menger tételei, tobbszorés 6sszefliggéség

Mi térténik, ha egy 100 pontu teljes grafbdl elhagyunk két élt. Hanyszorosan élésszefliggd és hanyszorosan
pontdsszefliggd lesz a megmaradd graf?

Megnézem a kapcsolédd epizddot

a) it egy graf, és prébaljuk meg kideriteni, hogy hany élidegen Ut vezetu és U kdz6tt.

O

U

b) Egy 100 pontu teljes grafbdl elhagyunk 10 élt. Legaldbb hanyszorosan él6sszefliggé lesz a megmaradé graf?
¢) Bizonyitsuk be, hogy egy haromszorosan élésszefliggd grafban mindig van paros hosszu kér.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/menger-tetelei-tobbszoros-osszefuggoseg/k-szorosan-utosszefuggo-es-pontosszefuggo-grafok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/menger-tetelei-tobbszoros-osszefuggoseg/elfuggetlen-es-pontfuggetlen-utak

41. OLDAL
&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

CPM és PERT algoritmus

Torténetlink Iényege, hogy szeretnénk eljutni repllével S-bél T-be, és ezek kdzil az Gtvonalak kézil valaszthatunk.

Adott minden jarat menetideje, a kérdés pedig az, hogy mennyi ideig fog tartani az Ut, és mennyi idénk lesz atszallni a
repul6tereken.

B
4
5 ) D
5 6
S 2 y 10 T
7 5
6 4 E
8
o

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Adjuk meg a legkorébbi és legkésdbbi bekdvetkezéseket, valamint kritikus utat.

7
A D
3 2 3 1
S 2 & T
3 5 3
B E
6

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/cpm-es-pert-algoritmus/cpm-es-pert-kritikus-ut
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/cpm-es-pert-algoritmus/feladat-cpm-kritikus-ut

&% MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

42. OLDAL

Adjuk meg a legkorébbi és legkésdbbi bekdvetkezéseket, valamint kritikus utat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/cpm-es-pert-algoritmus/feladat-cpm-kritikus-ut-0

43. OLDAL
&% MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

Adjuk meg a legkorébbi és legkésdbbi bekdvetkezéseket, valamint kritikus utat.

Megnézem a kapcsoldédd epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/cpm-es-pert-algoritmus/feladat-cpm-kritikus-ut-1
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44. OLDAL

Adjuk meg a legkorébbi és legkésdbbi bekdvetkezéseket, valamint kritikus utat.
@ )

e
AN
()

2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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44. OLDAL


https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/cpm-es-pert-algoritmus/feladat-cpm-kritikus-ut-2

45. OLDAL
&% MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

Adjuk meg a legkorébbi és legkésdbbi bekdvetkezéseket, valamint kritikus utat.

O—0——0

5 2 2 A 5 5
O——0O0——0O0—5—0—F7/—00
5 2 2 | 2 2 4

O——0O0——0

Megnézem a kapcsoldédd epizédot

Adjuk meg a legkorabbi és legkésdbbi bekdvetkezéseket, valamint kritikus utat.

OO0
/4\ /2\ 3/75\
® >O5 =@ 10
R@

s N 4
e

Megnézem a kapcsoldédd epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/cpm-es-pert-algoritmus/feladat-cpm-kritikus-ut-3
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/cpm-es-pert-algoritmus/feladat-cpm-kritikus-ut-4

46. OLDAL
&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

Paros grafok, parositasok

a) Egy barban 60 lany van. Minden lany 12 fiat ismer és minden fit 15 lanyt ismer. Az ismertségek kdlcséndsek.
Hany fid van a barban? Tudunk-e ugy fid-lany parokat alkotni, hogy minden fiat egy ismerés lannyal parositunk?

b) Egy kirandulason fényképet készitenek a résztvevékrél. Minden képen 4-en szerepelnek, és tudjuk, hogy
mindenkirdl legalabb 4 kép készllt. A kirandulas végén mindenki valaszthat egy képet. Igazoljuk, hogy biztosan
mindenkinek jutni fog olyan kép, amin rajta van.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a) Egy balon 10 fii és 10 lany vesz részt. Minden lany legalabb 6 fiat ismer és minden fil is legalabb 6 lanyt. Az
ismertségek kdlcsdndsek. A nyitétancon mindenki ismeréssel szeretne tancolni. Bizonyitsuk be, hogy ez lehetséges.

b) Egy 12 csucsu paros grafban minden csucs foka 3 vagy 4. Bizonyitsuk be, hogy van a grafban teljes parositas.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a) Egy balon 6sszesen 16-an vesznek részt. Minden lany vagy 4 vagy 5 fiut ismer és minden fil is vagy 4 vagy 5
lanyt. A nyitétancon mindenki ismer&ssel szeretne tancolni. Bizonyitsuk be, hogy ez lehetséges.

b) Egy paros graf két pontosztalya A és B. Két pont akkor szomszédos, ha ebben a szomszédsagi matrixban az A-
ban 1év8 pont soranak és a B-ben 1év6 pont oszlopanak metszetében 1-es all:
by by by by by by

aq
az
asz
a4
as

— e O e e

Qg

R RO OR R O
—_— O O = O O =
SRR R KRR O
R R OR OO R
_— o R RO ROS
R RO R OO

ar 0
Van-e a grafban teljes parositas?

c) Egy masik G paros gréaf két pontosztalya A és B. Két pont akkor szomszédos, ha ebben a szomszédsagi matrixban
az A-ban Iév6 pont soranak és a B-ben 1év8 pont oszlopanak metszetében 1-es all. Van-e G-ben teljes parositas?

b, by by b, bs b by
aq 1 0 0 1 0 0 0
@ 1 0 0 0 0 0 0
a3 1 0 0 1 0 1 1
s 1 0 1 1 0 1 0
as 0 0 1 0 0 1 0
@ 0 0 0 1 0 1 0
a7 1 1 0 0 1 1 1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/paros-grafok-parositasok/a-hall-tetel
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/paros-grafok-parositasok/frobenius-tetele
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/paros-grafok-parositasok/parositas-feladatok-paros-grafokban

47. OLDAL
&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

Egy 20 csucsu egyszer( paros grafban minden fok 5 vagy 6. Mutassuk meg, hogy a grafnak van teljes parositasa.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy bélon 12 lany és 666 fil vesz részt. A szervezd8k igy 12 (fi-lany) part szeretnének dsszeédllitani a nyitétdnchoz
ugy, hogy mindenki ismerdssel tancoljon. Minden lany legaldbb 11 filt ismer, a fidk kdzul viszont mindenki legfeljebb
11 lanyt ismer. Biztosan 6ssze tudjak-e allitani a szervez6k a 12 part?

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Egy balon 1001 lany és 1001 fi vesz részt, mindenkinek legalabb 500 ellenkezd nemi ismerdse van. Biztosan 6ssze
lehet-e allitani 1001 olyan fiG-lany part, ahol a parok tagjai ismer6s6k?

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy G egyszer, paros graf mindkét szinosztalya egyenként 999 pontot tartalmaz, az A szinosztalyban minden pont
foka legalabb 666, B-ben pedig legalabb 333. Mutassuk meg, hogy G-nek van teljes parositasa.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy G egyszer, paros graf A szinosztélydban 99 cslcsa van, ezek barmelyikének a fokszdma legalabb 33, de A-
ban van 66 olyan csucs, amelyek barmelyikének foka legaldbb 66. S6t, A tartalmaz 33 olyan csucsot is, amelyek
mindegyikébdl legalabb 99 él indul. Mutassuk meg, hogy G-nek van A-t fed8 parositasa.

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/paros-grafok-parositasok/feladat-paros-grafok-parositasok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/paros-grafok-parositasok/feladat-paros-grafok-parositasok-0
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/paros-grafok-parositasok/feladat-paros-grafok-parositasok-1
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/paros-grafok-parositasok/feladat-paros-grafok-parositasok-2
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/paros-grafok-parositasok/feladat-paros-grafok-parositasok-3

48. OLDAL
MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

Kromatikus szam, klikk, perfekt grafok

a) Szinezzlk ki a Svéjccal hataros orszagokat ugy, hogy két szomszédos orszag nem lehet egyforma szin(.

b) Szinezzik ki a Luxemburggal hataros orszagokat ugy, hogy két szomszédos orszag nem lehet egyforma szin(.

25 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY
48. OLDAL
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Megnézem a kapcsol6dé epizddot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/grafok-szinezese-kromatikus-szam-0
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Mennyi az alabbi graf kromatikus szama?

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/klikk-klikkszam-kromatikus-szam-0
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Hany szin kell ennek a gréfnak a szinezéséhez?

O V4

Megnézem a kapcsolédo epizddot

a) Mekkora a kromatikus szama ennek a grafnak?

b) Mekkora a kromatikus szdma ennek a grafnak?
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/a-moho-szinezes-becsles-a-kromatikus-szamra
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&% MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

¢) Mekkora a kromatikus szdma ennek a grafnak?

d) Egy G grafban 1000 darab csucstdl eltekintve minden pont foka legfeljebb 999. Bizonyitsuk be, hogy a graf
kromatikus szama legfeljebb 1000.

e) Egy G graf cscshalmaza legyen a V/(G) = {1,2,3,. . ., 30} és két cstics akkor legyen szomszédos, ha a
kilénbségiik legaldbb 6. Mekkora ennek a grafnak a kromatikus szama?

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/grafszinezes-feladatok-brooks-tetel
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a) Mennyi a Petersen graf élkromatikus szama?

b) Egy 1001 cslicsu graf gy keletkezik, hogy egy 1000 csucsot tartalmazoé kér minden pontjat 6sszekétjik az 1001-
edik csuccsal. Mekkora ennek a grafnak az élkromatikus szama?

Megnézem a kapcsolddo epizédot

a) Egy 2000 csucsu G graf két darab egyenként 1000 csucsot tartalmazo kdérbél készitettlink, ugy, hogy az egyik kor
minden csucsat 6sszekdtéttik a masik kér minden csucsaval.

Mekkora az igy keletkezd G graf kromatikus szama és élkromatikus szama?
b) Szamoljuk ki a Petersen graf kromatikus szamat.

c) Egy G gréf cstcshalmaza legyen V (G) = {1,2,3,. .., 30} és két cstics akkor legyen szomszédos, ha a
szamok tavolsaga legaldbb 5. Mekkora ennek a grafnak a kromatikus szama?

d) Egy masik gréf csicshalmaza szintén a V' (G) = {1,2,3,...,30}. Agrafz,y € V(G) csucsai pontosan
akkor legyenek szomszédosak, ha |.’I: -y |= 4 vagy |:L’ -y |= 6. Hatarozzuk meg a graf kromatikus szamat.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Dontsik el, hogy az alabbi grafok intervallum grafok-e.

a)
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/elkromatikus-szam-vizing-tetel
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/nehany-remek-graf-kromatikus-szama-es-elkromatikus-szama
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b)
(0
O O
O O

)

J
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Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a) A G gréf csicshalmaza legyen a V(G) = {1,2,3,...,30}. Azz,y € V(G) cstcsok pontosan akkor
legyenek szomszédosak G-ben, ha |x — Yy |= 3vagy |x — y |= 5. Hatérozzuk meg a G graf X (G) kromatikus
szamat és X (G) élkromatikus szamat.

b) Egy 20 csucsu faban 11 cslcs foka 1 és a maradék 9 csucs foka is azonos. Hatarozzuk meg a fa élkromatikus
szamat.

c) Egy 1000 csucsu gréafot ugy kaptunk, hogy vettlink két 500 pontu utat, és az egyik Ut minden pontjat 6sszekotottik
a masik Ut minden pontjaval. Mekkora az igy kelektezd grafnak a kromatikus szama és az élkromatikus szama?

d) Egy 1001 csucsu G grafot két korbdl, egy 500 pontl és egy 501 pontlu kérbdl készitlink gy, hogy az egyik kér
minden csucsat 6sszekotjik a masik kér minden csucsaval. Mekkora az igy keletkez6 graf kromatikus szama és
élkromatikus szama?

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/intervallumgrafok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/paros-grafok-kromatikus-szama-es-elkromatikus-szama
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Hatérozzuk meg az aldbbi graf kromatikus és élkromatikus szamat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy 1000 csucsu teljes grafbol elhagyjuk egy Hamilton-kér éleit. Mekkora lesz az igy kapott graf kromatikus szdma?

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A G gréf cstcshalmaza V (G) = {1,2,...,100}. Azx,y € V(G) cstcsok akkor legyenek szomszédosak G-
ben,haz # yés10 |z -y.

Hatarozzuk meg GG kromatikus szamat.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy 8 csucsu teljes grafbol téroljik egy 6 csucsu kor éleit. Hatarozzuk meg a kapott graf kromatikus szamat.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy 100 csucsu teljes grafbol toréljik egy 50 csucsu koér éleit. Hatarozzuk meg a kapott graf kromatikus szamat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A G gréf csticshalmaza V (G) = {1,2,...,1000}. Azz,y € V(G) csticsok akkor legyenek szomszédosak
G-ben, hax # y és (x,y) > 10. Hatarozzuk meg G kromatikus szamat.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Hatérozzuk meg egy 6 csucsu kér komplementerének élkromatikus szamét.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/feladat-kromatikus-szam-elkromatikus-szam
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/feladat-kromatikus-szam-elkromatikus-szam-0
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/feladat-kromatikus-szam-elkromatikus-szam-1
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/feladat-kromatikus-szam-elkromatikus-szam-2
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/feladat-kromatikus-szam-elkromatikus-szam-3
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/feladat-kromatikus-szam-elkromatikus-szam-4
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/feladat-kromatikus-szam-elkromatikus-szam-5
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Grafparaméterek, parositasok

Adjuk meg az alabbi grafban a maximalis fliggetlen ponthalmaz és minimalis lefogd ponthalmaz szamat.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Adjuk meg az alabbi graf maximalis fliggetlen élhalmazanak és minimalis lefogd élhalmazanak szamat.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafparameterek-parositasok/fuggetlen-es-lefogo-ponthalmaz-gallai-elso-tetele
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafparameterek-parositasok/fuggetlen-es-lefogo-elhalmaz-gallai-masodik-tetele
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Hatérozzuk meg az aldbbi grafokban a grafparamétereket.

a)

Megnézem a kapcsolddé epizddot

Prébaljuk megtalalni ebben a grafban a maximalis parositast.

Q O Q @
O O O O

Megnézem a kapcsolddd epizddot

Prébaljuk megtalalni az aldbbi grafokban a maximalis parositasokat.
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafparameterek-parositasok/grafparameterek
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafparameterek-parositasok/parositas-maximalis-parositas-teljes-parositas
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('\ F "

XX
X

O O O
d)
C
O C 2 O
O

Megnézem a kapcsolddé epizddot

a) Adjuk meg a grafparamétereit.

b) Adjuk meg a grafparamétereit.
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafparameterek-parositasok/teljes-parositas-tutte-tetel
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c) Adjuk meg a grafparamétereit.

N

A

d) Adjuk meg a grafparamétereit.

e) Egy grafban 21 darab pont van, és minden pont foka legalabbn. Legalabb hany elem(i egy lefogé élhalmaz a
grafban?

f) Egy 1001 pontu G egyszerd gratban 7(G) = 1000. Bizonyitsuk be, hogy G telies graf.

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafparameterek-parositasok/kulonbozo-trukkok-a-grafparameterek-kiszamolasara

]
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a) Bizonyitsuk be, hogy minden G egyszerd grafra:
X(G)-a(G) 2n

b) Bizonyitsuk be, hogy minden 7 egyszerti grafra:
2v(G) > 7(G)

¢) Vajon minden G egyszer( grafban teljesil-e, hogy
[E(G) |= A(G) - 7(G)

d) Bizonyitsuk be, hogy minden G egyszerd grafra:
a(G)(A(GQ)+1) >n

e) Bizonyitsuk be, hogy barmely G egyszerl grafban:

X(G)+a(G)<n+1

f) Bizonyitsuk be, hogy barmely G egyszerii grafban:

(X5 <1z)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

4
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafparameterek-parositasok/furmanyos-grafparameteres-egyenlotlensegek
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Hatérozzuk meg az aldbbi grafoknak a grafparamétereit.

a)
C a1
9\<
b)

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafparameterek-parositasok/feladat-grafparameterek
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Hatérozzuk meg az aldbbi grafoknak a grafparamétereit.

a)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A G graf csticshalmaza V (G) = {1, 2,...,30}. Azz,y € V(G) csticsok akkor legyenek szomszédosak G-
ben, ha 75 Y és T - Y oszthatb 6-tal. Hatdrozzuk meg I/(G) ertekét!

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy Ggréf csucsai legyenek a 100-nal nem nagyobb pozitiv egészek. Két kiildonb6z6 csuics pontosan akkor
szomszédos G-ben, ha a megfelels egészek relativ primek. Hatarozzuk meg a grafparamétereket!

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy G graf csticsai legyenek a 100-nal nem nagyobb pozitiv egészek. Két kiilonbozé cstics pontosan akkor
szomszédos G-ben, ha a hozzajuk tartozé szamok szorzata oszthat6 4-gyel. Hatarozzuk mega(G) es p(G)
eértékeit!

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy 1000 cstcsu grafban T(G) = 400. Igazoljuk, hogy G-ben nincs telies parositas.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafparameterek-parositasok/feladat-grafparameterek-0
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafparameterek-parositasok/feladat-grafparameterek-1
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafparameterek-parositasok/feladat-grafparameterek-2
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafparameterek-parositasok/feladat-grafparameterek-3
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/grafparameterek-parositasok/feladat-grafparameterek-4
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Maximalis folyam, Ford-Fulkerson-algoritmus

Itt egy cs6rendszer, melyet iranyitott graffal jeldllink.
Ugy t(inik, hogy 5+2=7 egység viz indul S-bdl és 0+3+4=7 egység is érkezik meg.

Prébaljunk meg ezen javitani.

S
5(8) 2(8)
G 2(2)
0(6) 4(7)
0(2)
C D
3(3)
0(3) 4(10)
T

Megnézem a kapcsoldédd epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/maximalis-folyam-ford-fulkerson-algoritmus/halozati-folyamok-ford-fulkerson-algoritmus

&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI FELADATGYUJTEMENY

67. OLDAL

Van itt ez a hélézat az élek kapacitasaival, és egy halézatban fut6 folyammal.

Ebbdl a folyambdl kiindulva keressiik meg az S-bél T-be vezeté maximalis folyamot.

S
4(4) 12 (16)
7 LS -
8(10) 9(9) 1(3)
2(5)
C D)—=Y) (7
4(4)
8(11) 4(4)
T

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/maximalis-folyam-ford-fulkerson-algoritmus/a-maximalis-folyam-es-a-minimalis-vagas-ford-fulkerson-tetel
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Itt van ez a hal6zat, benne egy folyammal.

Készitsik el a javitd grafot.

S
4(4) 6(10)
3 (7
30) 4(7) 3(3)

B . 12) @& 12) =

2(2
4(8) ® @)

T

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/maximalis-folyam-ford-fulkerson-algoritmus/egy-kis-osszefoglalo-halozati-folyamokbol
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Adjunk meg egy maximalis folyamot és egy minimalis vagast az alabbi halézatban.

i\
0(10)

@ 0(4) 0(1) @

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Adjunk meg egy maximalis folyamot és egy minimalis vagast az alabbi hlézatban.

@ 0(5) } 0(5) }@

%1‘0)

0 0(6) >©® 0(5) >®

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/maximalis-folyam-ford-fulkerson-algoritmus/feladat-maximalis-folyam-minimalis-vagas
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/maximalis-folyam-ford-fulkerson-algoritmus/feladat-maximalis-folyam-minimalis-vagas-0
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Adjunk meg egy maximalis folyamot és egy minimalis vagast az alabbi halézatban.

(::) 9@ 0(5) 03 o

( 003 003
0(7) “ / (1) \0@) /(2) o
mz OU) 0@y (s, 0(9) 0(3)
@ e o=
(3) 0(1) 0({}///;1 0(3) ‘(///15} ‘\\\\f ) /o)

0@) 0(5) Wﬁ

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Adjunk meg egy maximalis folyamot és egy minimalis vagast az alabbi hal6zatban.

@ 0(4) >® 0(5) ).
\13) /3) \3) K(;)

0(2) 0(9)

/2) \AM)/G)\
\\3) /()\ /(3)

0(4) 0(11)

/(1) \f) /3) !
0(4) 0(6) >(D

Megnézem a kapcsolddo epizédot

(
{

(
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/maximalis-folyam-ford-fulkerson-algoritmus/feladat-maximalis-folyam-minimalis-vagas-1
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Adjunk meg egy maximalis folyamot és egy minimalis vagast az alabbi halézatban.

0(2)

wrtNg BN
m / \0(6) 0(1)

0(4)

O

Megnézem a kapcsoldédd epizédot

A0

Adjunk meg egy maximalis folyamot és egy minimalis vagast az alabbi halézatban.

_06)
0(7 \O(V X@)
0(4)

_00)

“06)
0(8)\‘ / (1)\4) / 00)
T06)
O(ﬁ\ /(16)

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/maximalis-folyam-ford-fulkerson-algoritmus/feladat-maximalis-folyam-minimalis-vagas-3
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/maximalis-folyam-ford-fulkerson-algoritmus/feladat-maximalis-folyam-minimalis-vagas-4
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Matrixok és vektorok

Végezzik el az alabbi mlveleteket.

a)3_(5 7 —2)
2 2 1

)-03)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Adjuk meg az alabbi matrixok transzponalt matrixait!

2 3 5
aaA=|1 4 1
2 5 7
b)B:<5 7 —2)
2 2 1
5 1 7
ogC=11 4 2
7 2 6

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/matrixok-es-vektorok/nehany-specialis-matrix
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73. OLDAL

Végezzik el az alabbi miveleteket.

1
a)3- 3
4
b)
7
4
9(3 2 5)-|1
2
3
dl2]-(4 1 2)
5

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Veégezziik el az aldbbi miveleteket.

2 3 4 1

A=1[4 2 2| 1=|1
2 2 1 1

a)

A-1=2

17 A=

b) Mi térténik, ha beszorozzuk az A matrixot az €, egységvektorral?

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/matrixok-es-vektorok/oszloposszegzes-sorosszegzes-oszlop-es-sor-kiemelese

74. OLDAL
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a) Egy aruszallitd cég hat kildonb6z8 orszagba szallit 5-féle terméket. Az A matrix azt irja le, hogy az egyes
orszagokba hany darabot szallitanak a kiildnbdz6 termékekbdl. A B matrix pedig a szallitasi kdltséget adja meg
termékenként és orszagonként EUR-ban.

450 67 765 310 70\ 2 5 3 1 1)
610 87 964 510 88 372 2 2
4_ |40 72 710 321 76| o |58 4 3 3
756 75 864 412 91 2 3 4 2 1
656 96 689 311 56 2 4 3 1 1
340 24 457 233 23/ \3 421 2)

irjuk fol matrixm(veletek segitségével ezeket:

1) A Németorszégba (2. sor) széllitott termékek szdma 6sszesen.

2) A 4-es termékbdl (4. oszlop) Svajcba (3. sor) szallitott mennyiség.

3) A 2-es termék (2. oszlop) Olaszorszagba (5. sor) szallitasanak dsszkéltsége.
4) A Németorszagba (2. sor) szallitott 6sszes termék teljes szallitasi kéltsége.
5) Az 6sszes elszallitott termék.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Van itt néhany vektor, és végezziik el velik a kévetkezd miveleteket.

1 3 1 3
A=12 0 4 b=14
31 7 5
1
(D) o
4
E=<257>
aA-b
byA-C
c)A-C*
db*-d
e)b -d*

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/matrixok-es-vektorok/nehany-izgalmas-matrixmuvelet
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/matrixok-es-vektorok/muveletek-matrixokkal-es-vektorokkal
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75. OLDAL

Szamitsuk ki az alabbi két vektor altal bezart széget.

3 1
a=14] b=11
5 4

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Van itt néhany mairix és vektor és el kéne végezni veliik par miveletet.

-2 3 5 5
4 2 1 b=11 C=<321>
6 -5 2 7
a)A+1)-C=?
0) (20 +e;) - b7 =?
0 (C2—1)-A=?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Van itt néhany matrix és vektor és el kéne végezni velik par miveletet.

2 3 5 3 -1 2
A=14 1 1 B=|1-4 1 1
2 21 2 3 5

A+I=X+2B X="

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Van itt néhany matrix és vektor és el kéne végezni velik par miveletet.

1 3 -2 2 2 1
A=12 —4 1 B=14 1 1
3 1 5 3 -2 4

A24+2X=(B+DHA+X X=?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/matrixok-es-vektorok/vektorok-altal-bezart-szog-kiszamolasa
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/matrixok-es-vektorok/feladat-muveletek-matrixokkal
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/matrixok-es-vektorok/feladat-muveletek-matrixokkal-0
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/matrixok-es-vektorok/feladat-muveletek-matrixokkal-1

76. OLDAL
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Van itt néhany matrix és vektor és el kéne végezni vellik par m(iveletet.

3 2 -5 7 =2 -3 6
A= 4 7) B=(0 4 5| c=(3] d=|5
-2 0 2 2 1 1 2
aA-B="
by B-A="?
c)A-c ="
d) AT .c =7
T _9

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/matrixok-es-vektorok/feladat-muveletek-matrixokkal-2
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77. OLDAL

Vektorterek, fliggetlen és dsszefliggd vektorok

Vektorteret alkotnak-e?

a) Komplex szamok

b) Masodfoku polinomok
c) Legfeliebb masodfoku polinomok

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Dontsiik el, hogy az alabbi vektorok linearisan fliggetelenek vagy 6sszefliggéek.

1 2 3
1 0 1

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Dontsik el, hogy az alabbi vektorok lineérisan figgetelenek vagy 6sszefliggek.

1 0 0
0 0 4

Megnézem a kapcsolédo epizdédot

Toltsiik ki az alabbi tablazatot.

megadhaté-e ennyi vektor |megadhaté-e ennyi vektor,
ugy, hogy flggetlen legyen |hogy generator-rendszer
R3 -ban legyen R -ban

vektorok

szama

A jfwilr|—

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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https://www.mateking.hu/analizis-1/komplex-szamok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/vektorterek-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok/vektorterek-vektorter-axiomak
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/vektorterek-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok/linearisan-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/vektorterek-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok/linearisan-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/vektorterek-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok/a-generatorrendszer-es-a-bazis

78. OLDAL
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Legyena, b, c € R™ vektorok. Az alabbi 4llitasok kozil melyik igaz?

Q C lineérisan fuggetlen, akkora + Q +c, Q + ¢, C is linedrisan flggetlen.

|€ @

+c, b + ¢, ¢ generator-rendszer, akkor @, b,cis az.

)
I
Q
o +
|O"

C lineérisan flggetlen, akkora@ — Q Q — C,C — a is linearisan fliggetlen.

o
I
o

|9

Q C lineéarisan fliggetlen, akkora — Q Q — C is linearisan fliggetlen.

|§ @

e)H

IQ
|e~

Q linearisan flggetlen, akkora, b, c is linearisan flggetlen.

— b, b — c generator-rendszer, akkor @, b, ¢ is az.

f)H

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

| Q

a) Vizsgaljuk meg, hogy T altere-e R3 -nak, ha igen, adjunk meg egy bazist W -ben.

a
W = b a,beR
a+1
b) Vizsgaljuk meg, hogy W altere-e R4 -nek, ha igen, adjunk meg egy bazist W -ben.
a a,b,c,de R
b a=1>b
W =
C és
d c=3d

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Vizsgaljuk meg, hogy W C V halmaz altére-e V-ben. Ha igen, adjunk meg a dimenzidjat és egy bazisat.

a
W = b a,be R
a—>b

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Dontsik el, hogy vektorteret alkotnak-e...

a) Harmadfoku polinomok a valés szamok felett.

b) Legfeljebb harmadfoki polinomok.

¢) Azok a polinomok, amiknek az x=2 gydke.

d) Azok a legfeljebb harmadfoki polinomok, amiknek az x=2 és az x=3 is gyoke.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/vektorterek-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok/vektorrendszer-rangja-es-egyeb-erdekessegek
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/vektorterek-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok/alterek
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/vektorterek-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok/egy-alteres-feladat
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/vektorterek-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok/polinomok-vektortere-generalt-alter

79. OLDAL
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a) Bontsuk fel av vektort az @, b és ¢ vektorokkal parhuzamos komponensekre.

4 1

b) Egy sikban vannak-e aza, Q
1 2
a=|-2| b=1|-3
1 2 —4

<
|
|
I
IS
I
)

IS2
I
|
w
K¢}
I

0
1
1

C vektorok?

o
I
|

—

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Legyen a, b, ¢ R™-beli vektorok. Az alabbi 4llitdsok kozil melyek igazak?

aa,b, c linedrisan fiiggetlen, akkora + b, b + ¢, ¢ + a is linearisan fuggetlen.

,b, ¢ linearisan sszefiiggs, akkora + b, b + ¢, ¢ + a is linearisan 6sszefliggé.

|€ D

c)Haa + b,b + ¢, ¢ + a generator-rendszer, akkor a, b, C is az.

[ Q

dH Q Q —+ ¢, ¢ + a lineérisan fliggetlen, akkor @, Q Cis az.

| Q

Megnézem a kapcsolddo epizédot

a) Vizsgaljuk meg, hogy V altere-e R® -nak, ha igen, adjuk meg a dimenziészamat és egy bazistV-ben.

x
V= y| €R:3x—-Ty+42=0
z
b) Vizsgéljuk meg, hogy W altere-e R -nek, ha igen, adjuk meg a dimenziészamat és egy bazist W -ben.
L1
L2

W= ER':52; —8xy+4x3 — x4 =0
T3

Megnézem a kapcsolddod epizédot

s W linearisan flggetlen vekiorok R"ben. A P valés paraméter milyen értékeire teljesil, hogy az
u+w,c=u+v—wd=p-u-+ v+ W vekiorok szintén linearisan fliggetienek?

Legyenek
=Uu—

||‘D

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/vektorterek-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok/vektorok-eloallithatosaga
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/vektorterek-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok/nehany-erdekesseg-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorokrol
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/vektorterek-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok/feladat-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/vektorterek-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok/feladat-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok-0

80. OLDAL
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Déntstik el, hogy az @, b, ¢ vektorokbdl 4ll6 vektorrendszer bazis-e R3 -ban, és ha igen, akkor hatarozzuk meg ad
vektor koordinatavektorat eszerint a bazis szerint.

1 4
a=1[(3] b=|-1
1 2
7 2
c=138 d=| -7
5 0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Hatérozzuk meg az alébbi, R3 -beli vekiorok generalt alterét. Amennyiben ez az eltér egyenes vagy sik, adjuk meg az
egyenletét vagy egyenletrendszerét.

4 5 13
aa= |3 b=12 c=11

0 1 5

1 —4 3
a=|-2] b=| 8 c=| -6

3 ~12 9

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az R"™belia, b, ¢ vekiorok lineérisan fiiggetlenek. Igaz-e, hogy ekkoraza +b +c,a +b +3c,3a+b + ¢
vektorok is biztosan lineédrisan flggetlenek?

Megnézem a kapcsolddo epizédot

a) Alteret akot-e R2-ben azon (z,y) vektorok halmaza, melyekre teljesiil, hogy 2 = y2?

b) Alteret akot-e R3 -ban azon (:E, Y, z) vektorok halmaza, melyekre teljesil, hogy TY = y2?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/vektorterek-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok/feladat-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok-1
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/vektorterek-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok/feladat-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok-2
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/vektorterek-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok/feladat-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok-3
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/vektorterek-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok/feladat-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok-4

81. OLDAL
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Adjunk meg R pen egy, az U, U, és W vektorokat tartalmazé bazist, majd irjunk fel ebben a bazisban aza
koordinatavektorat.

2 0
3 1

U = V=

- 4 B 2
4 6
0 8
0 9

u = V=

- 1 - 11
1 -1

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/vektorterek-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok/feladat-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorok-5
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82. OLDAL

Linearis egyenletrendszerek, matrixok rangja és inverze

Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert.
T+ 2x9+ 23 =28
201 + 9 —2x3 =1
201 — X9+ 23 =3

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert bazis transzformaciéval.
T+ Ty —x3+24 =4

T —x3+ x4 =2

209 + x4 = 8

T1+xTy=95

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert Gauss eliminaciéval.
T+ Ty —x3+24 =4

T —x3+ x4 =2

209 + x4 = 8

T1+xT4=0>5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket a bazis transzformacio segitségével.

a)

T, +axy+x3 =3
2x1 + a9 =2

3r, +2xy +23=5
b)
T+ 9+ 13 =3
2x1 + 9 =2

3xr; 4+ 229 +x3 =06

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/linearis-egyenletrendszerek-matrixok-rangja-es-inverze/gauss-eliminacio-es-elemi-bazistranszformacio
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/linearis-egyenletrendszerek-matrixok-rangja-es-inverze/egyenletrendszerek-megoldasa-elemi-bazistranszformacioval
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/linearis-egyenletrendszerek-matrixok-rangja-es-inverze/egyenletrendszerek-megoldasa-gauss-eliminacioval
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/linearis-egyenletrendszerek-matrixok-rangja-es-inverze/vegtelen-sok-megoldas-nulla-megoldas-szabadsagfok-bazistranszf

83. OLDAL
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Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket a Gauss eliminacié segitségével.

a)

T, +axy+x3 =3
201 + a9 =2

31 +2x9+23=5
b)
T1+To+x3=3
2z + a9 = 2

3xr; 4+ 229 +x3 =06

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert bazis transzformacié segitségével.
21 — x4 =4

201 — X9+ 3x3+ x4 =1

8x; — 2x9 + 63 = 6

2x; + 2x9 + 63 — by = 2

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a Gauss eliminacio segitségével.
201 — x4 =4

201 — X9+ 3x3+ x4 =1

8x; — 2x9 + 63 = 6

2x; + 2x9 + 63 — Sy = 2

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az O és ﬁ paraméterek milyen értékeire lesz nulla darab, egy darab illetve végtelen sok megoldasa a kdvetkez6
egyenletrendszernek? A feladatot a bazis transzformacié segitségével oldjuk meg.

T+ 9+ 13 =4
2x1 + 9+ 23 =25
T+ 2x9 +ax3 =

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/linearis-egyenletrendszerek-matrixok-rangja-es-inverze/vegtelen-sok-megoldas-nulla-megoldas-szabadsagfok-gauss
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/linearis-egyenletrendszerek-matrixok-rangja-es-inverze/egyenletrendszer-vegtelen-sok-megoldassal-bazistranszf
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/linearis-egyenletrendszerek-matrixok-rangja-es-inverze/egyenletrendszer-vegtelen-sok-megoldassal-gauss
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/linearis-egyenletrendszerek-matrixok-rangja-es-inverze/egy-parameteres-egyenletrendszer-bazistranszf
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Az aés ﬂ paraméterek milyen értékeire lesz nulla darab, egy darab illetve végtelen sok megoldasa a kdvetkezd
egyenletrendszernek? A feladatot a Gauss eliminacié segitségével oldjuk meg.

T, +axy+x3 =4
2 + X9+ 23 =25
T, + 2xy + axs =

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az q, ﬂ és 7y paraméterek milyen értékeire lesz nulla darab, egy darab illetve végtelen sok megoldasa a kdvetkez§
egyenletrendszernek? (Oldjuk meg bazis transzformacidval)

T+ Ty + 223 + T4 =
Ty+2x3+14 =1

2x9 + 43 +yxy =4
3xy + 623 4+ 314 = @

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az o, 5 és 7y paraméterek milyen értékeire lesz nulla darab, egy darab illetve végtelen sok megoldasa a kévetkez6
egyenletrendszernek? (Oldjuk meg a Gauss elinimé&cié segitségével)

T+ Xy + 223 + 14 = B
Ty +2x3+ x4 =1

2zy + 4y + yry =4
3xy 4 63 4+ 314 =

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Bazis transzformacio segitségével szamitsuk ki a

0o (n
L7119 2713
1) 1)
Vg = g\ Vy = ;
— 7 — 3
2) 2)

vektorokbdl 4ll6 vektorrendszer rangjat, illetve &llapitsuk meg, hogy eléallithaté-e segitségiikkel aza és Q vektor.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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A Gauss eliminacio segitségével szamitsuk ki a

At
u=|,| u=|,
1) 1
Vg = g\ Vy = ;
— 7 — 3
2) 2

vektorokbol &llé vektorrendszer rangjat, illetve allapitsuk meg, hogy eléallithaté-e segitséglikkel aza és Q vektor.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Oldjuk meg Gauss-Jordan eliminaciéval az alabbi egyenletrendszereket.
a)

2x + 6xy — 43 =4

3ry + 2x9 + 8x3 = 27
4z + a9 — 323 =T

b)

2x1 +4xy — 623 — 224 =4
3x; + 9 + 63 + 224 = 16
1+ Txy — 18x3 — 624 = —8
c)

T+ 32y — 43 + 524 =9
2x1 +4x9 + 23 — 324 = 10
3y + bxy + 63 — 112y =4

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Itt van ez amatrix. Szamoljuk ki a rangjat, és dontsik el, hogy teljes oszloprangl vagy teljes sorrangi-e.

1

N
I
= N W
(S = SN JC RS
— = = 00 N

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Szamoljuk ki az A matrix rangjat, keressiik meg az oszlop-vektorterének egy bazisat, és adjuk meg ebben a
bazisban az A matrix oszlopvektorainak koordinatait.

26 4 2 10
A=13 9 1 -4 1
13 -9 8 19

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az a1, ag, ag fuggetlen vektorok, és

v = a; —2a9 + ag
Vg =01+ a3
vy = 3a; + 2a9 + a3

Mekkora a v1, V9, U3 vektorrendszer rangja, illetve el6allithaté-e velik aQ = a; + 2a9 + ag vektor?
Szamitasainkat a bazis transzformacié segitségével végezziik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az a1, ag, ag fuggetlen vektorok, és
v = a; — 2a9 + ag
V2=01+0a3

3a_1+2a_2—|—a_3

B5
I

Mekkora a vy, V9, U3 vektorrendszer rangja, illetve el6allithaté-e vellik aQ = a; + 2a9 + ag vektor?
Szamitasainkat a Gauss eliminacio segitségével végezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Szamoljuk ki az aldbbi matrix inverzét a bazis transzformacié segitségével.

3 2 -1
A=111 -1
2 1 1

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Szamoljuk ki az aldbbi matrix inverzét a Gauss eliminacié segitségével.

3 2 -1
A=111 1
21 1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Szamoljuk ki az aldbbi matrix inverzeit a bazis transzformécié segitségével.

A:<134)
01 1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Szamoljuk ki az aldbbi matrix inverzeit a Gauss eliminacié segitségével.

A:(134)
01 1

Megnézem a kapcsolodo epizédot

A p és q valds paraméterek minden értékére adjuk meg az alabbi egyenletrendszer megoldasainak a szaméat. Ha az
egyenletrendszernek végtelen sok megoldésa van, akkor a p és g ezen értékeire adjuk meg az 6sszes megoldast.
(Oldjuk meg a bazis transzformacié segitségével)

T+ X9+ 23— Ty =8

4y + 4y + 3 — 284 = 23
521 + 3x9g —x3 — 31y = 14
2, +p-x4=4q

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A p és g valds paraméterek minden értékére adjuk meg az alabbi egyenletrendszer megoldésainak a szaméat. Ha az
egyenletrendszernek végtelen sok megoldésa van, akkor a p és q ezen értékeire adjuk meg az 6sszes megoldast.
(Oldjuk meg a Gauss elinimacio segitségével)

T+ X9+ x5 —Txy =8

4y + 4y + 3 — 284 = 23
51 + 3x9g —x3 — 31y = 14
2z +p-xy=q

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Dontslk el, hogy a p és g valés paraméterek milyen értékeire van megoldasa az alabbi egyenletrendszernek. Ha van
megoldas, adjuk is meg az dsszeset.

(Oldjuk meg a bazis transzformacié segitségével)
ry — 3xy — 145 = —17

221 —6x9 — 2823 +p-ry =q—34

3x; — Taxg — 363 +4p - x4 = 49 — 37

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Dontslk el, hogy a p és g valés paraméterek milyen értékeire van megoldasa az alabbi egyenletrendszernek.
Ha van megoldas, adjuk is meg az dsszeset.

x, — 3xy — 1dxs = —17

2, — 629 — 2823+ p-xy =q— 34

3x; — Txg — 363 +4p - x4 = 49 — 37

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Déntsuk el, hogy a p valés paraméterek mely értékeire van megoldasa az alabbi egyenletrendszernek. Ha van
megoldas, adjuk is meg az 6sszeset.

(Oldjuk meg a bazis transzformacio segitsegével)
X1+ 3xy + 523 =17

2x; + 9y + 1623 = 17
T1+p-T2+p-T3=3

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Déntsiik el, hogy a p valés paraméterek mely értékeire van megoldasa az alabbi egyenletrendszernek. Ha van
megoldas, adjuk is meg az dsszeset.

(Oldjuk meg a Gauss elinimacio segitségével)
T, +3xy + 523 =7

2x, + 9y + 1623 = 17

Ty +p-Ty+p-T3=05

Megnézem a kapcsolodo epizédot

Adjuk meg az alabbi matrix inverzét, majd déntsik el, hogy a p valos paraméter mely értékeire nem létezne az
inverzmatrix.

(Oldjuk meg a bazis transzformacié segitségével)

2 4 0
3 6 »p
6 13 1

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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Adjuk meg az aldbbi matrix inverzét, majd déntsik el, hogy a p valés paraméter mely értékeire nem létezne az
inverzmatrix.

(Oldjuk meg a Gauss elinimaci6 segitségével)

2 4 0
3 6 »p
6 13 1

Megnézem a kapcsol6do epizédot

4
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Determinans, sajatérték, sajatvektor

Szamitsuk ki az alabbi matrixok determinansait.

3 5
A=
i (2 7)

2 5 4
bpA=13 1 7
4 1 1

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Szamitsuk ki az alabbi matrix determinansat.

2 3 5 1

4 3 -2 -5
-4 -1 5 7

6 6 3 -4

A=

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Szamitsuk ki az alabbi matrixok determinansait.

—
w
N

1
0
1
8
1
,)
1
5)
1
)
2

8/

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Az alabbi matrixnak milyen p paraméter esetén |étezik inverze, milyen p paraméterre lesz a determinansa éppen 0,
illetve milyen p paraméterre lesz az A- T = Q egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa.

1 3 1
A=12 1 1
3 4 p

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a Cramer-szabaly segitségével.
3xr; 4+ 229 —x3 =14

T+ X9 +x3="7T

22, + 9 + 223 = 10

Megnézem a kapcsolddo epizédot

a) Adott az A 2x2-es matrix, és nézzik meg, hogy sajatvektora-e ennek az U, és a vektior.

() () -0

1 2
b) Szamoljuk ki az A = (8 1 matrix sajatértékeit és sajatvektorait.

Szamitasaink soran a bazis transzformaciot hasznaljuk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a) Adott az A 2x2-es matrix, és nézzik meg, hogy sajatvektora-e ennek az U, és a v vekior.

(1) () )

1 2
b) Szamoljuk ki az A= (8 1 matrix sajatértékeit és sajatvektorait.

Szamitasaink sordn a Gauss eliminaciot hasznaljuk.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A bazis transzformacié segitségével nézzik meg ennek a 3x3-as matrixnak a sajatértékeit és sajatvektorait.

211
A=11 2 1
11 2

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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A Gauss eliminacio segitségével nézzilk meg ennek a 3x3-as matrixnak a sajatértékeit és sajatvektorait.

2 11
A=11 2 1
1 1 2

Megnézem a kapcsolédé epizddot

A bazis transzformacio segitségével allitsuk el6 ennek a 3x3-as matrixnak a diagonalis alakjat.

2 00
A=10 1 1
0 4 1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Gauss eliminacio segitségével allitsuk elé ennek a 3x3-as matrixnak a diagondlis alakjat.

2 00
A=10 1 1
0 4 1

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Van itt ez amatrix.

A— 5 —6
1 0
Szamoljuk ki, hogy mennyi A,

Megnézem a kapcsolodo epizédot

Vannak itt ezek a matrixok, déntsik el, hogy milyen definitek.

2 31 -2 3 1
A=11 2 2 B=|1 -4 2
2 1 4 1 -6 1
2 31 1 11
C=111 2 D={2 1 2
1 11 1 01

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Szamoljuk ki az A matrixhoz és & vektorhoz tartozé kvadratikus alakokat.

(1) = ()
5 1 B Lo

2 4 7 1
bA=14 3 6 z=|
7 6 5 T3

c) Adott a Q) () kvadratikus alak, hatarozzuk meg ebbél az. A matrixot.
Q(x) = b2 — 222 + 4a2 + 8z 2y + T 223 — 6293

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Dontsik el az alabbi kvadratikus alakok definitségét.
a) Q(z) = 3a2 + 4a2 + 922 + 4y 29 + 2123 + 102933
b) Q(z) = —ba? — 2x2 — 8a2 + 6x1 2y — 2213 + 22023

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Linearis leképezések

Adjuk meg az x tengelyre val6 tikrdozés matrixat 22 -ben.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Tiukrozzlk az x tengelyre a ¥ vektort, ha

a)v 2 és a bazis vekiorok: a 1 ésa 0
- ZISV : — —
=" \2 L7 Vo) 72 1
b) 2 és a bazis vekiorok: @ 1 ésa -1
- ZISV : g —
= \2 L7 \1)7= 1

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ellen6rizziik, hogy az alabbi leképezések linearis leképezések-e, ha igen adjuk meg a képteret, a magteret és a
transzformacié matrixat.

2 R — R? ¢<Z) — (“21) a,beR

b) R2 — R2 ‘P<Z) — (“gb> a,bER

a a+b
oR — R3 olb]l=| a-b a,b,ce R
c c

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ellendrizzik, hogy az alabbi leképezések linearis leképezések-e, ha igen adjuk meg a képteret, a magteret és a
transzformacié matrixat.

a a—>b
R — RS olb]l=|b-a a,b,ce R
c c

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Adjuk meg a sajatértékeit, sajatvektorait, ha van, akkor a sajatbazisat és a diagondlis alakjat:

a a—b
R} - R? plbl=|b—-a a,b,ce R
c c

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ellendrizzik, hogy az alabbi leképezések linearis leképezések-e, ha igen adjuk meg a képteret, a magteret és a
transzformacié matrixat, adjuk meg a sajatértékeit, sajatvektorait, ha van, akkor a sajatbazisat és a diagonalis alakjat.

a a—b
R} - R? plbl=|bb-c a,b,ce R
c c—a

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A sik transzformacioi kézil melyek dimenzié tart6 transzformaciok?

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Déntsik el, hogy az alabbi matrixok kézul melyek hasonléak.

2 00
A=10 1 1 B = )
0 4 1 0 O
1 -1 1 3 1
C=11 1 1 D={2 1 2
-2 1 1 1 01

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a) Létezik-e olyan ¢ : R2 — R? linearis transzformacio, mely az (1, 0) vektorhoz, az (1, 1) vektorhoz, és az
1,2) vektorhoz is az (1, 2) vektort rendeli? Ha igen, adjuk meg a matrixat.

b) Létezik-e olyan ¢ : R?2 — R2 \inearis transzformacio, mely az (1, 2) vektorhoz, az (5,4) vektorhoz, és a
(3,3) vektorhoz is a (2, 1) vektort rendeli? Ha igen, adjuk meg a matrixét.

¢) Létezik-e olyan ¢ : B2 — R3 linearis transzformacié, mely az (1,2) vektorhoz, a (2,5, 5) vektort, és a (2, 1)
vektorhoz is a (4, 1, 1) vektort rendeli? Ha igen, adjuk meg a matrixat.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A : R? — R2 linearis transzformacio az (1,2) és a (3,4) vektorhoz is az (5, 6) vektort rendeli. rjuk fel
matrixat, majd hatarozzuk meg dim I'm és dim Ker értékét.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Adott egy @ : R3 — R3 linearis transzforméci6 méatrixa. Hatarozzuk meg dim Imyp és dim Kery értékét.
5 4 3
1 1 1
1 1 1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Oszthatésag

Végezzik el az alabbi feladatokat:
a) Az 5728 oszthat6-e 3-mal?

b) A 4758 oszthaté-e 3-mal?

c) Az 52742 oszthaté-e 4-gyel?

d) A 61524 oszthat6-e 4-gyel?

e) A 3714 oszthat6-e 6-tal?

f) A 4326 oszthat6-e 9-cel?

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Mennyi a 36 és 25 legnagyobb kdzds osztoja?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a) Bizonyitsuk be, hogy a 3-nal nagyobb ikerprimszamok dsszege oszthat6é 12-vel!
b) Melyek azok a p primszamok, amelyekre 2p — 1 és 2p + 1 is prim?

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Adjuk meg az 1960 primtényezds felbontasat!

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Hogyan bonthaté fel a 360 a2k alaku szamok vilagaban?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a) lgazoljuk, hogy ha egy derékszdgil hdromszdg oldalainak mér8szamai egészek, akkor legaldbb az egyik befogd
mérfszama paros.

b) Igazoljuk, hogy ha egy derékszdgli haromszdg oldalainak mérészamai egészek, akkor az egyik befogé mérészama
oszthaté 3-mal.

¢) lgazoljuk, hogy ha egy derékszdgli haromszdg oldalainak mér8szamai egészek, akkor van kdztik legalabb egy
Ottel oszthaté.

d) lgazoljuk, hogy barmely paratlan szam négyzetébdl 1-et elvéve 8-cal oszthaté szamot kapunk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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a) Igazoljuk, hogy ha 7 paratlan szam, akkor 9 osztéja 11™ + 7"-nek.

b) Milyen 12 természetes szam esetén oszthatd az alabbi kifejezés 16-tal?
17" +n

c) Igazoljuk, hogy ha 1 paratlan, akkor 37 oszt6ja az alabbi kifejezésnek.
14921943194 4194 ... 3619

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a) Milyen pozitiv egész ni-re lesz a 6 osztéja az1 + n% + n? + 3™-nek?
b) Bizonyitsuk be, hogy 7 osztéja 33344 + 444 333 hak.
c) Bizonyitsuk be, hogy 9 osztéjad’ — 3n — 1-nek.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a) Bizonyitsuk be, hogy ha egy 5-nél nagyobb primszam négyzetét 30-cal osztjuk, akkor maradékul 1-et vagy 19-et
kapunk.

b) Hatarozzuk meg a p, q, T primeket Ggy, hogy ap4 + q4 +m -3 kifejezés értéke szintén prim legyen.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Bizonyitsuk be, hogy ha 2™ — 1 primszam, akkor 72 is primszam!

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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Euklideszi algoritmus & Diofantoszi egyenletek

Az Euklideszi algoritmus hasznalataval allapitsuk meg a kdvetkez6 szamok legnagyobb kdzds osztéjat.
a) 161 és 119
b) 221 és 299
c) 189 és 161

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Oldjuk meg az alébbi Diofantoszi egyenleteket.
a) 13z 4+ 8y =17

b) 12z + 8y = 10

c) 12z + 20y = 28

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a) Bizonyitsuk be, hogya = 21 + 5 és b = 2n + 3 relativ primek barmely 7 egész szamra.

b) Van itt ez a tort:

12n+7
n+4

Létezik-e olyan 11 egész szam, amire ez a t0rt egyszerdsithetd 5-tel?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Oldjuk meg az alabbi Diofantoszi egyenletet.
24z + 39y =10

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Oldjuk meg az aldbbi Diofantoszi egyenletet.
10z 4 4y =12

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Oldjuk meg az alabbi Diofantoszi egyenletet.
26z + 10y = 12

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Oldjuk meg az alabbi Diofantoszi egyenletet.
8x 4+ 6y = 16

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Oldjuk meg az aldbbi Diofantoszi egyenletet.
46z + 26y = 154

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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100. OLDAL

Kongruenciak

a) Bizonyitsuk be, hogya =bmod m = a-c=b-cmod m

b) Bizonyitsuk be, hogya - ¢ = b - ¢ mod m = a = b mod m

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Mennyi (p(7) ?

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Mennyi ¢(12), ¢(16) és (100) 2

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Bizonyitsuk be az Euler-Fermat tételt.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

9 2046

a) Mi az utolsé két szamjegye al78 -nak?

b) Mi az utols6 két szamjegye az alabbi szamnak?

394959

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

KeressUk azokat az & egész szdmokat, amikre
a)24x =13 mod 7

b) 13z = 11 mod 120

¢) 13z = 611 mod 120

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Keressik azokat az  egész szamokat, amikre
a) 592 = 11 mod 120
b) 23z = 63 mod 43

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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Keresslk azokat az & egész szdmokat, amikre
a) 2z = 14 mod 12

b) 4 = 36 mod 16

¢) 14z = 30 mod 18

d) 6z = 10 mod 22

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Oldjuk meg az alabbi Diofantoszi egyenleteket.

a)dr +4y =13
b) 13z + 36y = 56
c)dx + 6y =13

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Oldjuk meg az alébbi kongruencia rendszereket

a)
x =T mod 12
=9 mod 10
b)
4r =3 mod 5
5z = 6mod 7

Megnézem a kapcsolddo epizédot

a) Milyen maradékot ad 66-tal osztva ez a szam?

66 6361

b) Milyen maradékot ad 1023-mal osztva ez a szam?

1025 1005

c) Milyen maradékot ad 65-tel osztva ez a szam?

138 139

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Mi lesz az utols6 két szamjegye ennek az aldbbi szamoknak?

a) 303404

b) 3321

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Mi lesz az utolsé két szamjegye ennek az aldbbi szamoknak?

a) 159161
b) 4949”

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Oldjuk meg az alabbi linearis kongruenciakat.
a) 8x = 30 mod 28

b) 2z = 7 mod 33

c)47x =1 mod 53

d) 92 = 1 mod 88

e) 8 = 29 mod 27

f) 322 = 7 mod 47

Megnézem a kapcsolddo epizédot

a) Egy 1 egész szam 115-sz6r6se 110-zel nagyobb maradékot ad 344-gyel osztva, mint maga azr szam. Milyen
maradékot adhat 72 344-gyel osztva?

b) Az 1 pozitiv egész szamra43n — 1 utolsé két szamjegye megegyezik 21 + 2 utolsé két szamjegyével. Mi ez a
két szamjegy?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Mely egész szamokra teljesil, hogy 7-tel osztva 2, 9-cel osztva 3 maradékot adnak?

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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