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Bizonyítási módszerek, matematikai logika

Az univerzális kvantor egy jelölése a "minden" kifejezésnek.

Jele: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az egzisztenciális kvantor egy jelölése a "létezik" vagy "van olyan" kifejezésnek.

Jele: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az állítás negációja (vagy tagadása) egy egyváltozós művelet. Egy  kijelentés negációja az a kijelentés, amely
akkor igaz, ha  hamis és akkor hamis, ha  igaz.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az állítás (vagy kijelentés) olyan kijelentő mondat, amelyről egyértelműen eldönthetjük, hogy az igaz vagy hamis.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A konjunkció két állítás közti logikai művelet. Két kijelentés konjunkciója pontosan akkor igaz, ha mindkét kijelentés
igaz, különben hamis.

Jele: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A diszjunkció két állítás közti logikai művelet. Két kijelentés diszjunkciója pontosan akkor igaz, ha legalább az egyik
kijelentés igaz, különben hamis.

Jele: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A "ha , akkor " kapcsolatnak megfelelő logikai műveletet nevezzük implikációnak. Az implikáció akkor hamis, ha 
 igaz és  hamis, minden más esetben igaz.

Jele: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az ekvivalencia egy olyan logikai művelet, amikor  és . Az ekvivalencia akkor igaz, ha  és 
logikai értéke azonos, különben hamis.

Jele: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A teljes indukció (emelt szint)

A teljes indukció olyan állítások bizonyítására alkalmas, melyek  pozitív egész számtól függenek.

A teljes indukciós bizonyítás lépései:

1. lépés: Igazoljuk, hogy az állítás  esetén vagy az első néhány -re igaz.

2. lépés: Igazoljuk, hogy ha az állítás -re igaz, akkor  esetén is igaz.

Ezzel az állítást minden  pozitív egész számra belátjuk.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Számtani és mértani sorozatok

Azokat a sorozatokat, ahol minden tag pontosan ugyanannyival nagyobb az előző tagnál, számtani sorozatnak
nevezzük.

A sorozat differenciája az a szám, amennyivel mindegyik tag nagyobb az előzőnél.

A sorozat első elemét -gyel, a differenciát -vel jelöljük.

A számtani sorozat -edik tagját így tudjuk kiszámolni:

Az első  tagjának összegét pedig így:

A számtani sorozatok tehát olyan legalább három számból álló számsorozatok ahol az egymással szomszédos tagok
(egy tag, és az őt megelőző tag) különbsége állandó. Ezt az állandót, amely minden sorozatnál más és más, a
sorozat különbségének, vagy másként differenciájának nevezzük, és d-vel jelöljük. A számtani sorozat elnevezés
onnan ered, hogy a sorozatnak bármely három egymást követő tagjára igaz, hogy a három szám közül a középső a
két másik számnak a számtani közepe.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Mértani sorozatnak nevezzük azokat a legalább három tagból álló sorozatokat, ahol bármely két egymást követő tag
(egy tag és az őt megelőző tag) hányadosa állandó. Ezt a hányadost kvóciensnek nevezzük és -val jelöljük. Egy
kicsit egyszerűbben megfogalmazva egy sorozat akkor mértani sorozat, ha minden tagja pontosan -szor annyi, mint
az előző tag, ahol  egy tetszőleges nem nulla szám, és ezt hívjuk a sorozat hányadosának, vagy másként
kvóciensének.

Vagyis a sorozat kvóciense vagy hányadosa az a szám, ahányszor mindegyik tag nagyobb az előzőnél.

A sorozat első elemét -gyel, a kvóciensét vagy hányadosát -val jelöljük.

A mértani sorozat -edik tagját így tudjuk kiszámolni:

Az első  tagjának összegét pedig így:

Olyankor, amikor  ez az összegképlet nem működik. Ilyenkor a sorozat minden tagja az előző tag egyszerese,
ami azt jelenti, hogy a sorozatnak minden tagja ugyanannyi. Ekkor az összegképlet így néz ki: 

A mértani sorozat elnevezés onnan ered, hogy a nem negatív tagú mértani sorozatokra igaz, hogy bármely három
egymást követő tagja közül a középső tag a másik két tag mértani közepe.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Százalékszámítás

A százalékalap az a szám, amihez a százalékszámítás során viszonyítunk. Ez jelenti mindig a 100%-ot. Ha például
egy osztályba 20 gyerek jár és közülük 8 lány, 12 fiú, akkor a 20 gyerek lesz a 100%, aminek valahány százaléka
lány és valahány százaléka fiú.

A százalékszámítás lényege, hogy

Százalékalap  Százalékláb  Százalékérték

A példánkban a 20 fős ösztály 40%-a lány, vagyis:

20  40%  8

A százaléklábat, vagyis a 16%-ot pedig a számolás közben úgy kell kezelni, mint századrész, tehát 40%=0,4.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A százalékláb a százalékszámításos feladatban a százalék. Ennyi százalékát kell kiszámítani a százalékalapnak.

A százalékszámítás lényege, hogy

Százalékalap  Százalékláb  Százalékérték

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A százalékérték a százalékalap és a százalékláb szorzata, tehát a végeredmény.

A százalékszámítás lényege, hogy

Százalékalap  Százalékláb  Százalékérték

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A százalékszámítás lényeg nagyon röviden annyi, hogy a százalék valójában azt jelenti, hogy századrész. Például
valaminek a 16%-a:

 16%

Hogyha mondjuk egy osztályba 25-en járnak és közülük 16% lány, akkor az mindössze ezt jelenti, hogy

25   Lányok száma

Ezt már nagyon egyszerű kiszámolni, és az jön ki, hogy 4, vagyis a 25-nek a 16%-a 4.

Itt a 25 a százalékalap, a 16% pedig a százalékláb és az eredményül kapott 4 pedig a százalékérték. De igazából
nem is az a lényeg, hogy melyiket hogyan hívjuk, hanem az, hogy ilyen egyszerűen tudunk a százalékokkal számolni.

A százalékszmítás feladatok rendszerint úgy működnek, hogy a három szereplőből, vagyis a százalékalapból, a
százaléklábból és a százalékértékből kettőt ismerünk és a harmadikat ki kell számolni.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A százalékalap a százalérték és a százalékláb hányadosa.

Százalékalap 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A százalékláb a százalékérték és a százalékalap hányadosa.

Százalékláb 

Érdemes megjegyezni, hogy a százalékalap, amivel osztani kell mindig nak/nek birtokos jelzővel van ellátva a
feladatokban.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha valaminek az értékét 20%-kal csökkentjük, akkor -cal kell szorozni.

Ha valaminek az értékét 20%-kal növeljük, akkor -vel kell szorozni.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Statisztika

Az adatsor legyakoribb értéke a módusz. Hogyha például Bob matekjegyei ezek:

2, 3, 1, 4, 1, 2, 2, 3, 5, 2, 3, 2, 3, 2, 4, 3, 2, 4, 2, 4

Akkor egyszerűen meg kell számolni, hogy melyikből van a legtöbb, és az a matekjegy lesz a módusz. Most 2-esből
van a legtöbb, így Bob matekjegyeinek a módusza 2. A módusz jele Mo és így most Mo=2.

Léteznek olyan eloszlások is, amelyeknek több módusza van. Hogyha például Bob jegyei:

1, 2, 2, 3, 5, 3, 3, 4, 2

Itt 2-esből és 3-asból ugyanannyi van, mindkettőből 3 darab. Ez egy kétmóduszú eloszlás.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A medián a növekvő sorba rendezett adatsor középső értéke. Ha az adatsorban páros sok elem van, akkor nincs
középső elem, ilyenkor a két középső elem átlagát vesszük.

Hogyha például Bob matekjegyei ezek:

2, 3, 1, 4, 1, 2, 2, 3, 5, 2, 3, 2, 3, 2, 4, 3, 2, 4, 2, 4

Akkor egyszerűen növekvő sorba kell rakni..

1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5

És aztán meg kell keresni melyik a középső. Most nincsen középső, mert páros sok elem van, így ilyenkor a két
középen lévőt átlagoljuk:

1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5

Ezeknek az átlaga 2,5 vagyis a medián most 2,5. A medián jele Me, így Me=2,5

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az átlagot úgy kapjuk meg, hogy az összes elemet összeadjuk, és aztán elosztjuk az elemek számával.

Jele: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az átlagtól való átlagos eltérés egyik legjobb mérőszáma a szórás. Hátránya, hogy egy kicsit ronda a szórás képlete.
A szórást egy szigma nevű görög betűvel jelöljük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az adatsor első felének a felezőpontja az alsó kvartilis.

Az alsó kvartilis jele: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az adatsor második felének a felezőpontja a felső kvartilis.

A felső kvartilis jele: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A kvartilisek és a medián azt szemlélteti, hogyan oszlanak el az adatsorban szereplő adatok. Ezek segítségével
készíthető el a doboz-ábra, vagy másnéven dobozdiagram. Szokás még sodrófa diagramnak is nevezni, és az angol
elnevezést is gyakran használják, ami a box plot.

Egy sobarendezett adatsorban öt darab speciális negyedelőpontot fogunk használni. Az első az adatsor legkisebb
értéke, ez a Q0 . Aztán a következő negyedelő az alsó kvartilis, ami Q1 utána jön a felezőpont vagyis a medián, ezt
Me-vel és Q2-vel is jelöljük, végül a felső kvartilis, ami a Q3. Az adatsor legnagyobb értéke pedig Q4. A legnagyobb és
a legkisebb érték különbsége a terjedelem, míg a két kvartilis különbségét félterjedelemnek vagy más néven
interkvartilisnek hívjuk. Ezekből épül föl a doboz-ábra vagy másként dobozdiagram.

Előfordulhat, hogy az adatsorban kiugró értékek is szerepelnek. A kiugró érték az, ami az alsó kvartilisnál legalább a
félterjedelem másfélszeresénél kisebb, vagy pedig a felső kvartilisnél legalább a félterjedelem másfélszeresénél
nagyobb. Huh, ez elég bonyolultan hangzik. De valójában nagyon egyszerű, csak nézd meg kapcsolódó epizódot és
kiderül.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A relatív szórás azt mondja meg, hogy a szórás az átlagnak hány százaléka:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Térgeometria

Vegyünk egy síkbeli sokszöget és a sík felett egy pontot. Ha a pontot összekötjük a síkbeli alakzat csúcsaival, akkor
egy térbeli alakzatot kapunk, amit úgy hívunk, hogy gúla.

A gúla felszíne:

Térfogata:

ahol  a gúla magassága.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A kúp egy gúlaszerű térbeli test, melynek alapja egy kör.

A kúp felszíne:

Térfogata:

ahol  a kúp magassága.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A hasáb egy olyan test, amelynek két párhuzamos lapja egymással egybevágó sokszög, a többi lapja pedig
paralelogramma.

A hasábok felszíne:

Térfogata:

ahol  a hasáb magassága.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A kocka térfogata:

ahol  az oldalélének hosszát jelenti.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

á ü
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Kocka felszíne:

ahol  a kocka élének hossza.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A henger olyan, mint a hasáb, csak nem sokszög a két párhuzamos lap, hanem kör.

A hengerek felszíne:

Térfogata:

ahol  a henger magassága,  az alapkörének sugara.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Hasábok térfogatát a következőképp számolhatjuk ki:

ahol  a hasáb magassága,  pedig az alaplap területe.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Hasábok felszínéta következőképp számolhatjuk ki:

ahol  az alaplap (vagy fedőlap) területe, a palást területe pedig az oldallapok területeinek összege.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

ahol  a henger magassága,  az alapkörének sugara.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

ahol  az alapkör sugara,  a henger magassága.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

á ü
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Gúlák térfogatát a következőképp számolhatjuk ki:

ahol  a gúla magassága,  pedig az alaplap területe.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

ahol  az alaplap területe

Megnézem a kapcsolódó epizódot

ahol  az alapkör sugara,  a kúp magassága.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

ahol  az alapkör sugara,  az alkotó.

Továbbá 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Négyzetalapú gúla térfogata könnyebben kiszámolható így:

ahol  a gúla alapélének hossza,  a gúla magassága.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Négyzetalapú gúla felszíne könnyebben kiszámolható így:

ahol  a gúla alapélének hossza,  a gúla magassága.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

á ü
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A gömb egy adott ponttól (középpont) egyenlő távolságra lévő pontok halmaza.

A gömb felszíne:

Térfogata pedig:

ahol  a gömb sugara.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A gömb térfogata:

ahol  a gömb sugara.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A gömb felszíne:

ahol  a gömb sugara.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha a gömböt kettévágjuk egy olyan síkkal, ami épp átmegy a középpontján, akkor a vágás során keletkező kör
sugara éppen megegyezik a gömb sugarával. Ezt a kört nevezzük főkörnek.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha a gömb középpontját összekötjük a gömbfelület bármelyik pontjával, akkor az így keletkező szakasz hossza
állandó, és ez az állandó hosszúság a gömb sugara.

A sugarat -el jelöljük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha a gömb középpontját összekötjük a gömbfelület bármelyik pontjával, akkor az így keletkező szakasz hossza
állandó, és ez az állandó hosszúság a gömb sugara. Ha meghosszabbítjuk ezt a szakaszt a másik irányba is, akkor
egy átmérőt kapunk

Az átmérő jele , és mindig sugár kétszerese.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Ha egy forgáskúpot az alaplap síkjával párhuzamosan metszünk el, akkor egy csonkakúpot kapunk.

A csonkakúp felszíne:

Térfogata:

ahol  az alapkör,  a fedőkör sugara,  pedig a csonkakúp magassága.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

ahol  az alapkör,  a fedőkör sugara,  pedig a csonkakúp magassága.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

ahol  az alaplap,  pedig a fedőlap területe, a palást területe pedig az oldallapok területeinek összege.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy gúlát az alaplap síkjával párhuzamosan metszünk el, akkor egy csonkagúlát kapunk.

A csonkagúla felszíne:

Térfogata:

ahol  az alaplap,  a fedőlap területe,  pedig a csonkagúla magassága.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

ahol  az alaplap,  a fedőlap területe,  pedig a csonkagúla magassága.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

ahol  az alaplap,  a fedőlap területe, a palást területe pedig az oldallapok területeinek összege.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

á ü

á ü
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A négyzet alapú csonkagúla térfogata egyszerűbben is kiszámolható így:

Ahol  az alaplap oldalélének,  a fedőlap oldalének hossza,  pedig a csonkagúla magassága.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A csonkagúla felszíne könnyebben kiszámolható, ha négyzetalapú:

ahol  az alaplap oldalélének,  a fedőlap oldalélének hossza,  pedig az oldallap (trapéz) magassága.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Geometriai valószínűség

Ha egy esemény előfordulását geometriai alakzat (vonal, síkidom, test) mértékével jellemezzük, akkor geometriai
valószínűségről beszélünk.

Ilyenkor a szokásos  lehet mondjuk 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Sorozatok határértéke (emelt szint)

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy sorozatot konvergensnek nevezünk, ha van egy olyan valós szám, ami a sorozat határértéke.

Ha ilyen szám nem létezik, akkor a sorozat divergens.

Egy sorozat lehet azért is divergens, mert végtelenbe tart, és lehet azért is, mert az égvilágon nem tart sehova. A
sehova nem tartó sorozatok mindig oszcillálló sorozatok.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Sorozatok monotonitása és korlátossága (emelt szint)

Az  sorozat konvergens és határértéke az  szám, ha minden  esetén van olyan  küszöbindex, hogy 
 minden -ra.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  sorozat konvergens és határértéke az  szám, ha minden  esetén van olyan  küszöbindex, hogy

 minden -ra

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  sorozat divergens, és határértéke plusz végtelen, ha bármely  szám esetén van olyan 
küszöbindex, hogy  minden -ra.

Az  sorozat divergens, és határértéke minusz végtelen, ha bármely  szám esetén van olyan 
küszöbindex, hogy  minden -ra.

Az  sorozat oszcillálva divergens, ha nincs semmilyen határértéke, vagysi sem egy valós számhoz, sem plusz
vagy minusz végtelenbe nem tart.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  sorozat szigorúan monoton nő, ha .

Az  sorozat szigorúan monoton csökken, ha .

Az  sorozat monoton nő, ha .

Az  sorozat monoton csökken, ha .

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Függvények határértéke és folytonossága (emelt szint)

Az  függvény folytonos az -ban, ha értelmezve van az -ban, létezik és véges a határértéke az -ban, és ami
a lényeg:

Az  függvény folytonossá tehető az -ban, ha létezik véges határértéke az -ban.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Deriválás (emelt szint)

A deriválás lényege, hogy függvények grafikonjának meredekségét vizsgálja, mégpedig úgy, hogy megnézi, milyen
meredek érintő húzható a függvény grafikonjához. Az érintő meredekségét pedig úgy kapjuk meg, hogy veszünk
rengeteg szelőt, amelyek egyre jobban "rásimulnak" az érintőre, és így a szelők meredekségének a határértéke lesz
az érintő meredeksége. A szelők meredekségét írja le a differenciahányados:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A deriválás úgy működik, hogy függvények grafikonjának meredekségét vizsgálja, mégpedig azzal, hogy megnézi,
milyen meredek érintő húzható a függvény grafikonjához. Ha az érintő "fölfele megy" akkor a függvény grafikonja is
"fölfele megy" vagyis a függvény növekszik. Hogyha pedig az érintő "lefele megy" akkor a függvény grafikonja is
"lefele megy" tehát a függvény csökken. Egy függvény érintő egyenesének meredeksége a differenciálhányados:

Ezt nevezzük a függvény  pontban vett deriváltjának. Hogyha a derivált ebben a pontban pozitív, az azt jelenti,
hogy pozitív meredekségű érintő húzható a függvényhez. Vagyis a függvény ebben a pontban növekszik. Ha pedig a
derivált ebben a pontban negatív, akkor negatív meredekségű érintő húzható a függvényhez, és így a függvény
csökken. A derivált tehát a függvény növekedési és csökkenési szakaszait képes nekünk megmutatni, és hatalmas
szerepe van a függvények viselkedésének vizsgálatánál.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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 és  deriválható függvények, és  valós szám esetén a deriválási szabályok:

A deriválási szabályok megmutatják, hogyan kell egy függvény konstans-szorosát deriválni, hogyan kell két függvény
összegét vagy épp különbségét deriválni, mi lesz két függvény szorzatának a deriváltja, mi lesz két függvény
hányadosának a deriváltja. Van két extra deriválási szabály is, amit érdemes tudni, az egyik amikor egy függvényt
osztunk egy számmal, a másik pedig amikor egy számot osztunk el egy függvénnyel. Mindkét esetben törtet
deriválunk, de nem kell a trötek deriválására használt eléggé komplikált képletet használni, hanem ezekre az esetekre
vannak egyszerűbb képletek. Végül pedig jön az összetett függvények deriválási szabályavagyis a lánc-szabály.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A lánc-szabály az összetett függvények deriválási szabálya. Ha  és  deriválható függvények, akkor az  és 
függvények összetételéből kapott függvény deriváltja:

Ezt a képletet nevezzük lánc-szabálynak, és érdemes alaposan begyakorlni, ugyanis ez szokta a legtöbb gondot
okozni a deriválással kapcsolatos feladatok megoldása közben.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Konvergencia és divergencia definíciója, küszöbindex keresése
(emelt szint)

Az  sorozat konvergens és határértéke az  szám, ha minden  esetén van olyan  küszöbindex, hogy 
 minden -ra.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  sorozat konvergens és határértéke az  szám, ha minden  esetén van olyan  küszöbindex, hogy

 minden -ra

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  sorozat divergens, és határértéke plusz végtelen, ha bármely  szám esetén van olyan 
küszöbindex, hogy  minden -ra.

Az  sorozat divergens, és határértéke minusz végtelen, ha bármely  szám esetén van olyan 
küszöbindex, hogy  minden -ra.

Az  sorozat oszcillálva divergens, ha nincs semmilyen határértéke, vagysi sem egy valós számhoz, sem plusz
vagy minusz végtelenbe nem tart.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Függvények érintője (emelt szint)

A derivált geometriai jelentése a függvény grafikonjához húzott érintő meredeksége.

Az érintő egyenlete:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matek-12-osztaly/fuggvenyek-erintoje-emelt-szint/a-fuggveny-grafikonjahoz-huzott-erinto-egyenlete


Függvényvizsgálat, szélsőérték feladatok (emelt szint)

Az elaszticitás képlete:

Egy függvény elaszticitása azt mondja meg, hogyha 1%-kal növeljük az x-et, akkor hány százalékkal változik a
függvény értéke.

 Teljesen rugalmatlan

 Rugalmatlan

 Egységnyi rugalmasságú

 Rugalmas
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https://www.mateking.hu/matek-12-osztaly/fuggvenyvizsgalat-szelsoertek-feladatok-emelt-szint/gazdasagi-szelsoertek-feladatok-megoldasa


Az integrálás (emelt szint)

Az  függvény primitív függvényének jele  és azt tudja, hogy ha deriváljuk, akkor visszakapjuk -et,
azaz

Egy függvény primitív függvényeinek halmazát nevezzük a függvény határozatlan integráljának.
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