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Bizonyitasi modszerek, matematikai logika

Az univerzalis kvantor egy jeldlése a "minden” kifejezésnek.
Jele: V

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Az egzisztencialis kvantor egy jel6lése a "létezik" vagy "van olyan" kifejezésnek.
Jele: 3

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az éllitds negacidja (vagy tagadasa) egy egyvaltozds mlivelet. EgyA kijelentés negacidja az a kijelentés, amely
akkor igaz, ha A hamis és akkor hamis, ha A igaz.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az allitas (vagy kijelentés) olyan kijelent6 mondat, amelyrél egyértelmien elddnthetjik, hogy az igaz vagy hamis.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A konjunkci6 két allitas kézti logikai mdvelet. Két kijelentés konjunkcidja pontosan akkor igaz, ha mindkét kijelentés
igaz, kulénben hamis.

Jele: AN B

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A diszjunkcio két allitas kozti logikai miivelet. Két kijelentés diszjunkcidja pontosan akkor igaz, ha legalabb az egyik
kijelentés igaz, kilébnben hamis.

Jele: AV B

Megnézem a kapcsolédé epizddot

A "ha A, akkor B" kapcsolatnak megfelel6 logikai miveletet nevezziik implikacionak. Az implikacio akkor hamis, ha
A igaz és B hamis, minden mas esetben igaz.

Jele: A= B

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az ekvivalencia egy olyan logikai m(velet, amikorA = B és A <= B. Az ekvivalencia akkor igaz, haAés B
logikai értéke azonos, kilénben hamis.

Jele: A < B

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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~(AAB)=-AV B
~(AVB)=-AN-B
(A= B)=AA-B

- (AeB)=A«<-B

—

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A teljes indukcio (emelt szint)

A teljes indukcié olyan allitasok bizonyitasara alkalmas, melyek 72 pozitiv egész szamtél fliggenek.

A teljes indukciés bizonyitas Iépései:

1. 1épés: Igazoljuk, hogy az allitas 2 = 1 esetén vagy az elsé néhanyn-re igaz.
2. lépés: Igazoljuk, hogy ha az allitas 12-re igaz, akkor 72 + 1 esetén is igaz.
Ezzel az allitast mindenn pozitiv egész szamra belatjuk.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Szamtani és meértani sorozatok

Azokat a sorozatokat, ahol minden tag pontosan ugyanannyival nagyobb az el6z6 tagnalszamtani sorozatnak
nevezzik.

A sorozat differencigja az a szdm, amennyivel mindegyik tag nagyobb az el6zénél.
A sorozat els6 elemétaq -gyel, a differenciat d-vel jeléljak.

A szamtani sorozat 11-edik tagjat igy tudjuk kiszamolni:

a,=a; +(n—1)d
Az elsd 1 tagjanak dsszegét pedig igy:

Sp = 2(2a; + (n— 1)d)

A szamtani sorozatok tehat olyan legaldbb harom szambdl allé szamsorozatok ahol az egymassal szomszédos tagok
(egy tag, és az 6t megeldz4 tag) kilénbsége allandé. Ezt az dllandét, amely minden sorozatnal mas és mas, a
sorozat kilénbségének, vagy masként differenciajanak nevezzik, és d-vel jeldljik. A szamtani sorozat elnevezés
onnan ered, hogy a sorozatnak barmely harom egymast kévetd tagjara igaz, hogy a harom szam koziil a k6zéps6 a
két masik szamnak a szamtani kdzepe.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Meértani sorozatnak nevezzik azokat a legalabb harom tagbdl allé sorozatokat, ahol barmely két egymast kdvetd tag
(egy tag és az 6t megeléz6 tag) hanyadosa alland6. Ezt a hanyadost kvéciensnek nevezziik és g-val jeldljik. Egy
kicsit egyszer(ibben megfogalmazva egy sorozat akkor mértani sorozat, ha minden tagja pontosan g-szor annyi, mint
az el6z6 tag, ahol q egy tetsz6leges nem nulla szam, és ezt hivjuk a sorozat hanyadosanak, vagy masként
kvociensének.

Vagyis a sorozat kvociense vagy hanyadosa az a szam, ahanyszor mindegyik tag nagyobb az el6zénél.
A sorozat els6 elemétaq -gyel, a kvéciensét vagy hanyadosat g-val jeldljuk.

A mértani sorozat 11-edik tagjat igy tudjuk kiszamolni:

a, =a; -q" 1

Az els6 M tagjanak 6sszegét pedig igy:

q"—1
g—1

Sn =0

Olyankor, amikor § = 1 ez az 6sszegképlet nem miikddik. llyenkor a sorozat minden tagja az el6z6 tag egyszerese,
ami azt jelenti, hogy a sorozatnak minden tagja ugyanannyi. Ekkor az 6sszegképlet igy néz ki: Sn =a;-n

A mértani sorozat elnevezés onnan ered, hogy a nem negativ tagl mértani sorozatokra igaz, hogy barmely harom
egymast kdvetd tagja kézil a kdzépsé tag a masik két tag mértani kdzepe.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Szazalékszamitas

A szazalékalap az a szam, amihez a szazalékszamitas soran viszonyitunk. Ez jelenti mindig a 100%-ot. Ha példaul
egy osztalyba 20 gyerek jar és k6zilik 8 lany, 12 fid, akkor a 20 gyerek lesz a 100%, aminek valahany szazaléka
lany és valahany szazaléka fiu.

A szazalékszamitas lényege, hogy

Szazalékalap - Szazaléklab = Szazalékérték

A példankban a 20 f6s 6sztaly 40%-a lany, vagyis:

20 -40% =8

A szazaléklabat, vagyis a 16%-ot pedig a szamolas kézben Ugy kell kezelni, mint szazadrész, tehat 40%=0,4.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A szazaléklab a szazalékszamitasos feladatban a szazalék. Ennyi szazalékat kell kiszamitani a szazalékalapnak.
A szazalékszamitas lényege, hogy
Sz4zalékalap - Szazaléklab = Szazalékérték

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A szazalékérték a szazalékalap és a szazaléklab szorzata, tehat a végeredmény.
A szazalékszamitas lényege, hogy
Szazalékalap - Szazalékladb = Szazalékérték

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A szazalékszamitas lényeg nagyon rdviden annyi, hogy a szazalék val6jaban azt jelenti, hogy szazadrész. Példaul
valaminek a 16%-a:

16
100 — 16%

Hogyha mondjuk egy osztalyba 25-en jarnak és kozlilik 16% lany, akkor az mindéssze ezt jelenti, hogy

25 = Lanyok szama

16
100
Ezt mar nagyon egyszer( kiszamolni, és az jon ki, hogy 4, vagyis a 25-nek a 16%-a 4.

Itt a 25 a szazalékalap, a 16% pedig a szazaléklab és az eredményll kapott 4 pedig a szazalékérték. De igazabdl
nem is az a lIényeg, hogy melyiket hogyan hivjuk, hanem az, hogy ilyen egyszerlien tudunk a szazalékokkal szamolni.

A szazalékszmitas feladatok rendszerint Ugy miikddnek, hogy a harom szereplébdl, vagyis a szazalékalapbdl, a
szazaléklabbdl és a szazalékértékbdl kett6t ismeriink és a harmadikat ki kell szamolni.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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A szazalékalap a szdzalérték és a szazaléklab hanyadosa.

o Szazalskertsk
Szazalékalap = “Szazalckl:b

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A szazaléklab a szazalékérték és a szazalékalap hanyadosa.

o Seazalekertek
Szazaléklab = m

Erdemes megjegyezni, hogy a szazalékalap, amivel osztani kell mindig nak/nek birtokos jelz6vel van ellatva a
feladatokban.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Ha valaminek az értékét 20%-kal csdkkentjiik, akkor100% — 20% = 80% = % = 0, 8-cal kell szorozni.

Ha valaminek az értékét 20%-kal ndveljik, akkor100% + 20% = 120% = }_38 = 1, 2-vel kell szorozni.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Statisztika

Az adatsor legyakoribb értéke amodusz. Hogyha példaul Bob matekjegyei ezek:

2,3,1,4,1,2,2,8,5,2,3,2,3,2,4,3,2,4,2,4

Akkor egyszer(ien meg kell szamolni, hogy melyikbdl van a legtébb, és az a matekjegy lesz amédusz. Most 2-esbél
van a legtébb, igy Bob matekjegyeinek a médusza 2. A modusz jele Mo és igy most Mo=2.

Léteznek olyan eloszlasok is, amelyeknek t6bb médusza van. Hogyha példaul Bob jegyei:
1,2,2,3,5,3,3,4,2

Itt 2-esbdl és 3-asbdl ugyanannyi van, mindkettébdl 3 darab. Ez egy kétmdduszleloszlas.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A median a névekvd sorba rendezett adatsor k6zéps6 értéke. Ha az adatsorban paros sok elem van, akkor nincs
k6zépsb elem, ilyenkor a két kozépsé elem atlagat vesszik.

Hogyha példaul Bob matekjegyei ezek:
2,3,1,4,1,2,2,3,5,2,3,2,3,2,4,3,2,4,2, 4
Akkor egyszerlien névekvs sorba kell rakni..
1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4,4,4,5

Es aztan meg kell keresni melyik a kézépsS. Most nincsen kézéps, mert paros sok elem van, igy ilyenkor a két
kdzépen lévét atlagoljuk:

1!172!2!2!212!2!295 53!373!374!474!415

Ezeknek az atlaga 2,5 vagyis amedian most 2,5. A median jele Me, igy Me=2,5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az atlagot ugy kapjuk meg, hogy az 6sszes elemet 6sszeadjuk, és aztan elosztjuk az elemek szamaval.
Jele: T

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az atlagtol valo atlagos eltérés egyik legjobb mérészama a széras. Hatranya, hogy egy kicsit ronda a széras képlete.
A szérast egy szigma nev(i gorog betlivel jeldljik.

e \/ T

n

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az adatsor elsé felének a felez8pontja az alsé kvartilis.
Az als6 kvartilis jele: Q1

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az adatsor masodik felének a felez6pontja a felsd kvartilis.
A fels6 kvartilis jele: (03

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A kvartilisek és amedian azt szemlélteti, hogyan oszlanak el az adatsorban szerepl6 adatok. Ezek segitségével
készithetd el a doboz-abra, vagy masnéven dobozdiagram. Szokds még sodréfa diagramnak is nevezni, és az angol
elnevezést is gyakran hasznaljék, ami a box plot.

Egy sobarendezett adatsorban 6t darab specidlis negyedelSpontot fogunk hasznalni. Az els6 az adatsor legkisebb
értéke, ez a Qp . Aztan a kdvetkez8 negyedel§ az alsé kvartilis, ami Q uténa jon a felez6pont vagyis amedian, ezt
Me-vel és Qo-vel is jeldljik, végll a felsé kvartilis, ami a Q. Az adatsor legnagyobb értéke pedig Q. A legnagyobb és
a legkisebb érték kilbnbsége a terjedelem, mig a két kvartilis kiildnbségét félterjedelemnek vagy mas néven
interkvartilisnek hivjuk. Ezekbdl épll fél a doboz-abra vagy masként dobozdiagram.

El&fordulhat, hogy az adatsorban kiugré értékek is szerepelnek. A kiugro érték az, ami az alsé kvartilisnél legalabb a
félterjedelem masfélszeresénél kisebb, vagy pedig a fels6 kvartilisnél legaldbb a félterjedelem masfélszeresénél
nagyobb. Huh, ez elég bonyolultan hangzik. De valéjaban nagyon egyszer(i, csak nézd meg kapcsol6dd epizédot és
kidertil.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A relativ széras azt mondja meg, hogy a széras az atlagnak hany szazaléka:

V=2
X

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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Térgeometria

Vegylnk egy sikbeli sokszdget és a sik felett egy pontot. Ha a pontot 6sszekétjik a sikbeli alakzat csucsaival, akkor

egy térbeli alakzatot kapunk, amit ugy hivunk, hogy gula.
A gula felszine:

A =T + palast terilete

Térfogata:
_ Tm
V=50

ahol M a gula magassaga.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Kkup egy gulaszer( térbeli test, melynek alapja egy kor.
A kup felszine:

A =T + palast terilete

Térfogata:
_ Tm
V=50

ahol M a kip magassaga.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A hasab egy olyan test, amelynek két parhuzamos lapja egymassal egybevagé sokszdg, a tdbbi lapja pedig

paralelogramma.

A haséabok felszine:

A = 2T + palast terulete
Térfogata:

V=T-m

ahol ™ a hasab magassaga.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kocka térfogata:
V=ad
ahol a az oldalélének hosszat jelenti.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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11. OLDAL

Kocka felszine:
A = 6a?
ahol a a kocka élének hossza.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A henger olyan, mint a hasab, csak nem soksz6g a két parhuzamos lap, hanem kér.
A hengerek felszine:

A=2r7+2rm-m

Térfogata:

V=rr-m

ahol M a henger magassaga, 7" az alapkdrének sugara.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Haséabok térfogatat a kdvetkez8képp szamolhatjuk ki:
V=T-m
ahol ™ a hasab magassaga, 1’ pedig az alaplap terilete.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Haséabok felszinéta kdvetkez6képp szamolhatjuk ki:

A = 2T + palast terulete

ahol 1" az alaplap (vagy fedélap) terlilete, a palast tertilete pedig az oldallapok teriileteinek dsszege.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

V=rlr-m
ahol M a henger magassaga, 7" az alapkdrének sugara.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A=2"21+2rm-m
ahol 7 az alapkér sugara, 71 a henger magassaga.

Megnézem a kapcsolodod epizédot
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12. OLDAL

Gulak térfogatat a kovetkez8képp szamolhatjuk ki:

_ Tm
V= 3
ahol M a glila magassaga, 1’ pedig az alaplap teriilete.

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

A =T + palast terilete
ahol 1" az alaplap tertilete

Megnézem a kapcsolddo epizédot

ahol T az alapkér sugara, 7711 a kip magasséaga.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A=rr+a-r-m
ahol 7 az alapkér sugara, @ az alkoté.
Tovabba a? = 12 + m?

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Négyzetalapu gula térfogata kénnyebben kiszamolhat6 igy:

ahol a a gula alapélének hossza, ™ a gula magassaga.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Négyzetalapu gula felszine kdnnyebben kiszamolhaté igy:

A:a2—|—2-,/m2+% -a

ahol @ a gula alapélének hossza, ™ a gula magassaga.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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A gébmb egy adott ponttél (kdzéppont) egyenld tavolsagra Iévé pontok halmaza.

A gbmb felszine:

A=4rr

Térfogata pedig:
_ 4riw

V="

ahol 7 a gdmb sugara.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A gémb térfogata:
_ 43w
V= 3

ahol 7 a gdmb sugara.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A gémb felszine:
A=4rn
ahol 7 a gémb sugara.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha a gdmbot kettévagjuk egy olyan sikkal, ami épp atmegy a k6zéppontjan, akkor a vagas soran keletkez8 kor
sugara éppen megegyezik a gdmb sugaraval. Ezt a kért nevezzik f6kdrnek.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha a gémb kdzéppontjat dsszekotjik a gdmbfellilet barmelyik pontjaval, akkor az igy keletkez§ szakasz hossza
allandd, és ez az allandé hosszusag a gdmb sugara.

A sugarat 7-el jeldljik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha a gdmb kdzéppontjat 6sszekétjik a gdmbfellilet barmelyik pontjaval, akkor az igy keletkez6 szakasz hossza
allando, és ez az alland6 hosszisag a gdmb sugara. Ha meghosszabbitjuk ezt a szakaszt a masik iranyba is, akkor
egy atmérét kapunk

Az atmérd jele d, és mindig sugar kétszerese.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha egy forgasklpot az alaplap sikjaval parhuzamosan metszink el, akkor egy csonkakipot kapunk.
A csonkakup felszine:

A =T + t + palast terilete

Térfogata:

<R2 m+R-r-m+r2 7r) -m
3

ahol R az alapkér, T a fed8kér sugara, 1m pedig a csonkaklp magassaga.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

R’ m+Rr-mt+rim)-m
( )

V= 3

ahol R az alapkor, 7 a fedSkér sugara, m pedig a csonkaklp magassaga.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A =T 4+t + palast terilete

ahol 1" az alaplap, t pedig a fedélap tertlete, a palast teriilete pedig az oldallapok teriileteinek 6sszege.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ha egy gulat az alaplap sikjaval parhuzamosan metszilnk el, akkor egy csonkagulat kapunk.
A csonkagula felszine:

A =T 4+t + palast terilete

Térfogata:

(T+VT-t+t)m

V= 3

ahol 1" az alaplap, t a fed6lap teriilete, M pedig a csonkagUla magassaga.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

(T+y/Tt+t)m

V= 3

ahol I" az alaplap, t a fedélap terillete, M pedig a csonkagula magassaga.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A =T + t + palast terilete
ahol 1" az alaplap, t a fed6lap teriilete, a palast terllete pedig az oldallapok teriileteinek dsszege.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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A négyzet alapu csonkagula térfogata egyszer(ibben is kiszamolhat6 igy:

(a2—|—a-b—|—b2 ) -m
——

Ahol a az alaplap oldalélének, ba fed8lap oldalének hossza,m pedig a csonkagula magassaga.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A csonkagula felszine kdnnyebben kiszdmolhat6, ha négyzetalapu:

A=a?+02+2-(a+b)-h

ahol a az alaplap oldalélének, ba feddlap oldalélének hossza, h pedig az oldallap (trapéz) magassaga.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Geometriai valészinliség

Ha egy esemény el6fordulasat geometriai alakzat (vonal, sikidom, test) mértékével jellemezzik, akkor geometriai
valészinlségrél beszéllnk.

kedvezs

: _ Tkedvezd
~sszes lehet mondjuk P = ===

o0sszes

llyenkor a szokasos P =

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Sorozatok hatarértéke (emelt szint)

150 250 250 2—o0
n (e n

Megnézem a kapcsolédo epizdédot

n—o0o n:—oo0o ndP—oo nfF— oo

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Megnézem a kapcsolddo epizédot

oohag>1
. Oha —1<g<1
7 7V 1hag=1
divhag < —1

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Egy sorozatot konvergensnek neveziink, ha van egy olyan valés szam, ami a sorozat hatarértéke.
Ha ilyen sz&m nem létezik, akkor a sorozat divergens.

Egy sorozat lehet azért is divergens, mert végtelenbe tart, és lehet azért is, mert az égvilagon nem tart sehova. A
sehova nem tartd sorozatok mindig oszcillallé sorozatok.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Sorozatok monotonitasa és korlatossaga (emelt szint)

Az a,, sorozat konvergens és hatérértéke az A szam, ha minden € > 0 esetén van olyan 13y kiiszdbindex, hogy
|an —A |< € minden 1t > Nyy-ra.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az a,, sorozat konvergens és hatérértéke az A szam, ha minden € > 0 esetén van olyan 1y kiiszébindex, hogy
la, — A |< emindenn > ng-ra

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az a,, sorozat divergens, és hatarértéke plusz végtelen, ha barmely M > 0 szam esetén van olyanny
kiiszébindex, hogy M < a,, mindenn > ny-ra.

Az a,, sorozat divergens, és hatarértéke minusz végtelen, ha barmely M < 0 szam esetén van olyan1y
kiiszébindex, hogy M > a,, mindenn > ny-ra.

Az a,, sorozat oszcillalva divergens, ha nincs semmilyen hatérértéke, vagysi sem egy valés szdmhoz, sem plusz
vagy minusz végtelenbe nem tart.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az a,, sorozat szigorGian monoton né, ha0 < @11 — ay,.

Az a,, sorozat szigorian monoton csékken, ha( > Apy1 — Q.
Az a,, sorozat monoton né, ha0 < a,, 11 — a,,.

Az a,, sorozat monoton csdkken, ha0 > a,, 11 — a,.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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v
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Fliggvények hatarértéke és folytonossaga (emelt szint)

Az f(x) fuggvény folytonos az a-ban, ha értelmezve van aza-ban, létezik és véges a hatarértéke aza-ban, és ami
a lényeg:

lim,, f(z) = f(a)
Az f(a:) flggvény folytonossa tehet az a-ban, ha létezik véges hatarértéke az a-ban.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

4
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Derivalas (emelt szint)

A derivalas lényege, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgdlja, mégpedig Ugy, hogy megnézi, milyen
meredek érint6 huzhaté a figgvény grafikonjahoz. Az érintd meredekségét pedig Ugy kapjuk meg, hogy veszink
rengeteg szel6t, amelyek egyre jobban "rasimulnak” az érintére, és igy a szel6k meredekségének a hatarértéke lesz
az érint6 meredeksége. A szel6k meredekségét irja le a differenciahanyados:

f(z)—f(=)

T—Iy

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A derivalas ugy m(ikédik, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgalja, mégpedig azzal, hogy megnézi,
milyen meredek érint§ hizhaté a figgvény grafikonjahoz. Ha az érint8 "folfele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"f6lfele megy" vagyis a figgvény ndvekszik. Hogyha pedig az érint6 "lefele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"lefele megy" tehét a figgvény csdkken. Egy figgvény érint6 egyenesének meredeksége a differencialhdnyados:

f(@)—f (=)

m = lim,_,, p—

Ezt nevezzik a fuggvény I pontban vett derivaltjanak. Hogyha a derivalt ebben a pontban pozitiv, az azt jelenti,
hogy pozitiv meredekség érintd hizhato a fliggvényhez. Vagyis a fliggvény ebben a pontban névekszik. Ha pedig a
derivalt ebben a pontban negativ, akkor negativ meredekség( érinté hizhaté a fliggvényhez, és igy a fliggvény
csokken. A derivalt tehat a fliggvény névekedési és csdkkenési szakaszait képes nekiink megmutatni, és hatalmas
szerepe van a fliggvények viselkedésének vizsgalatanal.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

(cy =0 (z") =nz»! (") =€e* (a*) =a”lna
1

lnz) = log 2 =1L (sinz) =cosz (cosz) = —sinz
a zIna
(tanz) = —— (arcsinz) = \/1177 (arccosz) = \/:? (arctanz) = -1

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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f és g derivalhat6 figgvények, és C valds szam esetén aderivalasi szabalyok:

(cf) =cf’ (%)':f?’
(F+g) =F+9
(fg) = F'g+ fd

(1)’ _ fo-1g
g g2
(£>l _ =

f 12

(f(9(2))) = £’ (9(x)) g ()

A derivalasi szabalyok megmutatjak, hogyan kell egy fliggvény konstans-szorosat derivalni, hogyan kell két figgvény
Osszegét vagy épp kilénbségét derivalni, mi lesz két fliggvény szorzatanak a derivaltja, mi lesz két fliggvény
hanyadosanak a derivéltja. Van két extra derivalasi szabaly is, amit érdemes tudni, az egyik amikor egy fliiggvényt
osztunk egy szammal, a masik pedig amikor egy szamot osztunk el egy fliggvénnyel. Mindkét esetben tortet
derivalunk, de nem kell a trotek derivalasara hasznalt eléggé komplikalt képletet hasznalni, hanem ezekre az esetekre
vannak egyszerlibb képletek. Végul pedig jon az 6sszetett fliggvények derivalasi szabalyavagyis a lanc-szabaly.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A lanc-szabaly az 6sszetett fliggvények derivalasi szabalya. Ha f és g derivalhaté fliggvények, akkor az f ésg
figgvények 6sszetételébdl kapott fliggvény derivaltja:

(f(9(2))) = £ (9(x)) 7 ()

Ezt a képletet nevezziik lanc-szabalynak, és érdemes alaposan begyakorlni, ugyanis ez szokta a legtébb gondot
okozni a derivalassal kapcsolatos feladatok megoldasa kézben.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Konvergencia és divergencia definicidja, kiisz6bindex keresése
(emelt szint)

Az a,, sorozat konvergens és hatarértéke az A szam, ha minden € > 0 esetén van olyan 13y kiiszdbindex, hogy
|an —A |< € minden 1t > Ny-ra.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az a,, sorozat konvergens és hatérértéke az A szam, ha minden € > 0 esetén van olyan 13y kiiszdbindex, hogy
|an —A |< € mindenm > Ny-ra

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az a,, sorozat divergens, és hatarértéke plusz végtelen, ha barmely M > 0 szam esetén van olyanny
kiiszébindex, hogy M < a,, mindenn > ny-ra.

Az a,, sorozat divergens, és hatarértéke minusz végtelen, ha barmely M < 0 szdm esetén van olyan g
kiiszébindex, hogy M > a,, mindenm > ny-ra.

Az a,, sorozat oszcillalva divergens, ha nincs semmilyen hatérértéke, vagysi sem egy valés szdmhoz, sem plusz
vagy minusz végtelenbe nem tart.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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Fliggvények érintdje (emelt szint)

A derivalt geometriai jelentése a fliggvény grafikonjahoz hdzott érint6 meredeksége.
Az érintd egyenlete:
f(®) = (o) (x — m0) + f(0)

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Fliggvényvizsgalat, széls6érték feladatok (emelt szint)

Az elaszticitas képlete:
—_z
E(z) = 2 - f'(a)

Egy flggvény elaszticitdsa azt mondja meg, hogyha 1%-kal ndveljik az x-et, akkor hany szazalékkal véltozik a
figgvény értéke.

E = 0 Teljesen rugalmatlan

|E |< 1 Rugalmatlan

|E |= 1 Egységnyi rugalmasséagu
|E |> 1 Rugalmas

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az integralas (emelt szint)

Az f(x) fuggvény primitiv fiiggvényének jele F'() és azt tudja, hogy ha derivaljuk, akkor visszakapjuk f()-et,
azaz

Fl(z) = f(z)
Egy flggvény primitiv fliggvényeinek halmazat nevezzik a fliggvény hatarozatlan integraljanak.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

fa:”dazzfgi—i—c n# —1
[1der=In|z|+c
fetdr=e®+c

[a® dm:%—i—c

Jcosz dr =sinz+c

[sinz de = —cosz+¢

[—2—dz=tanz+c

cos?

[—=—dz=—cotz+c

sin” x

1 _
J 157 dz =arctanz + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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