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Parciális deriválás, iránymenti derivált, érintősík

Az  függvény  és  szerinti deriváltjaiból álló vektort gradiensnek nevezzük.

A gradienst szokás deriváltvektornak is nevezni, és az  kétváltozós függvény gradiensvektorát úgy jelöljük,
hogy .

A gradiensvektor elnevezés onnan ered, hogy éppen a gradiens vektor irányában emelkedik mindig a legjobban a
kétváltozós függvény grafikonja, ami egy felület.

Az  függvény deriváltvektora vagy másként gradiense az  pontban:

A gradiens segítségével tudjuk kiszámítani az iránymenti deriváltat.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  függvény  és  szerinti deriváltjaiból álló vektort deriváltvektornak nevezzük.

A deriváltvektort szokás gradiensnek is nevezni, és az  kétváltozós függvény deriváltvektorát úgy jelöljük,
hogy .

Az  függvény deriváltvektora vagy másként gradiense az  pontban:

A deriváltvektor segítségével tudjuk kiszámítani az iránymenti deriváltat.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az iránymenti derivált azt jelenti, hogy egy általunk megadott tetszőleges  irány mentén milyen meredeken
emelkedik a függvény felülete.

Az  függvény  iránymenti deriváltja a  pontban:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az iránymenti derivált azt jelenti, hogyha a kétváltozós függvény grafikonjának egy pontjában áll egy hagymászó, és
elindul egy  irányban, akkor ebben az irányban milyen meredeken emelkedik a felület.

Ahogy a  irányt változtatjuk, az iránymenti derivált értéke is változik.

És van egy olyan  irány, ahol az iránymenti derivált maximális. Ezt az irányt nevezzük gradiens iránynak és ez
mindig megegyezik a deriváltvektor irányával.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matek-2-de/parcialis-derivalas-iranymenti-derivalt-erintosik/derivaltvektor-gradiensvektor-gradiens
https://www.mateking.hu/matek-2-de/parcialis-derivalas-iranymenti-derivalt-erintosik/derivaltvektor-gradiensvektor-gradiens
https://www.mateking.hu/analizis-2/ketvaltozos-fuggvenyek
https://www.mateking.hu/matek-2-de/parcialis-derivalas-iranymenti-derivalt-erintosik/iranymenti-derivalt
https://www.mateking.hu/analizis-2/ketvaltozos-fuggvenyek
https://www.mateking.hu/analizis-2/ketvaltozos-fuggvenyek
https://www.mateking.hu/analizis-2/ketvaltozos-fuggvenyek
https://www.mateking.hu/matek-2-de/parcialis-derivalas-iranymenti-derivalt-erintosik/gradiens-irany-iranymenti-derivaltak-maximuma-es-minimuma


Az  függvényhez a  pontban húzott érintősík egyenlete:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A függvényeket két nagy típusba sorolhatjuk, az explicit és az implicit függvények csoportjába. Az explicit függvények
azok, amelyek egy konkrét képlettel vannak megadva, míg az implicit függvények valamilyen egyenlet formájában
adhatók meg.

Egy függvény akkor implicit, ha  nincs kifejezve, vagyis nem  alakú.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  egy implicit függvény, akkor deriváltja:

Ha  egy  változós implicit függvény, akkor az , mint implicit függvény deriváltja az 
 változó szerint:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matek-2-de/parcialis-derivalas-iranymenti-derivalt-erintosik/az-implicit-fuggveny-derivalasa
https://www.mateking.hu/matek-2-de/parcialis-derivalas-iranymenti-derivalt-erintosik/az-implicit-fuggveny-derivalasa


Kétváltozós függvények

A kétváltozós függvények úgy működnek, hogy két valós számhoz rendelnek hozzá egy harmadik valós számot.
Másként fogalmazva számpárokhoz rendelnek hozzá egy harmadik számot.

Ezeket a számpárokat tekinthetjük úgy, mint a sík pontjainak koordinátáit.

A kétváltozós függvények ennek a síknak a pontjaihoz rendelnek hozzá egy harmadik koordinátát, egy magasságot.

Az értelmezési tartomány minden pontjához hozzárendelve ezt a harmadik, magasság koordinátát, kirajzolódik az x,
y sík felett a függvény, ami egy felület.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A Young-tétel szerint vegyes másodrendű deriváltak egyenlők (egészen pontosan akkor egyenlők, ha a függvény
kétszer totálisan deriválható):

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  függvény  szerinti parciális deriváltja:

Ez azt jelenti, hogy  szerint deriválunk,  most csak konstansnak számít, ha önállóan áll, akkor deriváltja nulla, ha
szorozva van valami -essel, akkor marad

Az  függvény  szerinti parciális deriváltja:

Ez azt jelenti, hogy  szerint deriválunk,  most csak konstansnak számít, ha önállóan áll, akkor deriváltja nulla, ha
szorozva van valami -ossel, akkor marad

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matek-2-de/ketvaltozos-fuggvenyek/a-ketvaltozos-fuggvenyek-es-a-parcialis-derivalas
https://www.mateking.hu/matek-2-de/ketvaltozos-fuggvenyek/a-ketvaltozos-fuggvenyek-es-a-parcialis-derivalas
https://www.mateking.hu/matek-2-de/ketvaltozos-fuggvenyek/a-ketvaltozos-fuggvenyek-es-a-parcialis-derivalas


Első lépés:

Második lépés:

Az egyenletrendszer megoldásai a stacionárius pontok

Harmadik lépés:

Ha  pozitív, és , akkor lokális minimum van.

Ha  pozitív, és , akkor lokális maximum van.

Ha  negatív, akkor nyeregpont van.

Ha  nulla, akkor további vizsgálat szükséges, de ilyen nem nagyon szokott lenni.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  függvény értelmezési tartományának azon pontjait, ahol mindkét parciális derivált nulla, az 
függvény stacionárius pontjainak nevezzük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha az  többváltozós függvénynek az  pontban léteznek  első parciális deriváltjai és

akkor  az  többváltozós függvény stacionárius pontja.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matek-2-de/ketvaltozos-fuggvenyek/ketvaltozos-fuggvenyek-lokalis-szelsoertekei-es-nyeregpontjai-10
https://www.mateking.hu/analizis-2/ketvaltozos-fuggvenyek
https://www.mateking.hu/matek-2-de/ketvaltozos-fuggvenyek/ketvaltozos-fuggvenyek-lokalis-szelsoertekei-es-nyeregpontjai-10
https://www.mateking.hu/matek-2-de/ketvaltozos-fuggvenyek/ketvaltozos-fuggvenyek-lokalis-szelsoertekei-es-nyeregpontjai-10


A másodrendű deriváltakból képzett mátrix, amely segít eldönteni, hogy a függvénynek a stacionárius pontokban
minimuma, maximuma, vagy éppen nyeregpontja van-e.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A sík azon pontjainak összességét, amelyekben az  függvény ugyanazt a konstans értéket veszi fel, azaz 
, az  függvény szintvonalának nevezzük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  függvényhez a  pontban húzott érintősík egyenlete:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az iránymenti derivált azt jelenti, hogy egy általunk megadott tetszőleges  irány mentén milyen meredeken
emelkedik a függvény felülete.

Az  függvény  iránymenti deriváltja a  pontban:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A függvényeket két nagy típusba sorolhatjuk, az explicit és az implicit függvények csoportjába. Az explicit függvények
azok, amelyek egy konkrét képlettel vannak megadva, míg az implicit függvények valamilyen egyenlet formájában
adhatók meg.

Egy függvény akkor implicit, ha  nincs kifejezve, vagyis nem  alakú.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  egy implicit függvény, akkor deriváltja:

Ha  egy  változós implicit függvény, akkor az , mint implicit függvény deriváltja az 
 változó szerint:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/matek-2-de/ketvaltozos-fuggvenyek/ketvaltozos-fuggvenyek-lokalis-szelsoertekei-es-nyeregpontjai-10
https://www.mateking.hu/matek-2-de/ketvaltozos-fuggvenyek/ketvaltozos-fuggvenyek-szintvonalai
https://www.mateking.hu/matek-2-de/ketvaltozos-fuggvenyek/az-erintosik-egyenlete
https://www.mateking.hu/analizis-2/ketvaltozos-fuggvenyek
https://www.mateking.hu/matek-2-de/ketvaltozos-fuggvenyek/gradiensvektor-iranymenti-derivalt
https://www.mateking.hu/matek-2-de/ketvaltozos-fuggvenyek/az-implicit-fuggveny-derivalasa
https://www.mateking.hu/matek-2-de/ketvaltozos-fuggvenyek/az-implicit-fuggveny-derivalasa


Kétváltozós határérték és totális differenciálhatóság

Az  függvény határértéke az  pontban , ha minden -ra van  úgy, hogy ha 
eleme az  pont  sugarú környezetének, vagyis ha

akkor

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  kétváltozós függvény totálisan differenciálható az  helyen, ha léteznek olyan  és  valós
számok, hogy

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  kétváltozós függvény  szerinti parciális deriváltja:

Az  kétváltozós függvény  szerinti parciális deriváltja:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/analizis-1/fuggvenyek-hatarerteke-es-folytonossaga
https://www.mateking.hu/matek-2-de/ketvaltozos-hatarertek-es-totalis-differencialhatosag/ketvaltozos-fuggvenyek-hatarerteke
https://www.mateking.hu/matek-2-de/ketvaltozos-hatarertek-es-totalis-differencialhatosag/a-totalis-es-a-parcialis-differencialhatosag
https://www.mateking.hu/matek-2-de/ketvaltozos-hatarertek-es-totalis-differencialhatosag/a-totalis-es-a-parcialis-differencialhatosag


Kettős és hármas intergrál, térfogati integrál

A kétváltozós függvények úgy működnek, hogy két valós számhoz rendelnek hozzá egy harmadik valós számot. Az
értelmezési tartomány minden pontjához hozzárendelve ezt a harmadik, magasság koordinátáit, kirajzolódik az 
sík felett a függvény, ami egy felület.

A kétváltozós függvények határozott integrálja így egy test térfogata.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A kettősintegrálok segítségével különböző felületek alatti térfogatokat tudunk kiszámolni.

A legegyszerűbb eset, amikor egy téglalapon integrálunk. Ilyenkor az integrálás határai valamilyen számok.

A sorrend megcserélhető: mindegy, hogy először az  szerinti határokat adjuk meg és utána az  szerintit vagy
fordítva.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A polárkoordinátás helyettesítés egy olyan helyettesítés, ami remekül alkalmazkodik a kör tulajdonságaihoz. A dolog
lényege, hogy a körben a hagyományos  és  koordináták helyett új koordinátákat vezetünk be.

Az egyik azt mondja meg, hogy milyen távol vagyunk a kör középpontjától és ezt -nek nevezzük.

A másik pedig egy forgásszög, és jele .

Az új koordinátákat polárkoordinátáknak nevezzük, a módszert pedig polárkoordinátás helyettesítésnek. A kapcsolat
a régi és az új koordináták között a következő:

A polárkoordinátás helyettesítés elvégzése után az integrálásban drasztikus változások lesznek. A helyettesítést
ezzel a képlettel végezzük:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A henger-koordináták:

A henger-koordinátás helyettesítés elvégzése után az integrálásban drasztikus változások lesznek.

A helyettesítést ezzel a képlettel végezzük:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matek-2-de/kettos-es-harmas-intergral-terfogati-integral/a-kettos-integral-kiszamolasa
https://www.mateking.hu/matek-2-de/kettos-es-harmas-intergral-terfogati-integral/a-kettos-integral-kiszamolasa
https://www.mateking.hu/matek-2-de/kettos-es-harmas-intergral-terfogati-integral/a-polarkoordinatas-helyettesites
https://www.mateking.hu/matek-2-de/kettos-es-harmas-intergral-terfogati-integral/henger-koordinatas-helyettesites


A polárkoordináták háromdimenziós változatát gömbi koordinátáknak nevezzük.

Az  azt mondja meg, hogy milyen távol vagyunk az origótól, a  és  pedig két forgás-szög.

A régi  és az új gömbi koordináták közti kapcsolat:

A gömb koordinátás helyettesítés:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/analizis-2/kettos-es-harmas-integral
https://www.mateking.hu/matek-2-de/kettos-es-harmas-intergral-terfogati-integral/gombi-koordinatas-helyettesites


Paraméteres görbék

A ciklois egyenlete:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A paraméteres görbe egyenlete a görbén mozgó pont pillanatnyi koordinátáit írja le.

A paraméteres görbe deriválásával kapjuk a  sebességvektort, ami minden időpillanatban megadja a görbén
mozgó  pont sebességének irányát és nagyságát:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A görbe ívhossza a  és  időpillanatokhoz tartozó pontok között:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  paraméteres görbe első deriváltja a görbe érintővektora vagy más néven sebességvektora.

Hogyha ezt elosztjuk a saját hosszával, akkor egy egységnyi hosszú vektort kapunk, amit -vel jelölünk.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  paraméteres görbe második deriváltja a görbe gyorsulásvektora. Ha ezt elosztjuk a saját hosszával:

Az így keletkező egységnyi hosszú vektor a görbe főnormálisvektora.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Binormálisvektornak nevezzük a görbe sebességvektorával és gyorsulásvektorával alkotott szorzatot:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matek-2-de/parameteres-gorbek/ujabb-parameteres-gorbek-a-ciklois
https://www.mateking.hu/matek-2-de/parameteres-gorbek/parameteres-gorbek-derivaltja-a-sebessegvektor-es-a-gorbe-ivhossza
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A ,  és  vektorok együttes elnevezése kísérő triéder.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  paraméteres görbe második deriváltja a gyorsulást írja le. Ezek a vektorok egy síkot feszítenek ki, ezt a síkot
a görbe simulósíkjának nevezzük. A simulósík normálvektora éppen .

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A görbület azt írja le, hogy a simulósíkon belül milyen erősen kanyarodik a görbe. A térgörbék azonban nem csak a
simulósíkon belül kanyarodnak, hanem közben ki is csavarodnak abból. Azt, hogy egy térgörbe éppen milyen
ütemben csavarodik ki a simulósíkjából, a torzió írja le.

Hogyha egy görbe minden pontjában nulla a torzió, az annak a jele, hogy ez a görbe egy síkgörbe. Egy görbe akkor
tud kilépni a simulósíkjából, ha a torzió legalább egy pontban nem nulla. Vagyis olyankor, ha a görbe elmozdul a
binormális vektor irányában is. A torzió kiszámításához szükségünk van a görbe harmadik deriváltjára:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  paraméteres görbe görbülete:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Hogyha a görbének egy  pontjában létezik nem nulla görbülete, akkor azt a kört, amel a -ben érinti a görbét és a
görbülete megegyezik a görbe -beli görbületével és a középpontja a görbe konkáv részében található, a görbe 
pontbeli simulókörének nevezzük.

A simulókör sugarát a görög ró betűvel jelöljük, és

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A simulókörök középpontjai által kirajzolt alakzatot evolutának hívjuk.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Ha az ellipszis fél-nagytengelyének hossza , fél-kistengelyének hossza , akkor egyenlete:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha a hiperbola fél-nagytengelyének hossza , fél-kistengelyének hossza , akkor egyenlete:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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