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1. OLDAL



Mátrixok és vektorok

Egy nXk-as mátrix tulajdonképpen nem más, mint egy táblázat, aminek n darab sora és k darab oszlopa van.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy mátrixot egy számmal szorzunk, akkor a mátrix összes elemét meg kell szorozni a számmal.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy mátrixot osztunk egy számmal, akkor a mátrix minden elemét osztani kell a számmal.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két mátrix összeadásakor összeadjuk az ugyanazon pozícióban lévő elemeket. Két mátrixot csak akkor lehet
összeadni, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

pl.: 

A mátrixok összeadása kommutatív, azaz

És asszociatív, azaz

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két mátrix kivonásakor kivonjuk az ugyanazon pozícióban lévő elemeket. Két mátrixot csak akkor lehet kivonni
egymásból, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Két mátrix szorzata akkor létezik, ha a bal oldali mátrix oszlopainak száma megegyezik a jobb oldali mátrix sorainak
számával.

Ha az A mátrix m x n-es a B mátrix pedig n x k-s, akkor az eredménymátrix m x k-s lesz.

Az eredménymátrix i-edik sorának j-edik elemét úgy kapjuk, hogy a bal oldali mátrix i-edik sorát skalárisan szorozzuk
a jobb oldali mátrix j-edik oszlopával. (Tehát az első elemet az elsővel, a másodikat a másodikkal stb. szorozzuk,
majd összeadjuk)

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két mátrixot csak akkor adhatunk össze, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

A mátrix összeadás kommutatív:

És asszociatív:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A mátrixszorzás nem kommutatív, azaz:

De asszociatív, azaz:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A kvadratikus mátrix négyzetes mátrix vagyis ugyanannyi sora van, mint oszlopa.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A diagonális mátrix olyan kvadratikus mátrix, aminek a főátlóján kívüli elemek nullák.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az egységmátrix olyan mátrix, ami azt tudja, hogy bármely  mátrixra .

Az egységmátrixok olyan diagonális mátrixok, aminek minden főátló-eleme egy.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az inverz mátrix jele  és ez egy olyan mátrix, ami azt tudja, hogy

 (jobb inverz)

 (bal inverz)

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A transzponált a mátrix sorainak és oszlopainak felcserélése. Jele  vagy 

pl.:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Azokat a mátrixokat, melyek transzponáltjuk önmaga, szimmetrikus mátrixnak nevezzük.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Vektort egy számmal úgy szorzunk, hogy a vektor minden koordinátáját megszorozzuk a számmal.

Pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Vektort egy számmal úgy osztunk, hogy a vektor minden koordinátáját leosztjuk a számmal.

Pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két vektort úgy adunk össze, hogy minden egyes koordinátájukat külön-külön össze adjuk.

Pl.: 

Tulajdonságok:

kommutatív: 

asszociatív: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két vektort úgy vonunk ki egymásból, hogy minden egyes koordinátájukat külön-külön kivonjuk egymásból.

Pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A skaláris szorzat két vektor közti művelet, ami csinál belőlük egy számot.

Pl.: 

Tulajdonságok:

kommutatív: 

nem asszociatív: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Két vektor diadikus szorzata egy mátrix. Lássuk milyen.

Pl.: 

Tulajdonságok:

nem kommutatív

nem asszociatív

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy mátrixot beszorzunk az  vektorral, akkor az szépen összeadja a mátrixunk soraiban lévő

elemeket.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy mátrixot beszorzunk az  vektorral, akkor az szépen összeadja a mátrixunk
oszlopaiban lévő elemeket.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy mátrixot megszorzunk jobbról egy  egységvektorral, akkor megkapjuk a mátrix i-edik oszlopát.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy mátrixot megszorzunk balról egy  egységvektorral, akkor megkapjuk a mátrix i-edik sorát.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Lineáris függetlenség, független és összefüggő vektorok

A  nem üres halmazt vektortérnek nevezzük a valós számok felett, ha a  halmazon értelmezve van egy
összeadás nevű művelet, úgy, hogy minden -beli  és  vektorhoz hozzárendelünk egy  vektort, ami
szintén eleme -nek.

1. Az összeadás kommutatív: bármely  -beli vektorra

2. Az összeadás asszociatív: bármely  -beli vektorra

3. Létezik nullelem: van olyan  -beli vektor, hogy bármely  -beli vektorra

4. Létezik ellentett: bármely   beli vektorra létezik olyan  -beli vektor, hogy

Értelmezve van egy skalárral való szorzás nevű művelet is úgy, hogy minden -beli  vektorhoz és bármely valós
számhoz hozzárendelünk egy  vektort, ami szintén -beli.

5. A skalárszoros asszociatív: bármely  -beli vektorra és  skalárra

6. A skalárszoros disztributív a vektorokra: bármely  -beli vektorra és  skalárra

7. A skalárszoros disztributív a skalárokra: bármely  -beli vektorra és  skalárra

8. Egységszeres: bármely  -beli vektorra és az 1 valós számra

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  vektorok lineárisan függetlenek, ha

csak úgy teljesül, ha minden 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A  vektorok lineárisan összefüggők, ha

úgy is teljesül, hogy van olyan 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy  vektortérben a  vektorok generátor-rendszert alkotnak, ha minden  vektor a 
vektortérben előáll  alakban.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  vektorok független rendszert alkotnak, ha

csak úgy teljesül, ha minden 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A bázis független generátorrendszer.

A bázis minden vektort egyértelműen előállít, míg -ben azok a generátor-rendszerek pedig, amelyek -nél több
vektorból állnak, minden vektort végtelensokféleképpen.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy vektorrendszer rangja a benne lévő független vektorok maximális száma. -ban a rang például maximum
három lehet.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  vektortérnek  altere, ha  és  maga is vektortér a -beli műveletekre.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A legfeljebb n-ed fokú polinomok vektorteret alkotnak az összeadás és a skalárral való szorzás műveletekre.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A , ,...  vektorok által generált altér ezen vektorok lineáris kombinációja.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy vektor akkor állítható egy vektorrendszerrel, ha előáll azon vektorok lineáris kombinációjaként.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Lineáris egyenletrendszerek, mátrixok rangja és inverze

Egy egyenletrendszer együtthatómátrixa az x-ek együtthatóiból álló mátrix.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A Gauss-elimináció egy lineáris egyenletrendszerek megoldására használt algoritmus.

Az elimináció lényege, hogy egyenletrendszerünket visszavezetjük vagy valamely háromszög- vagy átlós mátrix
alakra.

A Gauss-elimináció megengedett lépései:

Két sort (egyenletet) felcserélhetünk
Egy sort (egyenletet) nem nulla számmal szorozhatunk
Egyik sorhoz (egyenlethez) hozzáadhatjuk egy másik sor (egyenlet) nem nulla számsorosát

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az elemi bázistranszformáció (Szuper-Gauss) a lineáris egyenletrendszerek megoldásának egy algoritmikus módja.

1. lépés: a generáló elem választása

Csak x-es oszlopból és e-s sorból választhatunk generáló elemet, nullát nem választhatunk és lehetőleg 1-et vagy
mínusz 1-et érdemes.

2. lépés: a bázistranszformáció

A generáló elem sorát osztjuk a generáló elemmel, oszlopát elhagyjuk.

A többi elemből kivonjuk a generáló elem neki megfelelő sorában és oszlopában lévő számok szorzatát, osztva a
generálóelemmel.

3. lépés: megint generáló elem választás

Újra és újra végrehatjuk a bázistranszformációt, amíg az összes oszlop el nem tűnik

4. lépés: az utolsó transzformáció és a megoldás

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az elemi bázistranszformáció (Szuper-Gauss) a lineáris egyenletrendszerek megoldásának egy algoritmikus módja.

1. lépés: a generáló elem választása

Csak x-es oszlopból és e-s sorból választhatunk generáló elemet, nullát nem választhatunk és lehetőleg 1-et vagy
mínusz 1-et érdemes.

2. lépés: a bázistranszformáció

A generáló elem sorát osztjuk a generáló elemmel, oszlopát elhagyjuk.

A többi elemből kivonjuk a generáló elem neki megfelelő sorában és oszlopában lévő számok szorzatát, osztva a
generálóelemmel.

3. lépés: megint generáló elem választás

Újra és újra végrehatjuk a bázistranszformációt, amíg az összes oszlop el nem tűnik

4. lépés: az utolsó transzformáció és a megoldás

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy egyenletrendszernek több az ismeretlene, mint ahány egyenlete van, akkor az egyenletrendszernek nincs
egyértelmű megoldása.

Bázistranszformációval, ha maradnak -s sorok ahol már nem tudunk generáló elemet választani, olyankor mindig
végtelen sok megoldás van, vagy nincs megoldás.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy egyenletrendszerben két olyan egyenlet szerepel, ahol az ismeretlenek együtthatói megegyeznek, de más az
eredményük, akkor az ellentmondó egyenletrendszer, aminek nincs megoldása.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A bázistranszformáció során fent maradt x-ek úgynevezett szabadváltozók. A szabadságfok a szabadváltozók
száma, tehát ahány  fönt marad.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A Gauss-Jordan elimináció a Gauss-elimináció pro változata. A dolog lényege az, hogy nemcsak a vezéregyesek
alatt nullázzuk ki, hanem felettük is. Előnye, hogy így a megoldások az elimináció végeztével egyből leolvashatók.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy mátrix oszloprangja az oszlopvektorai közül kiválasztható független vektorok maximális száma.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy mátrix sorrangja a sorvektorai közül kiválasztható független vektorok maximális száma.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A mátrix rangja a mátrix Gauss elimináció során keletkezett vezéregyeseinek száma, amely megegyezik a mátrix
sorrangjával vagy oszlopvektorával

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy mátrixot teljes oszloprangúnak nevezünk, hogyha az oszlopvektorai lineárisan független rendszert alkotnak.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy mátrixot teljes sorrangúnak nevezünk, hogyha a sorvektorai lineárisan független rendszert alkotnak.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Bármely mátrixot fel lehet bontani két olyan mátrix szorzatára, amelyek közül az egyik teljes oszloprangú, a másik
pedig teljes sorrangú. Ezt bázisfelbontásnak hívják, és egy kiss Gauss-Jordan eliminációval tudjuk elkészíteni.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Négyzetes mátrixok inverzét a Gauss-elimináció segítségével úgy állíthatjuk elő, hogy megoldjuk az 
egyenletrendszert úgy, hogy a  helyére beírjuk az egységmátrixot. Az eliminációs lépéseket addig kell végezni, amíg
az egységmátrixot nem kapjuk az  helyén, a  helyén keletkezett mátrix pedig az  mátrix inverze lesz.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Négyzetes mátrixok inverzét a bázistranszformáció segítségével úgy állíthatjuk elő, hogy megoldjuk az 
egyenletrendszert úgy, hogy a  helyére beírjuk az egységmátrixot.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Négyzetes mátrixok inverzét a Gauss-Jordan elimináció segítségével úgy állíthatjuk elő, hogy megoldjuk az 
egyenletrendszert úgy, hogy a  helyére beírjuk az egységmátrixot.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az inverz kiszámolása rettentő egyszerű dolog. Mindössze annyit kell tennünk, hogy felírjuk a mátrixot a szokásos
táblázatba, és mellé írjuk az egységmátrixot. Ezek után jön a bázistranszformáció. Ha nem tudjuk mindegyik x-et
levinni, akkor nincs inverz. Ha mindet le tudjuk vinni, akkor van.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Determináns, Cramer-szabály

Ha az  egy -es mátrix, akkor determinánsa

ahol  az oszlopindexek permutációi,  pedig ezen permutációk inverziószáma.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy 2x2-es mátrix determinánsa:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A 3x3-as mátrixok determinánsának kiszámolására van egy szabály, ami szarrusz szabály néven ismert. A szabály
lényege, hogy fogjuk a mátrixot és leírjuk saját maga mögé még egyszer, majd vesszük a főátlókat és a mellékátlókat,
így

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha az  egy nxn-es mátrix, akkor determinánsa

Itt  az  elemhez tartozó aldetermináns.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az  mátrix determinánsa nulla, ha

van csupa nulla sora
van két azonos sora
egyik sora a másik sor számszorosa
egyik sora más sorok lineáris kombinációja
mindez sor helyett oszlopra is elmondható

Determinánsok szorzási tétele:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Azokat a mátrixokat nevezzük szingulárisnak, amelyek determinánsa nulla.

Az  mátrix szinguláris:

Nem létezik  inverz mátrix
RANG<n
Az  mátrix oszlopvektoraiból álló vektorrendszer lineárisan összefüggő
Az  egyenletrendszernek vagy végtelen sok megoldása van vagy nincs megoldása
Az  homogén lineáris egyenletrendszernek végtelen sok megoldása van

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Azokat a mátrixokat nevezzük regulárisnak, amelyek determinánsa nem nulla.

Az  mátrix reguláris:

Létezik  inverz mátrix
RANG=n
Az  mátrix oszlopvektoraiból álló vektorrendszer lineárisan független
Az  egyenletrendszernek csak egy megoldása van
Az  homogén lineáris egyenletrendszernek csak egy megoldása van (a triviális megoldás)

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A Cramer szabály szerint az  egyenletrendszer megoldásai a következőképp állnak elő:

ahol  annak a mátrixnak a determinánsát jelenti, hogy az  mátrix k-adik oszlopát kicseréljük a  vektorral.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Itt egy 3x3-as mátrix.

Adjungáltja pedig ez lesz.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Itt egy 2x2-es mátrix.

Adjungáltja pedig ez lesz.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az adjungált egyik legnagyobb haszna, hogy segítségével meg tudunk alkotni egy képletet a négyzetes mátrixok
inverzére.

Itt is van:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az egyenletrendszerek megoldására is megalkothatunk egy új képletet az adjungált segítségével.

Legalábbis abban az esetben, hogyha az  nxn-es invertálható mátrix.

Az egyenletrendszer megoldását úgy kapjuk meg, hogy beszorzunk az  mátrix inverzével...

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az  elemek által generált Vandermonde-determináns első sorában  hatványai szerepelnek, aztán
a második sorában  hatványai jönnek, és így tovább.

A Vandermonde-determinánst ezzel az egyszerű képlettel ki tudjuk számolni:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy mátrix sarok főminor mátrixai a mátrix bal felső sarkától kezdődő sarok mátrixok determinánsai.

Pl.: 

első sarokfőminora a 2-es

második sarokfőminora a bal felső 2x2-es determináns

és így tovább

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy mátrix főminor mátrixai a mátrix bal felső sarkától kezdődő sarok mátrixok determinánsai.

Pl.: 

első főminora a 2-es

második főminora a bal felső 2x2-es determináns

és így tovább

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az  nxn-es mátrix pozitív definit, ha minden  sajátérték: .

Vagy ha minden sarokfőminor pozitív.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  nxn-es mátrix negatív definit, ha minden  sajátérték: .

Vagy ha a sarokfőminorok váltakozva  de mínusszal indul.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  nxn-es mátrix pozitív szemidefinit, ha minden  sajátérték: .

2x2-es mátrixoknál, ha az első sarokfőminor pozitív, a második nulla.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  nxn-es mátrix negatív szemidefinit, ha minden  sajátérték: .

2x2-es mátrixoknál, ha az első sarokfőminor negatív, a második nulla.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  nxn-es mátrix indefinit, ha van  és  sajátérték, hogy  és .

Ha  és nem pozitív vagy negatív definit, akkor indefinit.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Sajátérték, sajátvektor

Az  nxn-es mátrix sajátértéke egy olyan  valós szám, amelyhez van valami  nem nullvektor, hogy 

A sajátérték lényege, hogy vannak olyan mátrixok, és olyan vektorok, hogyha a mátrixot megszorozzuk a vektorral,
akkor az eredeti vektornak egy számszorosát kapjuk. Az egységmátrixpéldául ilyen: ha az egységmátrixszal
megszorzunk egy tetszőleges vektort, akkor ugyanazt a vektort kapjuk. Ilyenkor minden vektor sajátvektor és a
sajátérték 1, mert minden vektorból az 1-szerese lesz.

A sajátvektorok és sajátértékek egyik legfontosabb alkalmazása a geometriai transzformációk, amelyek szintén
mátrixokkal írhatók le. A síkbeli tükrözés az x tengelyre például egy geometriai transzformáció, aminek a mátrixa két
sajátértékkel rendelkezik. Az x tengelyen lévő vektorokkal a tükrözés hatására nem történik semmi. Ezek tehát saját
maguk 1-szeresei lesznek. Az y tengelyen lévő vektorok viszont az x tengelyre történő tükrözéskor "megfordulnak"
vagyis beszorzódnak -1-gyel. A tükrözés mátrixának tehát ezek lesznek a sajátértékei. Az 1 és a -1. Mindez sokkal
érthetőbb lesz, ha megnézed a kapcsolódó epizódot.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  nxn-es mátrix sajátvektora egy olyan  nem nullvektor, amelyhez van valami  valós szám, hogy 

A sajátvektor lényege, hogy vannak olyan mátrixok, és olyan vektorok, hogyha a mátrixot megszorozzuk a vektorral,
akkor az eredeti vektornak egy számszorosát kapjuk. A sajátvektorok és sajátértékek egyik legfontosabb alkalmazása
a geometriai transzformációk, amelyek szintén mátrixokkal írhatók le.

Vegyük például a síkbeli tükrözést az x tengelyre. Ez egy geometriai transzformáció. Az x tengelyen lévő vektorokkal
a tükrözés hatására nem történik semmi. Ezek tehát saját maguk 1-szeresei lesznek. Vagyis ezek a vektorok egytől
egyig sajátvektorok, mert teljesítik azt amit egy sajátvektornak tudnia kell: ha megszorozzuk a mátrixokt a vektorral,
akkor az eredeti vektor számszorosát kapjuk. Itt most éppen az eredeti vektor 1-szeresét kapjuk. Az y tengelyen lévő
vektorok szintén sajátvektorok, mert az x tengelyre történő tükrözéskor "megfordulnak" vagyis beszorzódnak -1-gyel.
Vagyis ezek a vektorok saját maguk -1-szeresei lesznek. A tükrözés mátrixának tehát ezek lesznek a sajátvektorai:
az x tengely és az y tengely vektorai. Az x tengelyen lévő sajátvektorokhoz tartozó sajátérték az 1, míg az y tengelyen
lévő sajátvektorokhoz tartozó sajátérték a -1. Mindez sokkal érthetőbb lesz, ha megnézed a kapcsolódó epizódot.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A karakterisztikus egyenlet a sajátértékek kiszámolásához szükséges egyenlet:

A karakterisztikus egyenlet segít nekünk kiszámolni egy mátrix sajátértékeit. A sajátértékeket úgy kapjuk, hogy a
karakterisztikus polinomot egyenlővé tesszük nullával. Így egy egyenletet kapunk, és ennek az egyenletnek a
megoldásai a sajátértékek. Az egyenletet karakterisztikus egyenletnek is szokás nevezni, és egyetlen bökkenő vele,
hogy egy nxn-es mátrix karakterisztikus egyenlete n-edfokú. Vagyis 2-nél és 3-nál még valahogyan meg tudjuk oldani
az egyenletet, de mondjuk egy 5x5-ös mátrixnál már ötödfokú egyenletet kapunk, amivel adódhatnak gondok.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A karakterisztikus polinom:

A karakterisztikus polinom segít nekünk kiszámolni egy mátrix sajátértékeit. A sajátértékeket úgy kapjuk, hogy a
karakterisztikus polinomot egyenlővé tesszük nullával. Így egy egyenletet kapunk, és ennek az egyenletnek a
megoldásai a sajátértékek. Vagyis a sajátértékek mindig a karakterisztikus polinom gyökei. Előfordul, hogy egy
sajátérték többszörös gyök, és az is megeshet, hogy komplex gyökei vannak a karakterisztikus polinomnak.

Azt az egyenletet, amikor a karakterisztikus polinomot egyenlővé tesszük nullával karakterisztikus egyenletnek is
szokás nevezni, és egyetlen bökkenő vele, hogy egy nxn-es mátrix karakterisztikus egyenlete n-edfokú. Vagyis 2-nél
és 3-nál még valahogyan meg tudjuk oldani az egyenletet, de mondjuk egy 5x5-ös mátrixnál már ötödfokú egyenletet
kapunk, amivel adódhatnak gondok.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Függvények

Adott az  és  nem üres halmaz.

Ha az  halmaz bizonyos elemeihez egyértelműen hozzárendeljük a  halmaz bizonyos elemeit, akkor ezt a
hozzárendelést függvénynek nevezzük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Adott az  függvény. A függvény értelmezési tartománya azoknak az elemeknek a halmaza az 
halmazban, amikhez a függvény hozzárendel  halmazbeli elemeket.

Az értelmezési tartományt az angol domain szó alapján, ami egyébként azt jelenti, hogy tartomány, így jelöljük: .

De a gyengébb idegzetűek kedvéért szokás úgy is jelölni, hogy É.T.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  függvény kölcsönösen egyértelmű, ha  akkor . Vagyis különböző -ekhez mindig
különböző -okat rendel.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Azokat a pontokat, ahol a függvény grafikonja az  tengelyt metszi, zérushelynek nevezzük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  függvényt egy  intervallumon monoton növekedőnek mondunk, ha bármely  esetén, ha
, akkor 

Szigorúan monoton növekedő, ha bármely  esetén, ha , akkor 

Az  függvényt egy  intervallumon monoton csökkenőnek mondunk, ha bármely  esetén, ha
, akkor 

Szigorúan monoton csökkenő, ha bármely  esetén, ha , akkor 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Függvény szélsőértékén a maximumát illetve minimumát értjük.

Precízebben:

Az  függvénynek az  pontjában (globális) maximuma van, ha minden  esetén 
.

Az  függvénynek az  pontjában (globális) minimuma van, ha minden  esetén 
.

Az  függvénynek az  pontjában lokális maximuma van, ha létezik olyan nem nulla környezete, hogy
ott ő a maximum.

Az  függvénynek az  pontjában lokális minimuma van, ha létezik olyan nem nulla környezete, hogy ott
ő a minimum.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Konkávnak nevezzük a függvényt azon a szakaszon, ahol "szomorú hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a függvény bármely két pontját összekötve a függvény a két pontot összekötő egyenes felett halad.

Konvexnek nevezzük a függvényt azon a szakaszon, ahol "vidám hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a függvény bármely két pontját összekötve a függvény a két pontot összekötő egyenes alatt halad.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A lineáris függvény képlete:

 vagy  vagy 

Az egyik dolog, amit érdemes tudni róla, hogy milyen meredeken megy.

Ezt meredekségnek hívjuk, és így jön ki:

A másik dolog, amit érdemes tudni, hogy hol metszi a függvény grafikonja az  tengelyt.

Ezt úgy hívjuk ,hogy tengelymetszet, és a jele  a képletéből.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

ö

ő
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Fontosabb függvények, függvénytranszformációk

Belső függvénytranszformáció: , ez úgy működik, hogy az  tengely mentén tolja el a függvény grafikonját.

Külső függvénytranszformáció: , ez pedig az  tengelyen tolja el a függvényt.

Függvény szorzása számmal: , ilyenkor megnyújtjuk a függvényt az  tengely szerint.

Függvény változójának szorzása egy számmal: , ilyenkor az  tengely szerint nyújtjuk a függvényt.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Minden olyan függvényt, ami az  tengelyre szimmetrikus, páros függvénynek hívunk. Ezek a függvények azt tudják,
hogy bármely -re amelyre értelmezve vannak:

Azokat a függvényeket, amelyek az origóra szimmetrikusak, páratlan függvénynek nevezzük. A páratlan függvények
úgy működnek, hogy bármely -re amelyre értelmezve vannak:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha az  különböző pozitív egész kitevős hatványait összeadjuk vagy kivonjuk, akkor polinomokat kapunk.

A polinomfüggvény általános alakja:

A legmagasabb fokú tag együtthatóját hívjuk főegyütthatónak.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Kombinatorika

Egy adott  elemű halmaz elemeinek egy ismétlés nélküli permutációján az  különböző elem egy sorba rendezését
értjük.

 darab különböző elem permutációinak száma:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

 faktoriálisán az -nél kisebb vagy egyenlő pozitív egész számok szorzatát értjük.

pl.:

Továbbá definíció szerint .

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  db. egymástól különböző elem közül kiválasztunk  ( ) db.-ot úgy, hogy a kiválasztott elemek sorrendje is
számít, akkor az  elem -ad osztályú ismétlés nélküli variációját kapjuk.

 darab különböző elemből kiválasztott  darab elem variációinak száma:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  különböző elem közül kiválasztunk  ( ) db.-ot úgy, hogy a kiválasztott elemek sorrendjére nem vagyunk
tekintettel, akkor  elem -ad osztályú ismétlés nélküli kombinációját kapjuk.

 darab különböző elem közül kiválasztott  darab elem kombinációinak száma:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  elem között van  egymással megegyező, akkor az elemek egy sorba rendezését ismétléses
permutációnak nevezzük.

 elem közötti  egymással megegyező ismétléses permutációinak száma:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Ha  db. egymástól különböző elem közül kiválasztunk  db.-ot úgy, hogy a kiválasztott elemek sorrendje is számít
és ugyanazt az elemet többször is választhatjuk, akkor az  elem -ad osztályú ismétléses variációját kapjuk.

Az  elem -ad osztályú ismétléses variációk száma: .

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha kör alakban helyezünk el  különböző elemet és azok sorrendjét vizsgáljuk, akkor ciklikus permutációról
beszélünk.

 darab különböző elem ciklikus permutációinak száma 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Valszám alapok, klasszikus valszám

Eseményeknek nevezzük a valószínűségi kísérlet során bekövetkező lehetséges kimeneteleket.

Megkülönböztetünk elemi eseményeket, ilyen például, hogy egy dobókockával 1-est dobunk. Vannak azonban olyan
események is amik több elemi eseményből épülnek fel, ilyen például az, hogy párosat dobunk.

Az eseményeket az ABC nagybetűivel jelöljük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A valószínűség kiszámításának klasszikus modelljét akkor alkalmazhatjuk, ha egy kísérletnek véges sok kimenetele
van és ezek valószínűsége egyenlő. Ekkor az esemény valószínűségét úgy kaphatjuk meg, hogy megszámoljuk hány
elemi eseményből áll és ezt elosztjuk az összes elemi esemény számával.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  és  eseményt egymástól függetlennek nevezzük, ha teljesül rájuk, hogy

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  és  eseményt kizárónak nevezünk, ha

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  esemény valószínűsége, ha tudjuk, hogy a  esemény biztosan bekövetkezik:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Teljes valószínűség tétele, Bayes tétel

Ha ,  és így tovább  teljes eseményrendszer, valamint  tetszőleges esemény, akkor

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A Bayes tételt akkor használjuk, ha egy korábban bekövetkezett ( ) esemény valószínűségét akarjuk kiszámolni
egy később bekövetkezett ( ) tükrében.

Ha  és így tovább  teljes eseményrendszer, valamint  tetszőleges esemény, akkor bármely 
eseményre

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Valószínűségi változók

Folytonosnak nevezzük azokat a valószínűségi változókat, amik folytonos mennyiségeket mérnek, ilyen például az
idő, a távolság. Ebben az esetben az eloszlás függvény is mindig folytonos függvény lesz.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Diszkrétnek nevezzük azokat a valószínűségi változókat, amik megszámlálhatóan sok értéket vesznek fel. Ez azt
jelenti, hogy vagy véges sokat, vagy végtelent, de úgy, hogy fel tudjuk sorolni az értékeit.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  valószínűségi változó eloszlásfüggvénye:

Ha az  valószínűségi változó diszkrét és értékei  meg ilyenek, akkor az eloszlásfüggvény
mindig egy lépcsőzetes függvény, ami minden számnál pontosan akkorát ugrik, mint az adott szám valószínűsége,
amíg el nem érjük az 1-et.

Ha az  valószínűségi változó folytonos, akkor az  és  számok között bármilyen valós értéket fölvehet. Ilyenkor az
eloszlásfüggvény is folytonos, ami -ig nullát vesz föl,  és  közt növekszik és  után végig egyet vesz föl.Vagyis
ahol az  valószínűségi változó működik, ott a függvény életre kel, előtte és utána pedig hibernált állapotban van.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Várható érték és szórás

A várható érték jele .

Diszkrét esetben úgy kell kiszámolni, hogy

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A szórás azt mutatja meg, hogy a várható érték körül milyen nagy ingadozásra számíthatunk.

Jele: )

Kiszámításának módja diszkrét esetben:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Folytonos valószínűségi változók esetén a várható érték:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Folytonos valószínűségi változó esetén a szórást ugyanúgy kell számolni, mint diszkrét valószínűségi változó esetén:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A binomiális eloszlás és a hipergeometriai eloszlás

Ezt a képletet hívjuk binomiális eloszlásnak:

ahol  a kísérletek száma,

 a sikeres kísérletek száma,

 pedig a sikeres kísérlet valószínűsége.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Visszatevéses mintavételről beszélünk, ha egy  valószínűségű elem többszöri kihúzásának esélyét vizsgáljuk úgy,
hogy ha kihúzunk egy ilyen elemet, akkor ezt követően azt visszarakjuk.

Például ha azt vizsgáljuk, hogy egy kosárban van 8 piros és 5 kék golyó, és mennyi a valószínűsége, hogy háromszor
húzva két piros és egy kék golyót húznánk úgy, hogy a kihúzott golyókat mindig visszatesszük, akkor az egy
visszatevéses mintavétel.

A visszatevées mintavételhez kapcsolódó eloszlás a binomiális eloszlás.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A visszatevés nélküli mintavétel tipikus példája, hogy van egy doboz, benne  darab elem. Közülük  darab
valamilyen tulajdonságú, az egyszerűség kedvéért hívjuk selejtesnek. Mondjuk sárga vagy szép vagy ronda.
Kihúzunk  darab elemet, és ez a képlet meg fogja nekünk mondani, hogy mekkora az esélye, hogy közülük  darab
a vizsgált tulajdonságú:

De vannak olyan esetek, amikor a visszatevés nélküli mintavételnél másik képletet kell használnunk. Ezt a másik
képletet binomiális eloszlásnak nevezzük, és olyankor használjuk, amikor a selejtek száma helyett csak a selejtek
arányát ismerjük.

Ez a binomiális eloszlás képlete:

ahol  a kísérletek száma,

 a sikeres kísérletek száma,

 pedig a sikeres kísérlet valószínűsége.

És, hogy mi alapján döntjük el, hogy a két képlet közül melyiket kell használni? A dolog nagyon logikus, nézd meg a
kapcsolódó epizódot és minden világos lesz.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A hipergeometriai eloszlás a visszatevés nélküli mintavételhez kapcsolódó eloszlás, képlete pedig:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Nevezetes diszkrét és folytonos eloszlások

A hipergeometriai eloszlás egy diszkrét eloszlás.

Ismert, hogy mennyi az összes elem és az összes selejt, vagyis  és .

A hipergeometriai eloszlás várható értéke:

A hipergeometriai eloszlás szórása:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A binomiális eloszlás egy diszkrét eloszlás.

Csak valami %-os izé ismert, a várható érték, az átlag, az arány, a valószínűség, továbbá  korlátos diszkrét
valószínűségi változó.

A binomiális eloszlás várható értéke:

A binomiális eloszlás szórása:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A Poisson eloszlás egy diszkrét eloszlás, ahol előre ismert a várható érték, és a valószínűségi változó nem korlátos,
vagyis tetszőleges bármilyen nagy érték is lehet.

Például valamilyen anyagban a hibák száma, vagy egy adott idő alatt bekövetkező események száma. A Poisson
eloszlásos feladatokban általában valamilyen százalék vagy arány vagy várható érték vagy átlag vagy valószínűség
van megadva. Mondjuk egy könyvben az oldalak 80%-ában nincs hiba, vagy az 20 méter hosszú ruhaszövetek
harmadában nincs hiba, vagy egy üzletben óránként várhatóan 13 vevő érkezik, vagy egy bankban percenként átlag
24 tranzakció történik, vagy 0,2 a valószínűsége, hogy 10 perc alatt nem érkezik segélyhívás. Ezek mind Piosson
eloszlások, ahol az  nem korlátos diszkrét valószínűségi változó.

A Poisson eloszlás várható értéke:

A Poisson eloszlás szórása:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az exponenciális eloszlás egy folytonos eloszlás.

Eloszlásfüggvénye:

Sűrűségfüggvénye:

Az exponenciális eloszlás várható értéke:

Az exponenciális eloszlás szórása:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az egyenletes eloszlás egy folytonos eloszlás.

Eloszlásfüggvénye:

Sűrűségfüggvénye:

Az egyenletes eloszlás várható értéke:

Az egyenletes eloszlás szórása:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A normális eloszlás egy folytonos eloszlás.

Eloszlásfüggvénye:

Sűrűségfüggvénye:

A normális eloszlás várható értéke:

A normális eloszlás szórása:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Markov és Csebisev egyenlőtlenségek

A Markov-egyenlőtlenség egy nagyon egyszerű dolgot állít. Az, hogy az  valószínűségi változó sokkal nagyobb
legyen a várható értéknél nem túl valószínű:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A Csebisev egyenlőtlenség arról szól, hogy a várható értéktől való eltérés nem lehet túl nagy.

Ha ez az eltérés nagyobb, mint a szórás -szerese, akkor ennek a valószínűsége kicsi:

Ha az eltérés kisebb, mint a szórás -szerese, akkor ennek valószínűsége nagy:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy esemény bekövetkezésének elméleti valószínűsége , akkor minél többször végezzük el a kísérletet, a
relatív gyakoriság és az elméleti valószínűség eltérése annál kisebb lesz.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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