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Algebra, betiis kifejezések hasznalata

Ha tébb mivelet szerepel egymas utan, akkor ezeket a mliveleti sorrend szerint kell elvégezniink.

A mdveleti sorrendben az elsd mindig a zardjel, vagyis a zarojelben szerepl6 miveleteket kell els6ként elvégezni.
A masodik a szorzas és az osztas. Ha tdbb szorzas és osztas van, akkor balrédl jobbra kell 8ket elvégezni.
Végul az utols6 szint az 6sszeadas és kivonas, és itt is ha tébb is van bel6luk, akkor balrél jobbra kell elvégezni.

A hatvanyozas még egy kicsit bezavarhat a dologba, igy érdemes megnézni kllén a hatvanyozasrol és a
hatvanyazonossagokroél sz6l6 epizdédokat is.

Most pedig nézziink egy példat a miveleti sorrendre:
P.:3-(5—-3)4+2:2=3-2+2:2=6+1=7

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az egyutthat6 a bet(s kifejezés elétt allo szam.
Pl.: 3T kifejezés egyitthatoja 3.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az algebrai kifejezésekben a betlket valtozéknak nevezzik.
Pl.: 2 + Y algebrai kifejezésben T és Yy valtozok.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A bet(s kifejezéseket nevezzik algebrai kifejezéseknek.
Pl.: 22 + Y egy algebrai kifejezés.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az dnmagaban all6 szdmokat nevezzik konstansnak.
Pl. 22 4+ y + b kifejezésben az 5 konstans.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egynemd kifejezések azok a bet(s kifejezések, amik csak az egytthatéjukban kilénbéznek.
pl.: 5 és 3T egynemii kifejezések, mert csak az egyiitthatoik O és 3) kiildnbdznek.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az egynemdi kifejezések mindig 6sszevonhatbak. Az dsszevont kifejezés egyltthatdja az eredeti egyitthatdk 6sszege
lesz.

PL.: 3z + 5z +2x = (3+5+2)z = 10z

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Zarojel felbontdsakor minden tagot minden taggal szorozni kell.
PL:5- (42 +6) =5-4x +5-6 =20z + 30

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A kiemelés a zarojelfelbontds megforditasa.
A dolog ugy indul, hogy talalnunk kell egy kdzds részt, amit kiemelhetiink.

A kiemelés soran egy tébbtagu kifejezést egy vagy tébbtagu kifejezések szorzatava alakitjuk at tgy, hogy minden
tagbdl kiemeljik a k6zos részeket.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A tortek egyszerdsitése azt jelenti, hogy a tért szamlaléjat és nevezgjét ugyanazzal a nem nulla szammal osztjuk. Ha
nincs olyan szam, amivel mind a szamlal6 és a nevezd is oszthat6 lenne, akkor mar nem egyszerdsithet§ tovabb a
tort.

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Algebrai térteknek nevezziik azokat a térteket, melyek nevezdjében betls kifejezés van.

Tehat ha csak a tért szamlaldjaban van betis kifejezés (pl.Z), de a nevezbjében nem, akkor az még nem algebrai
tort.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Zarojel felbontdsakor minden tagot minden taggal szorozni kell.

Ha a szorzas mindkét tényezdje tébbtagu, akkor az elsd tényez6 elsé tagjaval szorozzuk végig a masik tényezé
tagjait, majd pedig folytatjuk az elsé tényez6 masodik tagjaval.

P.:(a+0b)-(c—5)=a-c—5-a+b-c—5-b

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

A helyettesitési érték azt jelenti, hogy a betls kifejezés helyére irjuk be a behelyettesitendd értéket.
Pl: 22 + 5 kifejezés helyettesitési értékex = 3-ban:2-3+5=6+5 =11.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Nevezetes azonossagok, binomialis tétel

(a+b)?2 =a? + 2ab+ b?
(a —b)? = a® —2ab + b?
a? —b* = (a—"b)(a+Db)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a® +b* = (a+b) (a? — ab+ b?)
a® —b® = (a—D) (a® + ab+ b?)
(a+b) = a® + 3a2b + 3ab? + b3
(a—b)? = a3 — 3a?b+ 3ab?® — b®

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy kifejezés értelmezési tartomanyan azt a legb6vebb halmazt értjik, ahol értelmezve van.

A kévetkezSket érdemes megjegyezni:

WOSezitt >0 PFAUAY e Gtt barmi  log (ezitt > 0)  tort nevezs # 0
pl.

% értelmezési tartomanya & € R\ {3} mert tért van benne és a tért nevez8je nem lehet nulla £ # 3)

\/2x + b értelmezési tartomanya T € [—g, o) [ mert paros gyok alatt van (masodik) és igy a gyok alatti
kifejezés > 0

Megnézem a kapcsolddo epizédot

(a+b)" = >y (5)an ok

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Binomidlis tétel:
(@+b)" =35 (1) "0 = (§)a” + (e 1o+ (5)a" 202 + - -+ (1) 0"

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Els6foku egyenletek

A mérleg elv Iényege, hogy amikor megoldunk egy egyenletet, az egyenl8ségjel mindkét oldalan ugyanazokat a
mUveleteket kell elvégezniink. Az egyenlet mindkét oldalahoz ugyanazt a szamot hozzaadhatjuk, vagy az egyenlet
mindkét oldalabdl ugyanazt a szamot kivonhatjuk. Es az egyenlet mindkét oldalat ugyanazzal a nem nulla szammal
megszorozhatjuk, vagy mindkét oldalt ugyanazzal a nem nulla szammal eloszthatjuk. Vagyis:

- ha elvesziink egy szamot az egyik oldalrol, akkor a masik oldalrdl is el kell venni

- ha hozzaadunk egy szamot az egyik oldalhoz, akkor a masik oldalhoz is hozz4 kell adni

-ha szorozzuk az egyik oldalt egy nem nulla szammal, akkor a masik oldalt is szorozni kell ugyanezzel a szammal
-ha osztjuk az egyik oldalt egy nem nulla szammal, akkor a masik oldalt is osztani kell ugyanezzel a szammal

Az Gsszeadas, kivonas és szorzas egymasutani Iépéseivel jutunk el a megoldashoz.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A megoldas lényege, hogy gyUjtsik 6ssze az T-eket az egyik oldalon, a masik oldalon pedig a szamokat, a végén
pedig leosztunk az & egyutthatojaval.

Ha tértet is latunk az egyenletben, akkor az az elsé Iépés, hogy megszabadulunk attél, mégpedig ugy, hogy
beszorzunk a nevezdvel.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Ha tortet latunk az egyenletben, akkor az az elsd 1épés, hogy megszabadulunk attél, mégpedig gy, hogy beszorzunk
a nevezdvel.

Figyeljiink ra, hogy ilyenkor az egyenlet minden tagjat meg kell szorozni (a tagokat4-,— vagy = jelek valasztjak el
egymastdl...).

Miutan megszabadultunk a tértekt6l az egyenlet megoldasanak lépései a szokdsosak a mérleg elv segitségével.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Egyenletrendszerek

A behelyettesitd mddszer az egyenletrendszerek megoldasanak egyik technikaja.

Lényege, hogy kivalasztjuk az egyik egyenletet, ahonnét az egyik valtozét kifejezzik a mésikkal. llyenkor célszeri a
szamunkra szimpatikusabb, egyszerlbb egyenletet valasztani.

Ezt kdvetben az igy kapott kifejezést behelyettesitjik a masik, fel nem hasznalt egyenletbe, igy egy egyismeretlenes
egyenletet kapunk, amit mar meg tudunk oldani.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Az egyenl6 egyiitthatok médszere egy megoldasi technika az egyenletrendszerekhez.

Lényege, hogy ha a két egyenletben vagy azZ vagy az Y egyutthatéi megegyeznek, akkor a két egyenletet
egymasbdl kivonva azok kiesnek, és egy egyismeretlenes egyenletet kapunk, amit mar meg tudunk oldani.

Ha az egyitthatok egymas ellentettjei lennének, akkor pedig 6ssze kell adni a két egyenletet.

A médszer akkor is mikddik, ha nem volnanak egyenlé egyutthatok, ilyenkor batran szorozhatjuk az egyenleteket
addig, amig nem lesznek egyenlé egyltthatok.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Masodfoku egyenletek

Ha a mésodfoku egyenlet igy néz ki:
ar?+br+c=0

Akkor a megoldoképlet:

—biq/b2—4ac

$172 - 2a

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A masodfoku egyenlet megolddképletének gydk alatti részét nevezzik diszkriminansnak.
D=0 —4ac

Ez doénti el, hogy a masodfoku egyenletnek hany valés megoldasa lesz.

Ha a diszkriminans nulla, akkor csak egy.

Ha a diszkriminans pozitiv, akkor az egyenletnek két valés megoldasa van.

Ha pedig negativ, akkor az egyenletnek nincs valés megoldasa.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az ax? + bx + ¢ = 0 alakt masodfoku egyenlet gyoktényezGs alakja:
ar? +bzr +c=a(r—x)(x — )

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Viete-formulak nem valami titkds gydgyszer hatéanyag, hanem a masodfoku egyenlet gydkei és egytitthatéi kdzotti

Osszefliggéseket irja le:

:1:1+:132:%b a:le:g

Olyankor, amikor a masodfoku tag egydtthatédja 1, a Viete-formulak is egyszer(bbek:
2 +pr+qg=0 @z t+xy=-p TT3=g

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Egyenlétlenségek

Egyenlétlenséget ugyanugy kell megoldani, mint egyenletet. Amire figyelniink kell, hogy ha negativ szammal
szorzunk, az egyenl6tlenség iranya megfordul.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az egyik megoldas az, hogy szorzatta alakitjuk, aztan pedig szamegyenesen abrazoljuk a tényez8k elSjelét.

A masodik megoldas, hogy abrazoljuk vazlatosan a masodfoku fliggvényt, amit az egyenlétlenségbdl alkotunk, majd
leolvassuk a megoldast.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Abszolutértékes egyenletek és egyenlétlenségek

Egy szam abszolutértékén a nullatél vald tavolsagat értjik.

Precizebben egy & szam abszolutértékén ezt értjik:

iz |= zhal0<z
—rxhaxz <0

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Hatvanyozas, hatvanyazonossagok, normalalak

A hatvanyozas a szam dnmagaval vett szorzatait réviditi.

Pl.6%=6-6-6=216

Itt a 6-ot a hatvany alapjanak nevezzilk, a3-at kitevének, az eredményt pedig a hatvany értékének.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha azonos alapu hatvanyokat szorzunk, akkor a kitev6k 6sszead6dnak.

a® - ak = gtk

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Ha azonos alapu hatvanyokat osztunk, akkor a kitevék kivonddnak.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Hatvany hatvanya a kitevék szorzata.
(an)k — an-k

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Minden nem nulla szam nulladik hatvanya 1.
a’ =1 haa#0.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy nem nulla szam negativ egész kitevgjld hatvanyat agy szamolhatjuk ki, hogy a reciprokat a kitev§ ellentettjére

emeljuk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha egy szorzat mindkét tényez8je ugyanarra a hatvanyra van emelve, akkor a hatvanyt leirhatjuk csak egyszer
zaréjellel.

a®-b" =(a-b)"

Ez az azonossag visszafele irdnyba hasznosabb, ha egy zaréjeles szorzat hatvanyozva van, akkor azt szét lehet
szedni és mindkét tényezG6t hatvanyozni kell.

Pl:(2-3)2=22.32=4-9=36

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy toértnek a szamlaléja és nevezdje is ugyanarra a hatvanyra van emelve, akkor a hatvanyt leirhatjuk csak
egyszer zarojellel.

Ez az azonossag visszafele irdnyba hasznosabb, ha egy zaréjeles tért hatvanyozva van, akkor azt szét lehet szedni
és a szamlalét és nevez6t is hatvanyozni kell.

2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A tdl nagy vagy éppen tul pici szamok leiraséara taléltak ki a normalalakot.

A normalalak mindig egy szorzat, az elsé tényezéje egy abszolutértékben 1-nél nagyobb vagy egyenld, 10-nél kisebb
szam. A masik tényezGje pedig egy 10 hatvany.

PI.: 35000 = 3,5 - 10*

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Gyokos azonossagok és gyokos egyenletek

Egy @ nem negativ szam négyzetgydke az a nem negativ szam, aminek a négyzetea.

a>0 a>0 [ Ja’‘=a

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Vab=\a-vb a>0,b>0

a _ \a
\/;_% a>0,b>0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy a szam kdbgydke az a szam, aminek a kébea.

ac€R (\3/6)3:(1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Va-b=Ya-vyb acR,beR

a _ v
b= 9 acR,beR

3

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A gydkvonas masképpp viselkedik paros, illetve paratlan gydkkitevs esetén, igy kétféle definicidnk lesz.

Egy @ nem negativ szamn = 2k-adik gydke az a nem negativ szam, amire:

G@)* =a

Egy tetszbleges a szamn = 2k + 1-edik gybke az a szdm, amire:

(ka 2k+1 —a

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/matek-0-sze/gyokos-azonossagok-es-gyokos-egyenletek/negyzetgyok-kobgyok-gyokvonas-gyokos-azonossagok
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/gyokos-azonossagok-es-gyokos-egyenletek/negyzetgyok-kobgyok-gyokvonas-gyokos-azonossagok
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/gyokos-azonossagok-es-gyokos-egyenletek/negyzetgyok-kobgyok-gyokvonas-gyokos-azonossagok
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/gyokos-azonossagok-es-gyokos-egyenletek/negyzetgyok-kobgyok-gyokvonas-gyokos-azonossagok
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A gydkoés egyenletek megoldasat mindig ezzel kell kezdeni:

VIZE = 1ZE >0
VIZE = VALAMI = VALAMI >0

Ezt kdvetben az els6szamu célunk, hogy megszabaduljunk a gydkjelt6l, amit négyzetreemeléssel végezhetlnk.
llyenkor az a lehet6 legjobb, ha a gydkds izé maganyosan alldogal.

Ha megszabadultunk a gyokjeltél, minden gy megy tovabb, ahogy azt mar megszokhattuk az egyenleteknél.
A végén viszont fontos, hogy ellendrizniink kell, a megoldasunk megfelel-e a feladat elején felirt kritériumnak.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Exponencialis egyenletek és egyenlétlenségek

Hatvanyozas azonosséagai:

atak = gtk
a® _ n-k -n — 1
L =a a ==

(@) =a*  av =@
ar = (Yya)" = VaF
a"b” = (ab)”

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Exponencialis fliggvénynek nevezzik az f(:B) = a” alaku fiiggvényeket, ahola > 0 valés szam.
Az exponencidlis fliggvények meglehetdsen fontosak a matematikaban, s6t nem csak a matematikaban.

llyen flggvények irjék le a baktériumok szaporodasat, a radioaktiv elemek bomlasat, a szamitégéepek
teljesitményének névekedését és még rengeteg més dolgot.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az exponencialis egyenletek megoldasanak kulcsa, hogy a két oldalt azonos hatvanyalapra hozzuk, mert ekkor
a* =a=z=0>

igy hat az egyenlet két oldalat addig alakitgatjuk a hatvanyozas azonossagainak segitségével, amig erre az alakra
nem jutunk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Exponencialis egyenlétlenséget ugyanugy kell mint az egyenletet, amire figyelni kell csupan az az, hogy amikor
elhagyjuk a hatvanyalapot, nem mindegy, hogy az 1-nél nagyobb, vagy kisebb szam-e.

Ha az alap 1-nél nagyobb szam, akkor nem térténik semmi, az alap elhagyasa utan az egyenlétlenség iranya
megmarad.

Ha viszont az alap 1-nél kisebb szam, akkor az alap elhagyasa utan az egyenlétlenség iranya megfordul.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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https://www.mateking.hu/matek-0-sze/exponencialis-egyenletek-es-egyenlotlensegek/hatvanyazonossagok-az-exponencialis-fuggveny
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/exponencialis-egyenletek-es-egyenlotlensegek/hatvanyazonossagok-az-exponencialis-fuggveny
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/exponencialis-egyenletek-es-egyenlotlensegek/exponencialis-egyenletek-megoldasa-szoveges-feladatok
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/exponencialis-egyenletek-es-egyenlotlensegek/exponencialis-egyenlotlensegek
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Logaritmus, logaritmusos egyenletek, egyenlétlienségek

logax azt mondja meg, hogy a@-t hanyadik hatvanyra kell emelni ahhoz, hogyZ-et kapjunk.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

log, xy =log,z +log,y
log, % =log,z —log,y
log, x™ =nlog,

log, Vak = %logaw

__logyz
log,x = Tog o

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A logaritmikus egyenletek megoldaséanak Iényege, hogy ilyen alakra jussunk:
log,z =0
Mert innen a logaritmus definiciéja miatt az kdvetkezik, hogy

x=ab
Ahhoz, hogy a bonyolultabb egyenleteket is ilyen alakra hozzuk, a logaritmus azonossagait hasznaljuk.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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https://www.mateking.hu/matek-0-sze/logaritmus-logaritmusos-egyenletek-egyenlotlensegek/mi-az-a-logaritmus
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/logaritmus-logaritmusos-egyenletek-egyenlotlensegek/mi-az-a-logaritmus
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Fliggvények

Adott az A és B nem (ires halmaz.

Ha az A halmaz bizonyos elemeihez egyértelm(ien hozzarendeljik a BB halmaz bizonyos elemeit, akkor ezt a
hozzarendelést fliggvénynek nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Adott az f :A— B flggvény. A figgvény értelmezési tartomanya azoknak az elemeknek a halmaza azA
halmazban, amikhez a filggvény hozzarendel BB halmazbeli elemeket.

Az értelmezési tartomanyt az angol domain sz6 alapjan, ami egyébként azt jelenti, hogy tartomany, igy jelbljUk;Df.
De a gyengébb idegzetliek kedvéért szokas Ugy is jeldIni, hogy E.T.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f . & — Yy fluggveény kdlcsdndsen egyértelmd, ha T 7'5 X9 akkor Yp 74 Yo. Vagyis kuldnbdzé 2-ekhez mindig
kllénb6z6 Y-okat rendel.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a pontokat, ahol a fliggvény grafikonja az& tengelyt metszi, zérushelynek nevezziik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(a:) faggvényt egy]a,b[ intervallumon monoton névekedének mondunk, ha barmely 2y , o E]a, b[ esetén, ha
Ty < To, akkor f(x1) < f(x2)

SzigorGian monoton ndvekeds, ha barmely T1, T2 €]a, b esetén, ha; < Ty, akkor f(1) < f(x2)

Az f(x) fuggvényt egy |a, b[ intervallumon monoton csékkendnek mondunk, ha barmely 1, o €]a, b] esetén, ha
x1 < To, akkor f(x1) > f(x2)

SzigorGian monoton csékkend, ha barmely T1, o €]a, b| esetén, hay < g, akkor f(1) > f(x2)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/matek-0-sze/fuggvenyek/fuggveny-fogalma-ertelmezesi-tartomany-ertekkeszlet-fuggvenyertek
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/fuggvenyek/fuggveny-fogalma-ertelmezesi-tartomany-ertekkeszlet-fuggvenyertek
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/fuggvenyek/fuggveny-fogalma-ertelmezesi-tartomany-ertekkeszlet-fuggvenyertek
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/fuggvenyek/fuggveny-fogalma-ertelmezesi-tartomany-ertekkeszlet-fuggvenyertek
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Flggvény széls6értékén a maximumat illetve minimumat értjik.
Precizebben:

Az f(x) fuggvénynek az Ty € D pontjaban (globalis) maximuma van, ha minden € D esetén
f(z) < f(z0).
Az f(x) fuggvénynek az Ty € Dy pontjaban (globalis) minimuma van, ha mindenx € D esetén

f(z) = f(@o)-

Az f(x) fuggvénynek az £y € D pontjaban lokalis maximuma van, ha létezik olyan nem nulla kérnyezete, hogy
ott 6 a maximum.

Az f(x) fuggvénynek az Ty € D pontjaban lokalis minimuma van, ha létezik olyan nem nulla kérnyezete, hogy ott
6 a minimum.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Konkavnak nevezzik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "szomoru hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekdtsd egyenes felett halad.

Konvexnek nevezzik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "vidam hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekdt egyenes alatt halad.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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Els6foku fliggvények

A linearis flggvény képlete:

y=m-x+bvagyz—m-z+bvagy f(x)=m-z+0b
Az egyik dolog, amit érdemes tudni réla, hogy milyen meredeken megy.

Ezt meredekségnek hivjuk, és igy jon ki:

__ amennyit fslfele megy
" amennyitelsTemegy

A masik dolog, amit érdemes tudni, hogy hol metszi a fliggvény grafikonja azy tengelyt.
Ezt ugy hivjuk ,hogy tengelymetszet, és a jeleb a képletébdl.

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Fliggvények abrazolasa

Belsé fliggvénytranszformacio: f(:I? + a), ez ugy miikédik, hogy az & tengely mentén tolja el a fliggvény grafikonjat.
Kiilsé fiiggvénytranszformécio: f(x) + a, ez pedig azy tengelyen tolja el a fiiggvényt.

Flggvény szorzasa szammal:a - f(w) ilyenkor megnyuijtjuk a fiiggvényt azy tengely szerint.

Flggvény valtozéjanak szorzasa egy szammal: f(a . w) ilyenkor az T tengely szerint nyUjtjuk a fliggvényt.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Minden olyan figgvényt, ami az Yy tengelyre szimmetrikus, paros figgvénynek hivunk. Ezek a fliggvények azt tudjak,
hogy barmely Z-re amelyre értelmezve vannak:

f(-2) = f(z)

Azokat a fliggvényeket, amelyek az origbra szimmetrikusak, paratlan figgvénynek nevezzik. A paratlan fliggvények
ugy mikédnek, hogy barmely Z-re amelyre értelmezve vannak:

f(-z) = ~f(2)

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Ha az T kildnbdz8 pozitiv egész kitev8s hatvanyait 6sszeadjuk vagy kivonjuk, akkor polinomokat kapunk.
A polinomfliggvény altalanos alakja:

f(®)=a,2" +a, 12" 1 +...a1x+qp

A legmagasabb foku tag egyttthatéjat hivjuk f6egyitthatonak.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Szamtani és meértani sorozatok

Azokat a sorozatokat, ahol minden tag pontosan ugyanannyival nagyobb az el6z6 tagnalszamtani sorozatnak
nevezzik.

A sorozat differencigja az a szdm, amennyivel mindegyik tag nagyobb az el6zénél.
A sorozat els6 elemétaq -gyel, a differenciat d-vel jeléljak.

A szamtani sorozat 11-edik tagjat igy tudjuk kiszamolni:

a,=a; +(n—1)d
Az elsd 1 tagjanak dsszegét pedig igy:

Sp = 2(2a; + (n— 1)d)

A szamtani sorozatok tehat olyan legaldbb harom szambdl allé szamsorozatok ahol az egymassal szomszédos tagok
(egy tag, és az 6t megeldz4 tag) kilénbsége allandé. Ezt az dllandét, amely minden sorozatnal mas és mas, a
sorozat kilénbségének, vagy masként differenciajanak nevezzik, és d-vel jeldljik. A szamtani sorozat elnevezés
onnan ered, hogy a sorozatnak barmely harom egymast kévetd tagjara igaz, hogy a harom szam koziil a k6zéps6 a
két masik szamnak a szamtani kdzepe.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Meértani sorozatnak nevezzik azokat a legalabb harom tagbdl allé sorozatokat, ahol barmely két egymast kdvetd tag
(egy tag és az 6t megeléz6 tag) hanyadosa alland6. Ezt a hanyadost kvéciensnek nevezziik és g-val jeldljik. Egy
kicsit egyszer(ibben megfogalmazva egy sorozat akkor mértani sorozat, ha minden tagja pontosan g-szor annyi, mint
az el6z6 tag, ahol q egy tetsz6leges nem nulla szam, és ezt hivjuk a sorozat hanyadosanak, vagy masként
kvociensének.

Vagyis a sorozat kvociense vagy hanyadosa az a szam, ahanyszor mindegyik tag nagyobb az el6zénél.
A sorozat els6 elemétaq -gyel, a kvéciensét vagy hanyadosat g-val jeldljuk.

A mértani sorozat 11-edik tagjat igy tudjuk kiszamolni:

a, =a; -q" 1

Az els6 M tagjanak 6sszegét pedig igy:

q"—1
g—1

Sn =0

Olyankor, amikor § = 1 ez az 6sszegképlet nem miikddik. llyenkor a sorozat minden tagja az el6z6 tag egyszerese,
ami azt jelenti, hogy a sorozatnak minden tagja ugyanannyi. Ekkor az 6sszegképlet igy néz ki: Sn =a;-n

A mértani sorozat elnevezés onnan ered, hogy a nem negativ tagl mértani sorozatokra igaz, hogy barmely harom
egymast kdvetd tagja kézil a kdzépsé tag a masik két tag mértani kdzepe.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Kamatos kamat és pénziigyi szamitasok

A kamatos kamat |ényege, hogy betesziink a bankba egy 6sszeget, amit t6kének neveznek és -lal jeldlink. Erre
egy bizonyos id6szak alatt p%-os kamatot kapunk. Eddig ezt gy hivjuk, hogy egyszer( kamat. Attél lesz beléle
kamatos kamat, hogy a kamattal megnévelt 6sszeget Ujra kamatoztatjuk, és igy elindul a kamatos kamat folyamata.
Maganak a kamatos kamatnak a képlete nagyon egyszer(, csupan néhany dologra kell figyelni, amiket részletesen
be is mutatunk a kamatos kamat feladatok megoldésa kdzben.

AT} 6sszegb6l m darab kamatperiédus utan a kévetkez6 1, 6sszeg lesz, ha minden periédusban p-os a kamat:
= . Py
T =T - (1+ 1)

A képletben p jelenti a kamatot és 71 pedig a kamatperiédusok szamét. Ezek azok a periédusok, amiknek a végén
jovairjak a kamatot. Hogyha a kamatot havonta irjak jova, akkor a periddusok hénapok, és 11 a hdnapok szama.
Hogyha féléves jovairas van, akkor 71 a félévek szama, hogyha évente irjak jova a kamatot akkor? az évek szama
és igy tovabb. Vannak mindenféle bonyolult képletek, amik ezt megprobaljdk kezelni, de kar foglalkozni vellk, sokkal
egyszerlbb megérteni a dolog lIényegét és a sima kamatos kamat képletet hasznaln. Mindig azt a kérdést tegylk fél
magunknak, hogy milyen gyakorisaggal irjak j6va a kamatot, hany jévairas van és egy periédusra mekkora kamat jut.

Ha példaul az éves kamat 6% és évenkénti a kamatozas, akkorp = 6. Ha a jovairas félévente térténik, akkor a 6%-
0s éves kamatot is felezzik, tehat p = 3, vagy éppen havi j6vairas esetén az éves kamatot 12-vel kell osztani és igy
p= 0, 5. Ha ezt a gondolatmenetet megértjiik, a kamatos kamat képlete 8riilten egyszeri.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

T 6sszeget 11 darab periéduson keresztiil azonos méretli pénzdsszegekben térlesztiink. Minden periédusban P%-0s
a kamat. Az egy periddusra es6 torlesztérészlet:

_ q"(g-1) _ P

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

T darab peridduson keresztil azonos méret(i @ pénzdsszegeket fizetlink be, peri6dusonkénti p%-os kamat mellett.
Az 1 periddus végén dsszegylilt pénzmennyiség:

q"—1

Sn:a.q. =

g=1+ 2

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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22. OLDAL

A vektor egy irdnyitott szakasz.

—
Jelslgse: v = AB

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Vektorok

Van itt két vektor:a = (al,a2), Q = (bl,bz)
A két vektor 6sszege:
a+b=(a;+by,as+b)

A két vektor kiildnbsége:

a—b=(a; —by,ay —by)

%
AB=b-a

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Vanittaza = (a1 y a2) ésQ = (bl, b2) vektor.
Az a vektor hossza:

_ 2 2
la |= \/ %1 + a;

%
Az A B vektor hossza:

%
AB=|b—a|=/(b; —a1)* + (b —az)?

Es pont ugyanigy kapjuk meg az A és B pontok tavolsagat is.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Két pont kdzti vektor a végpontba mutatd helyvektor minusz a kezdépontba mutaté helyvektor.

_>
Tehat AB=0b—a

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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https://www.mateking.hu/matek-0-sze/vektorok/vektorok-a-geometriaban
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/vektorok/vektorok-a-koordinatarendszerben
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/vektorok/vektorok-a-koordinatarendszerben
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/vektorok/vektorok-a-koordinatarendszerben
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23. OLDAL

Koordinatageometria

A normalvektor az egyenesre meréleges nem nullvektor.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az irdnyvektor az egyenessel pdrhuzamos nem nullvektor.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az n(A, B) normalvektor( és a P(Zg, Yy ) ponton 4tmené € egyenes egyenlete:
e:Alx—z))+By—w) =0

Megnézem a kapcsol6do epizédot

C’(u, ’U) kbézéppontl és 7 sugarl kér egyenlete:

@—w?+(y—v? =+

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy P pontnak az Q(A, B) normalvektor(i € egyenestsl mért tavolsaga:

/A2+B2

d(P,e) =| ——=

Itt e(P) azt jelenti, hogy a PP pont koordinatait behelyettesitjiik az € egyenes egyenletébe.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/matek-0-sze/koordinatageometria/az-egyenes-egyenlete-egyenesek-metszespontja
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/koordinatageometria/az-egyenes-egyenlete-egyenesek-metszespontja
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/koordinatageometria/az-egyenes-egyenlete-egyenesek-metszespontja
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/koordinatageometria/a-kor-egyenlete
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/koordinatageometria/pont-es-egyenes-tavolsaga-emelt-szint
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Kombinatorika
Egy adott 72 elem( halmaz elemeinek egy ismétlés nélkiili permutaciéjan az7 kilénbdz8 elem egy sorba rendezését
ertjuk.

7 darab kilénb6z6 elem permutacidinak szama:

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

T faktorialisan az 1-nél kisebb vagy egyenld pozitiv egész szamok szorzatat értjik.
nl=n-(n—-1)-(n—-2)-...3-2-1

pl.:

41=4-3-2-1=24

5!=5-4-3-2-1=120

=1

Tovabba definicié szerint 0! = 1.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha 1 db. egymastdl kiilénbdzé elem kdzal kivalasztunk k (k < m) db.-ot (igy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje is

7 darab kiilonbéz6 elembdl kivalasztott k darab elem variaciéinak szama:

n-(n—1)-(n—2)----- (n—k—l—l):ﬁ

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha 72 kiilonboz6 elem kozil kivalasztunk k (k < 72) db.-ot tigy, hogy a kivalasztott elemek sorrendjére nem vagyunk
tekintettel, akkor 1 elem k-ad osztalyu ismétlés nélkuli kombinéaciéjat kapjuk.

7 darab kilénbdz6 elem kdziil kivalasztott k darab elem kombinaciinak szama:

n'

&) = momr

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Han elem kozott van kq, ks, . . ., k, egymassal megegyez, akkor az elemek egy sorba rendezését ismétléses
permutacionak nevezzik.

1 elem kozotti ky, ko, . . ., k, egymassal megegyezG ismétléses permutacioinak szama:

n!
Kyl ko - -k, !

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/matek-0-sze/kombinatorika/a-permutacio
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/kombinatorika/a-permutacio
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/kombinatorika/a-variacio
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/kombinatorika/a-kombinacio
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/kombinatorika/permutacio-variacio-kombinacio-es-egyeb-remsegek

25. OLDAL
&5 MATEKING.HU - MATEK 0 SZE KEPLETGYUJTEMENY

Ha 711 db. egymastél kiilonb6z8 elem kdzil kivalasztunk k db.-ot agy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje is szamit

......

Az 1 elem k-ad osztalyu ismétléses variaciok szama: nk.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Ha kor alakban helyezink el7t kiilbnbdz8 elemet és azok sorrendjét vizsgaljuk, akkor ciklikus permutéaciérél
beszéllnk.

7 darab kiilonb6z4 elem ciklikus permutacidinak szama %’ =(n—-1)!

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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https://www.mateking.hu/matek-0-sze/kombinatorika/permutacio-variacio-kombinacio-es-egyeb-remsegek
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/kombinatorika/a-ciklikus-permutacio
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Valészinliségszamitas

Eseményeknek nevezziik a valdszin(iségi kisérlet soran bekdvetkez§ lehetséges kimeneteleket.

Megkulénbdztetlink elemi eseményeket, ilyen példaul, hogy egy dobdkockaval 1-est dobunk. Vannak azonban olyan
események is amik tébb elemi eseménybdl épulnek fel, ilyen példaul az, hogy parosat dobunk.

Az eseményeket az ABC nagybetdivel jel6ljuk.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A valészinliség kiszamitasanak klasszikus modelljét akkor alkalmazhatjuk, ha egy kisérletnek véges sok kimenetele
van és ezek valdszinlisége egyenl8. Ekkor az esemény valbészinliségét ugy kaphatjuk meg, hogy megszamoljuk hany
elemi eseménybdl all és ezt elosztjuk az ésszes elemi esemény szamaval.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ezt a képletet hivjuk binomialis eloszlasnak:
P=()-p-(1—pr*

ahol 1 a kisérletek szama,

k a sikeres kisérletek szama,

P pedig a sikeres kisérlet valészinlisége.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Visszatevéses mintavételrél beszéllink, ha egy p valdszinliség(i elem t6bbszéri kihlizasanak esélyét vizsgaljuk ugy,
hogy ha kihGzunk egy ilyen elemet, akkor ezt kdvetéen azt visszarakjuk.

Példaul ha azt vizsgaljuk, hogy egy kosarban van 8 piros és 5 kék golyd, és mennyi a valészinlsége, hogy haromszor
hlzva két piros és egy kék goly6t hiznank agy, hogy a kihtzott golydkat mindig visszatesszik, akkor az egy
visszatevéses mintavétel.

A visszatevées mintavételhez kapcsolddo eloszlas a binomialis eloszlas.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/matek-0-sze/valoszinusegszamitas/esemenyek-valoszinusegek
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/valszam-alapok-klasszikus-valszam
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/valszam-alapok-klasszikus-valszam
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/valoszinusegszamitas/esemenyek-valoszinusegek
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nevezetes-diszkret-es-folytonos-eloszlasok
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/valoszinusegszamitas/visszateveses-es-visszateves-nelkuli-mintavetel-a-binomialis-eloszlas
https://www.mateking.hu/adatelemzes-2/becslesek
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nevezetes-diszkret-es-folytonos-eloszlasok
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/valoszinusegszamitas/visszateveses-es-visszateves-nelkuli-mintavetel-a-binomialis-eloszlas
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A visszatevés nélkiili mintavétel tipikus példaja, hogy van egy doboz, benne IV darab elem. Kéziilik /X darab
valamilyen tulajdonsagu, az egyszerliség kedvéért hivjuk selejtesnek. Mondjuk sarga vagy szép vagy ronda.
KihGzunk 73 darab elemet, és ez a képlet meg fogja nekiink mondani, hogy mekkora az esélye, hogy kozulikk darab
a vizsgalt tulajdonsagu:

(5)-(5=)
k n—k
De vannak olyan esetek, amikor a visszatevés nélkili mintavételnél méasik képletet kell hasznalnunk. Ezt a mésik

képletet binomialis eloszlasnak nevezzik, és olyankor hasznaljuk, amikor a selejtek szama helyett csak a selejtek
aranyat ismerjik.

Ez a binomidlis eloszlas képlete:
P=() r-1-p*

ahol 1 a kisérletek szama,

k a sikeres kisérletek szama,
P pedig a sikeres kisérlet valoszinlisége.

Es, hogy mi alapjan doéntjiik el, hogy a két képlet koziil melyiket kell hasznalni? A dolog nagyon logikus, nézd meg a
kapcsolédo epizddot és minden vilagos lesz.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A hipergeometriai eloszlas a visszatevés nélklli mintavételhez kapcsolodé eloszlas, képlete pedig:

P(X:k):%

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az Aés B eseményt egymastdl fliggetlennek nevezzik, ha teljesil rajuk, hogy
P(ANB) = P(A) - P(B)

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az A és B eseményt kizaronak neveziink, ha
ANnB=10

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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https://www.mateking.hu/adatelemzes-2/becslesek
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nevezetes-diszkret-es-folytonos-eloszlasok
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nevezetes-diszkret-es-folytonos-eloszlasok
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/valoszinusegszamitas/visszateveses-es-visszateves-nelkuli-mintavetel-a-binomialis-eloszlas
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nevezetes-diszkret-es-folytonos-eloszlasok
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/valoszinusegszamitas/visszateveses-es-visszateves-nelkuli-mintavetel-a-binomialis-eloszlas
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/valoszinusegszamitas/fuggetlen-es-kizaro-esemenyek
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/valoszinusegszamitas/fuggetlen-es-kizaro-esemenyek
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A varhato érték
A varhato érték jele E(X) €s ez nem mas, mint egy esemény 8sszes kimenetelének valészinliségekkel sulyozott
atlaga.
A képlete:
EX)=Xi - m+Xo pp+Xs-py+- -+ Xy pp = X X;P(Xy),
ahol X; az i-edik kimenetel, p; pedig annak bekdvetkezésének valészinlisége.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/varhato-ertek-es-szoras
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/valszam-alapok-klasszikus-valszam
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/a-varhato-ertek/a-varhato-ertek-kiszamolasa
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Geometriai valészinliség

Ha egy esemény el6fordulasat geometriai alakzat (vonal, sikidom, test) mértékével jellemezzik, akkor geometriai
valészinlségrél beszéllnk.

kedvezs

: _ Tkedvezd
~sszes lehet mondjuk P = ===

o0sszes

llyenkor a szokasos P =

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/valszam-alapok-klasszikus-valszam
https://www.mateking.hu/matek-0-sze/geometriai-valoszinuseg/a-geometriai-valoszinuseg
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