
MATEKING.HU

Képletgyűjtemény

MATEK 3 BÁNKI tantárgy

Kiadás dátuma: 2026. 10. 03.



Tartalomjegyzék

Határozatlan integrálás, primitív függvény........................................................................ 2

Határozott integrálás..........................................................................................................6

Differenciálegyenletek....................................................................................................... 7

Laplace transzformáció.................................................................................................... 11

Izoklinák...........................................................................................................................13

Fourier sorok.................................................................................................................... 14

Sorok & hatványsorok & Taylor-sorok..............................................................................15

Parciális deriválás, iránymenti derivált, érintősík.............................................................18

Kétváltozós függvények...................................................................................................20

Kétváltozós határérték és totális differenciálhatóság...................................................... 23

Kettős és hármas integrál................................................................................................ 24

A binomiális eloszlás és a hipergeometriai eloszlás.........................................................26

Eloszlás, eloszlásfüggvény, sűrűségfüggvény..................................................................28

Geometriai valószínűség, Binomiális tétel........................................................................31

Kombinatorika..................................................................................................................32

Markov és Csebisev egyenlőtlenségek.............................................................................34

Nevezetes diszkrét és folytonos eloszlások......................................................................35

Teljes valószínűség tétele, Bayes tétel............................................................................ 38

Valszám alapok, klasszikus valszám................................................................................ 39

Várható érték és szórás................................................................................................... 40

1. OLDAL

1. OLDAL



Határozatlan integrálás, primitív függvény

Az  függvény primitív függvényének jele  és azt tudja, hogy ha deriváljuk, akkor visszakapjuk -et,
azaz

Egy függvény primitív függvényeinek halmazát nevezzük a függvény határozatlan integráljának.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/alapintegralok-es-a-linearis-helyettesites


Megnézem a kapcsolódó epizódot

Integráláskor a konstans szorzó kivihető:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Összeget külön-külön is integrálhatunk:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha a szorzás elvégezhető, akkor végezzük el, és utána integráljunk.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A parciális integrálást szorzatok integrálására fejlesztették ki. Az elnevezés onnan ered, hogy a szorzatot részenként
fogjuk integrálni:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/az-s2-integralasi-modszer-faf-tipusu-szorzatokra-20
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/a-parcialis-integralas-s3


Ez a tétel az összetett függvények integrálásáról szól. Csak sajnos az a gond az összetett függvényekkel, hogy az
integrálásuk általában elég reménytelen vállalkozás.

Érdemes még néhány speciális esetet megjegyeznünk:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Próbálkozzunk a tört földarabolásával és utána integráljunk.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A helyettesítéses integrálás lényege, hogy egy kifejezést -val helyettesítünk annak reményében, hogy hátha így
képesek leszünk majd megoldani a feladatot.

Hasznos helyettesítések:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

 MATEKING.HU - MATEK 3 BÁNKI KÉPLETGYŰJTEMÉNY

 MATEKING.HU - MATEK 3 BÁNKI KÉPLETGYŰJTEMÉNY
4. OLDAL

4. OLDAL

https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/osszetett-fuggvenyek-integralasa-s4
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/integralas-a-tortek-feldarabolasaval-t1
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/az-f-f-tipusu-tortek-integralasa-t2
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/integralas-helyettesitessel


Bármilyen racionális törtfüggvényt nagyon egyszerűen tudunk integrálni. Mindössze annyit kell tennünk, hogy
fölbontjuk elemi törtekre és az elemi törteket az előbbi módszereinkkel integráljuk.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A helyettesítéses integrálás úgy működik, hogy egy kifejezést -val helyettesítünk annak reményében, hogy hátha
így képesek leszünk megoldani a feladatot.

A helyettesítéses integrálás egyik legfurcsább esete az . Olyankor használjuk, ha a törtben  és 
 is csak első fokon szerepel.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/trigonometrikus-fuggvenyek-integralasa-a-tangens-ikszfeles-helyettesites


Határozott integrálás

Ha  integrálható az  intervallumon és létezik primitív függvénye ezen az intervallumon, akkor a Newton
Leibniz formula szerint a határozott integrálját a következőképp számolhatjuk ki:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az   intervallumon korlátos függvény Riemann integrálható az  intervallumon, ha egyetlen olyan  szám
létezik, hogy bármely felosztásra:

ahol  az alsó közelítő összeg: 

ahol  a felső közelítő összeg: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha integráljuk a pozitív számegyenesen az

függvényt, akkor 0-tól 1-ig is improprius integrált kapunk és 1-től végtelenig is.

Ha 0-tól 1-ig integrálunk:

Ha 1 és végtelen között integrálunk:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Forgástest térfogata:

Forgástest felszíne:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozott-integralas/a-gorbe-alatti-terulet-es-ket-fuggveny-gorbei-kozti-terulet
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozott-integralas/riemann-integralhatosag-integralfuggveny
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozott-integralas/egy-fontos-fuggvenytipus-improprius-integralja
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozott-integralas/forgastest-terfogata-es-felszine


Differenciálegyenletek

A differenciálegyenletek olyan egyenletek, amiben az ismeretlenek függvények. Az egyenletben ezeknek a
függvényeknek a különböző deriváltjai és hatványai szerepelnek.

Ha ez a bizonyos függvény egyváltozós, akkor a differenciálegyenletet közönséges differenciálegyenletnek nevezzük,
ha a függvény többváltozós, akkor parciális differenciálegyenletnek.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A rend azt mondja meg, hogy a függvény maximum hányadik deriváltja szerepel az egyenletben.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha az ismeretlen függvény és deriváltjai csak első fokon szerepelnek a differenciálegyenletben, akkor az egyenlet
lineáris.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A szeparábilis differenciálegyenlet így néz ki:

Megoldásának menete pedig a következő:

Az -t lecseréljük arra, hogy .

Aztán jön a szétválasztás: minden -os dolgot a -os oldalra viszünk és minden -eset a -es oldalra.

Ezt követően mindkét oldalt integráljuk és megkapjuk a megoldást.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy differenciálegyenlet homogén fokszámú, ha  helyettesítés után minden -es tag kitevője megegyezik.

A homogén fokszámú differenciálegyenletek megoldásának menete a következő:

Először elvégezzük az  (röviden ) helyettesítést, ekkor .

Így ez az egyenlet már szeparábilis, úgyhogy jöhet a szétválasztás.

Megoldjuk a szeparábilis egyenletet, ahol  helyett most -ra hajtunk. És amikor  már megvan, visszacsináljuk -ra.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/mik-azok-a-differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/mik-azok-a-differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/mik-azok-a-differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/analizis-2/differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/a-szeparabilis-differencialegyenlet
https://www.mateking.hu/analizis-2/differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/analizis-2/differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/a-homogen-fokszamu-differencialegyenlet


A  differenciálegyenlet akkor egzakt, ha , röviden .

Az egzakt egyenletek megoldása , ahol  és 

A megoldást intgerálással kapjuk:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha a differenciálegyenlet nem egzakt, akkor megpróbálhatjuk egzakttá tenni egy integráló tényező segítségével.

Az integráló tényező megtalálásához elsőként kiszámoljuk ezeket:

 és 

Ha ezek közül az első csak y-t tartalmaz, vagy a második csak x-et tartalmaz, nos olyankor van remény az integráló
tényező megtalálására.

Az integráló tényező:

 vagy 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az elsőrendű lineáris differenciálegyenlet általános alakja úgy néz ki, hogy van benne egy , és van benne egy
elsőfokú .

Megoldásának menete pedig a következő:

Kiszámolunk egy  függvényt:

Beszorozzuk az egyenletet -el, hogy a bal oldal egy szorzat deriváltja legyen.

Végül mindkét oldalt integráljuk.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/analizis-2/differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/egzakt-differencialegyenlet
https://www.mateking.hu/analizis-2/differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/egzakt-differencialegyenlet-az-integralo-tenyezo-10
https://www.mateking.hu/analizis-2/differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/elsorendu-linearis-differencialegyenlet


A konstans variálás módszere egy megoldási módszer az elsőrendű lineáris differenciálegyenletekhez.

Első lépésként megoldjuk az úgynevezett homogén egyenletet, ami ez:

A homogén egyenlet megoldása:

Ezt követően jön a konstansok variálása, azt mondjuk, hogy a megoldásban szereplő konstans legyen egy 
függvény. És ezt a  függvényt úgy variáljuk, hogy ha behelyettesítjük az egyenletbe, akkor épp az inhomogén
egyenlet jobb oldalát kapjuk.

Az egyenlet megoldását úgy kapjuk meg, hogy a homogén megoldásban  helyére beírjuk, ami kijött.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az elsőrendű lineáris állandó együtthatós differenciálegyenlet egy speciális esete a lineáris elsőrendű egyenleteknek.
Azért hívják állandó együtthatósnak, mert a  függvény ilyenkor valamilyen konstans, mondjuk .

Az általános megoldása úgy jön ki, hogy a homogén megoldáshoz hozzáadjuk a partikuláris megoldást.

A homogén egyenlet: 

A homogén megoldás: 

Az általános megoldás: homogén megoldás + partikuláris megoldás

A partikuláris megoldást próbafüggvény módszerrel keressük meg. Az, hogy mi is lesz a partikuláris megoldás, ez
mindig a jobb oldali függvénytől függ:

 másodfokú polinom: 

 harmadfokú polinom: 

 exponenciális kifejezés: 

 szinusz vagy koszinusz: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Rezonanciáról beszélünk, ha az elsőrendű lineáris állandó együtthatós differenciálegyenlet partikuláris megoldásában
szerepel  és a kitevője éppen megegyezik a homogén megoldás kitevőjével.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

 MATEKING.HU - MATEK 3 BÁNKI KÉPLETGYŰJTEMÉNY

 MATEKING.HU - MATEK 3 BÁNKI KÉPLETGYŰJTEMÉNY
9. OLDAL

9. OLDAL

https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/a-konstans-varialas-modszere
https://www.mateking.hu/analizis-2/differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/elsorendu-linearis-allando-egyutthatos-differencialegyenlet
https://www.mateking.hu/analizis-2/differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/elsorendu-linearis-allando-egyutthatos-differencialegyenlet


A másodrendű lineáris állandó együtthatós homogén differenciálegyenlet általános alakja:

A megoldás lépései:

Először megoldjuk a karakterisztikus egyenletet.

Ha a karakterisztikus egyenletnek két különböző valós megoldása van  és  akkor 

Ha a karakterisztikus egyenletnek egy valós megoldása van akkor 

Ha a karakterisztikus egyenletnek két különböző komplex megoldása van  és  akkor 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A másodrendű lineáris állandó együtthatós inhomogén differenciálegyenlet általános alakja:

A megoldás lépései:

Először megoldjuk a karakterisztikus egyenletet: .

Ha a karakterisztikus egyenletnek két különböző valós megoldása van  és  akkor 

Ha a karakterisztikus egyenletnek egy valós megoldása van akkor 

Ha a karakterisztikus egyenletnek két különböző komplex megoldása van  és  akkor 

Ezzel megkapjuk a homogén megoldást.

A partikuláris megoldást próbafüggvény módszerrel végezzük:

 polinom: 

 exponenciális kifejezés: 

 szinusz vagy koszinusz: 

Az általános megoldás a homogén megoldás és partikuláris megoldás összege.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Laplace transzformáció

Az  függvény Laplace transzformáltja a következő integrálás:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Néhány függvény Laplace transzformáltja:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Néhány függvény inverz Laplace transzformáltja:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Izoklinák

Azon pontok halmazát, melyekben a megoldásfüggvények meredeksége egy adott számmal egyenlő, a
differenciálegyenlet izoklinájának nevezzük.

Az  izoklináinak egyenlete:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Fourier sorok

A Fourier sor a  szerint periodikus függvények egy speciális függvénysora:

ahol az úgynevezett Fourier-együtthatók:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Sorok & hatványsorok & Taylor-sorok

Azokat a sorokat nevezzük mértani sornak, amelyek így néznek ki, mint ez:

Ha  akkor a mértani sor konvergens és összege

Ha  akkor a sor divergens.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy végtelen sor akkor konvergens, ha részletösszegsorozata konvergens és ekkor a sor összege:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  akkor  divergens.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  sor konvergens, ha  monoton csökkenő sorozat.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  sor konvergenciája a gyök kritérium alapján így dönthető el:

Ha  akkor  abszolút konvergens.

Ha  akkor  divergens.

Ha  akkor nem tudunk semmit.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  sor konvergenciája a hányados kritérium alapján így dönthető el:

Ha  akkor  abszolút konvergens.

Ha  akkor  divergens.

Ha  akkor nem tudunk semmit.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Ha  pozitív tagú monoton csökkenő sorozat, akkor a

végtelen sort Leibniz sornak nevezzük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  és  nem negatív tagú sorok, és egy bizonyos tagtól  akkor

 konvergens  is konvergens

 divergens  is divergens

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A teleszkopikus sorok olyan végtelennek tűnő összegek, amik megfelelő átalakítások után már csak véges sok tagból
állnak.

Például:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  a hatványsor középpontja, akkor az  pont  sugarú környezetét konvergencia tartománynak nevezzük, ahol  a
konvergenciasugár.

A konvergencia tartomány belső pontjaiban a hatványsor abszolút konvergens, a végpontokat pedig külön kell vizsgálni.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  a hatványsor középpontja, akkor az  pont  sugarú környezetét konvergencia tartománynak nevezzük.

A konvergencia tartomány belső pontjaiban a hatványsor abszolút konvergens, a végpontokat pedig külön kell vizsgálni.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Legyen  -szor differenciálható egy  intervallumon, ami tartalmazza az  számot. Ekkor az  függvény 
pontban felírt -adfokú Taylor polinomja:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/sorok-hatvanysorok-taylor-sorok/a-taylor-sor


Legyen  akárhányszor differenciálható egy  intervallumon, ami tartalmazza az  számot. Ekkor az  függvény 
pontban felírt Taylor sora:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az , ,  és  függvények Taylor sorai:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  egymás után -szor folytonosan differenciálható az  zárt intervallumon, és -edszer differenciálható az
 nyílt intervallumon, akkor létezik olyan  amire

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Azokat a végtelen sorokat, amelyek így néznek ki, hatványsornak nevezzük:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Parciális deriválás, iránymenti derivált, érintősík

Az  függvény  és  szerinti deriváltjaiból álló vektort gradiensnek nevezzük.

A gradienst szokás deriváltvektornak is nevezni, és az  kétváltozós függvény gradiensvektorát úgy jelöljük,
hogy .

A gradiensvektor elnevezés onnan ered, hogy éppen a gradiens vektor irányában emelkedik mindig a legjobban a
kétváltozós függvény grafikonja, ami egy felület.

Az  függvény deriváltvektora vagy másként gradiense az  pontban:

A gradiens segítségével tudjuk kiszámítani az iránymenti deriváltat.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  függvény  és  szerinti deriváltjaiból álló vektort deriváltvektornak nevezzük.

A deriváltvektort szokás gradiensnek is nevezni, és az  kétváltozós függvény deriváltvektorát úgy jelöljük,
hogy .

Az  függvény deriváltvektora vagy másként gradiense az  pontban:

A deriváltvektor segítségével tudjuk kiszámítani az iránymenti deriváltat.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az iránymenti derivált azt jelenti, hogy egy általunk megadott tetszőleges  irány mentén milyen meredeken
emelkedik a függvény felülete.

Az  függvény  iránymenti deriváltja a  pontban:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az iránymenti derivált azt jelenti, hogyha a kétváltozós függvény grafikonjának egy pontjában áll egy hagymászó, és
elindul egy  irányban, akkor ebben az irányban milyen meredeken emelkedik a felület.

Ahogy a  irányt változtatjuk, az iránymenti derivált értéke is változik.

És van egy olyan  irány, ahol az iránymenti derivált maximális. Ezt az irányt nevezzük gradiens iránynak és ez
mindig megegyezik a deriváltvektor irányával.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az  függvényhez a  pontban húzott érintősík egyenlete:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A függvényeket két nagy típusba sorolhatjuk, az explicit és az implicit függvények csoportjába. Az explicit függvények
azok, amelyek egy konkrét képlettel vannak megadva, míg az implicit függvények valamilyen egyenlet formájában
adhatók meg.

Egy függvény akkor implicit, ha  nincs kifejezve, vagyis nem  alakú.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  egy implicit függvény, akkor deriváltja:

Ha  egy  változós implicit függvény, akkor az , mint implicit függvény deriváltja az 
 változó szerint:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Kétváltozós függvények

A kétváltozós függvények úgy működnek, hogy két valós számhoz rendelnek hozzá egy harmadik valós számot.
Másként fogalmazva számpárokhoz rendelnek hozzá egy harmadik számot.

Ezeket a számpárokat tekinthetjük úgy, mint a sík pontjainak koordinátáit.

A kétváltozós függvények ennek a síknak a pontjaihoz rendelnek hozzá egy harmadik koordinátát, egy magasságot.

Az értelmezési tartomány minden pontjához hozzárendelve ezt a harmadik, magasság koordinátát, kirajzolódik az x,
y sík felett a függvény, ami egy felület.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A Young-tétel szerint vegyes másodrendű deriváltak egyenlők (egészen pontosan akkor egyenlők, ha a függvény
kétszer totálisan deriválható):

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  függvény  szerinti parciális deriváltja:

Ez azt jelenti, hogy  szerint deriválunk,  most csak konstansnak számít, ha önállóan áll, akkor deriváltja nulla, ha
szorozva van valami -essel, akkor marad

Az  függvény  szerinti parciális deriváltja:

Ez azt jelenti, hogy  szerint deriválunk,  most csak konstansnak számít, ha önállóan áll, akkor deriváltja nulla, ha
szorozva van valami -ossel, akkor marad

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Első lépés:

Második lépés:

Az egyenletrendszer megoldásai a stacionárius pontok

Harmadik lépés:

Ha  pozitív, és , akkor lokális minimum van.

Ha  pozitív, és , akkor lokális maximum van.

Ha  negatív, akkor nyeregpont van.

Ha  nulla, akkor további vizsgálat szükséges, de ilyen nem nagyon szokott lenni.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  függvény értelmezési tartományának azon pontjait, ahol mindkét parciális derivált nulla, az 
függvény stacionárius pontjainak nevezzük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha az  többváltozós függvénynek az  pontban léteznek  első parciális deriváltjai és

akkor  az  többváltozós függvény stacionárius pontja.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A másodrendű deriváltakból képzett mátrix, amely segít eldönteni, hogy a függvénynek a stacionárius pontokban
minimuma, maximuma, vagy éppen nyeregpontja van-e.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A sík azon pontjainak összességét, amelyekben az  függvény ugyanazt a konstans értéket veszi fel, azaz 
, az  függvény szintvonalának nevezzük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  függvényhez a  pontban húzott érintősík egyenlete:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az iránymenti derivált azt jelenti, hogy egy általunk megadott tetszőleges  irány mentén milyen meredeken
emelkedik a függvény felülete.

Az  függvény  iránymenti deriváltja a  pontban:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A függvényeket két nagy típusba sorolhatjuk, az explicit és az implicit függvények csoportjába. Az explicit függvények
azok, amelyek egy konkrét képlettel vannak megadva, míg az implicit függvények valamilyen egyenlet formájában
adhatók meg.

Egy függvény akkor implicit, ha  nincs kifejezve, vagyis nem  alakú.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  egy implicit függvény, akkor deriváltja:

Ha  egy  változós implicit függvény, akkor az , mint implicit függvény deriváltja az 
 változó szerint:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Kétváltozós határérték és totális differenciálhatóság

Az  függvény határértéke az  pontban , ha minden -ra van  úgy, hogy ha 
eleme az  pont  sugarú környezetének, vagyis ha

akkor

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  kétváltozós függvény totálisan differenciálható az  helyen, ha léteznek olyan  és  valós
számok, hogy

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  kétváltozós függvény  szerinti parciális deriváltja:

Az  kétváltozós függvény  szerinti parciális deriváltja:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

 MATEKING.HU - MATEK 3 BÁNKI KÉPLETGYŰJTEMÉNY

 MATEKING.HU - MATEK 3 BÁNKI KÉPLETGYŰJTEMÉNY
23. OLDAL

23. OLDAL

https://www.mateking.hu/analizis-1/fuggvenyek-hatarerteke-es-folytonossaga
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/ketvaltozos-hatarertek-es-totalis-differencialhatosag/ketvaltozos-fuggvenyek-hatarerteke
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/ketvaltozos-hatarertek-es-totalis-differencialhatosag/a-totalis-es-a-parcialis-differencialhatosag
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/ketvaltozos-hatarertek-es-totalis-differencialhatosag/a-totalis-es-a-parcialis-differencialhatosag


Kettős és hármas integrál

A kétváltozós függvények úgy működnek, hogy két valós számhoz rendelnek hozzá egy harmadik valós számot. Az
értelmezési tartomány minden pontjához hozzárendelve ezt a harmadik, magasság koordinátáit, kirajzolódik az 
sík felett a függvény, ami egy felület.

A kétváltozós függvények határozott integrálja így egy test térfogata.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A kettősintegrálok segítségével különböző felületek alatti térfogatokat tudunk kiszámolni.

A legegyszerűbb eset, amikor egy téglalapon integrálunk. Ilyenkor az integrálás határai valamilyen számok.

A sorrend megcserélhető: mindegy, hogy először az  szerinti határokat adjuk meg és utána az  szerintit vagy
fordítva.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A polárkoordinátás helyettesítés egy olyan helyettesítés, ami remekül alkalmazkodik a kör tulajdonságaihoz. A dolog
lényege, hogy a körben a hagyományos  és  koordináták helyett új koordinátákat vezetünk be.

Az egyik azt mondja meg, hogy milyen távol vagyunk a kör középpontjától és ezt -nek nevezzük.

A másik pedig egy forgásszög, és jele .

Az új koordinátákat polárkoordinátáknak nevezzük, a módszert pedig polárkoordinátás helyettesítésnek. A kapcsolat
a régi és az új koordináták között a következő:

A polárkoordinátás helyettesítés elvégzése után az integrálásban drasztikus változások lesznek. A helyettesítést
ezzel a képlettel végezzük:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A henger-koordináták:

A henger-koordinátás helyettesítés elvégzése után az integrálásban drasztikus változások lesznek.

A helyettesítést ezzel a képlettel végezzük:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A polárkoordináták háromdimenziós változatát gömbi koordinátáknak nevezzük.

Az  azt mondja meg, hogy milyen távol vagyunk az origótól, a  és  pedig két forgás-szög.

A régi  és az új gömbi koordináták közti kapcsolat:

A gömb koordinátás helyettesítés:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A binomiális eloszlás és a hipergeometriai eloszlás

Ezt a képletet hívjuk binomiális eloszlásnak:

ahol  a kísérletek száma,

 a sikeres kísérletek száma,

 pedig a sikeres kísérlet valószínűsége.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Visszatevéses mintavételről beszélünk, ha egy  valószínűségű elem többszöri kihúzásának esélyét vizsgáljuk úgy,
hogy ha kihúzunk egy ilyen elemet, akkor ezt követően azt visszarakjuk.

Például ha azt vizsgáljuk, hogy egy kosárban van 8 piros és 5 kék golyó, és mennyi a valószínűsége, hogy háromszor
húzva két piros és egy kék golyót húznánk úgy, hogy a kihúzott golyókat mindig visszatesszük, akkor az egy
visszatevéses mintavétel.

A visszatevées mintavételhez kapcsolódó eloszlás a binomiális eloszlás.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A visszatevés nélküli mintavétel tipikus példája, hogy van egy doboz, benne  darab elem. Közülük  darab
valamilyen tulajdonságú, az egyszerűség kedvéért hívjuk selejtesnek. Mondjuk sárga vagy szép vagy ronda.
Kihúzunk  darab elemet, és ez a képlet meg fogja nekünk mondani, hogy mekkora az esélye, hogy közülük  darab
a vizsgált tulajdonságú:

De vannak olyan esetek, amikor a visszatevés nélküli mintavételnél másik képletet kell használnunk. Ezt a másik
képletet binomiális eloszlásnak nevezzük, és olyankor használjuk, amikor a selejtek száma helyett csak a selejtek
arányát ismerjük.

Ez a binomiális eloszlás képlete:

ahol  a kísérletek száma,

 a sikeres kísérletek száma,

 pedig a sikeres kísérlet valószínűsége.

És, hogy mi alapján döntjük el, hogy a két képlet közül melyiket kell használni? A dolog nagyon logikus, nézd meg a
kapcsolódó epizódot és minden világos lesz.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A hipergeometriai eloszlás a visszatevés nélküli mintavételhez kapcsolódó eloszlás, képlete pedig:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Eloszlás, eloszlásfüggvény, sűrűségfüggvény

Folytonosnak nevezzük azokat a valószínűségi változókat, amik folytonos mennyiségeket mérnek, ilyen például az
idő, a távolság. Ebben az esetben az eloszlás függvény is mindig folytonos függvény lesz.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Diszkrétnek nevezzük azokat a valószínűségi változókat, amik megszámlálhatóan sok értéket vesznek fel. Ez azt
jelenti, hogy vagy véges sokat, vagy végtelent, de úgy, hogy fel tudjuk sorolni az értékeit.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  valószínűségi változó eloszlásfüggvénye:

Ha az  valószínűségi változó diszkrét és értékei  meg ilyenek, akkor az eloszlásfüggvény
mindig egy lépcsőzetes függvény, ami minden számnál pontosan akkorát ugrik, mint az adott szám valószínűsége,
amíg el nem érjük az 1-et.

Ha az  valószínűségi változó folytonos, akkor az  és  számok között bármilyen valós értéket fölvehet. Ilyenkor az
eloszlásfüggvény is folytonos, ami -ig nullát vesz föl,  és  közt növekszik és  után végig egyet vesz föl.Vagyis
ahol az  valószínűségi változó működik, ott a függvény életre kel, előtte és utána pedig hibernált állapotban van.
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 MATEKING.HU - MATEK 3 BÁNKI KÉPLETGYŰJTEMÉNY

 MATEKING.HU - MATEK 3 BÁNKI KÉPLETGYŰJTEMÉNY
28. OLDAL

28. OLDAL

https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny
https://www.mateking.hu/matek-3-banki/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny/az-eloszlasfuggveny
https://www.mateking.hu/matek-3-banki/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny/az-eloszlasfuggveny
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny
https://www.mateking.hu/matek-3-banki/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny/az-eloszlasfuggveny


A sűrűségfüggvény úgy működik, hogy a valószínűségeket a görbe alatti területek adják meg. Az eloszlásfüggvény
jele  volt, a sűrűségfüggvény jele . Az  valószínűség éppen a görbe alatti terület -tól -ig.

Ha az  valószínűséget szeretnénk kiszámolni:

Ha a  valószínűséget:

Ha ezt a három területet összeadjuk, akkor éppen a teljes görbe alatti területet kapjuk, ami a 100%-ot jelenti, így hát
ez a terület éppen 1.

A sűrűségfüggvény tulajdonságai:

nem negatív

Megnézem a kapcsolódó epizódot

1. 

2. 

3. monoton nő

4. balról folytonos

Megnézem a kapcsolódó epizódot

1. 

2. nem negatív

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az  valószínűségi változó  eloszlásfüggvényéből úgy kapjuk meg az  sűrűségfüggvényét, hogy az 
 eloszlásfüggvényt deriváljuk, azaz:

Ha az  valószínűségi változó  sűrűségi függvényét ismerjük, és meg akarjuk adni az 
eloszlásfüggvényét, akkor azt pedig így tehetjük:
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Geometriai valószínűség, Binomiális tétel

Ha egy esemény előfordulását geometriai alakzat (vonal, síkidom, test) mértékével jellemezzük, akkor geometriai
valószínűségről beszélünk.

Ilyenkor a szokásos  lehet mondjuk 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Binomiális tétel:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

ő

ö

ő

ö
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Kombinatorika

Egy adott  elemű halmaz elemeinek egy ismétlés nélküli permutációján az  különböző elem egy sorba rendezését
értjük.

 darab különböző elem permutációinak száma:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

 faktoriálisán az -nél kisebb vagy egyenlő pozitív egész számok szorzatát értjük.

pl.:

Továbbá definíció szerint .

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  db. egymástól különböző elem közül kiválasztunk  ( ) db.-ot úgy, hogy a kiválasztott elemek sorrendje is
számít, akkor az  elem -ad osztályú ismétlés nélküli variációját kapjuk.

 darab különböző elemből kiválasztott  darab elem variációinak száma:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  különböző elem közül kiválasztunk  ( ) db.-ot úgy, hogy a kiválasztott elemek sorrendjére nem vagyunk
tekintettel, akkor  elem -ad osztályú ismétlés nélküli kombinációját kapjuk.

 darab különböző elem közül kiválasztott  darab elem kombinációinak száma:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  elem között van  egymással megegyező, akkor az elemek egy sorba rendezését ismétléses
permutációnak nevezzük.

 elem közötti  egymással megegyező ismétléses permutációinak száma:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Ha  db. egymástól különböző elem közül kiválasztunk  db.-ot úgy, hogy a kiválasztott elemek sorrendje is számít
és ugyanazt az elemet többször is választhatjuk, akkor az  elem -ad osztályú ismétléses variációját kapjuk.

Az  elem -ad osztályú ismétléses variációk száma: .

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha kör alakban helyezünk el  különböző elemet és azok sorrendjét vizsgáljuk, akkor ciklikus permutációról
beszélünk.

 darab különböző elem ciklikus permutációinak száma 
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Markov és Csebisev egyenlőtlenségek

A Markov-egyenlőtlenség egy nagyon egyszerű dolgot állít. Az, hogy az  valószínűségi változó sokkal nagyobb
legyen a várható értéknél nem túl valószínű:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A Csebisev egyenlőtlenség arról szól, hogy a várható értéktől való eltérés nem lehet túl nagy.

Ha ez az eltérés nagyobb, mint a szórás -szerese, akkor ennek a valószínűsége kicsi:

Ha az eltérés kisebb, mint a szórás -szerese, akkor ennek valószínűsége nagy:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy esemény bekövetkezésének elméleti valószínűsége , akkor minél többször végezzük el a kísérletet, a
relatív gyakoriság és az elméleti valószínűség eltérése annál kisebb lesz.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Nevezetes diszkrét és folytonos eloszlások

A hipergeometriai eloszlás egy diszkrét eloszlás.

Ismert, hogy mennyi az összes elem és az összes selejt, vagyis  és .

A hipergeometriai eloszlás várható értéke:

A hipergeometriai eloszlás szórása:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A binomiális eloszlás egy diszkrét eloszlás.

Csak valami %-os izé ismert, a várható érték, az átlag, az arány, a valószínűség, továbbá  korlátos diszkrét
valószínűségi változó.

A binomiális eloszlás várható értéke:

A binomiális eloszlás szórása:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A Poisson eloszlás egy diszkrét eloszlás, ahol előre ismert a várható érték, és a valószínűségi változó nem korlátos,
vagyis tetszőleges bármilyen nagy érték is lehet.

Például valamilyen anyagban a hibák száma, vagy egy adott idő alatt bekövetkező események száma. A Poisson
eloszlásos feladatokban általában valamilyen százalék vagy arány vagy várható érték vagy átlag vagy valószínűség
van megadva. Mondjuk egy könyvben az oldalak 80%-ában nincs hiba, vagy az 20 méter hosszú ruhaszövetek
harmadában nincs hiba, vagy egy üzletben óránként várhatóan 13 vevő érkezik, vagy egy bankban percenként átlag
24 tranzakció történik, vagy 0,2 a valószínűsége, hogy 10 perc alatt nem érkezik segélyhívás. Ezek mind Piosson
eloszlások, ahol az  nem korlátos diszkrét valószínűségi változó.

A Poisson eloszlás várható értéke:

A Poisson eloszlás szórása:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az exponenciális eloszlás egy folytonos eloszlás.

Eloszlásfüggvénye:

Sűrűségfüggvénye:

Az exponenciális eloszlás várható értéke:

Az exponenciális eloszlás szórása:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az egyenletes eloszlás egy folytonos eloszlás.

Eloszlásfüggvénye:

Sűrűségfüggvénye:

Az egyenletes eloszlás várható értéke:

Az egyenletes eloszlás szórása:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A normális eloszlás egy folytonos eloszlás.

Eloszlásfüggvénye:

Sűrűségfüggvénye:

A normális eloszlás várható értéke:

A normális eloszlás szórása:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Teljes valószínűség tétele, Bayes tétel

Ha ,  és így tovább  teljes eseményrendszer, valamint  tetszőleges esemény, akkor

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A Bayes tételt akkor használjuk, ha egy korábban bekövetkezett ( ) esemény valószínűségét akarjuk kiszámolni
egy később bekövetkezett ( ) tükrében.

Ha  és így tovább  teljes eseményrendszer, valamint  tetszőleges esemény, akkor bármely 
eseményre

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Valszám alapok, klasszikus valszám

Eseményeknek nevezzük a valószínűségi kísérlet során bekövetkező lehetséges kimeneteleket.

Megkülönböztetünk elemi eseményeket, ilyen például, hogy egy dobókockával 1-est dobunk. Vannak azonban olyan
események is amik több elemi eseményből épülnek fel, ilyen például az, hogy párosat dobunk.

Az eseményeket az ABC nagybetűivel jelöljük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A valószínűség kiszámításának klasszikus modelljét akkor alkalmazhatjuk, ha egy kísérletnek véges sok kimenetele
van és ezek valószínűsége egyenlő. Ekkor az esemény valószínűségét úgy kaphatjuk meg, hogy megszámoljuk hány
elemi eseményből áll és ezt elosztjuk az összes elemi esemény számával.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  és  eseményt egymástól függetlennek nevezzük, ha teljesül rájuk, hogy

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  és  eseményt kizárónak nevezünk, ha

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  esemény valószínűsége, ha tudjuk, hogy a  esemény biztosan bekövetkezik:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Várható érték és szórás

A várható érték jele .

Diszkrét esetben úgy kell kiszámolni, hogy

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A szórás azt mutatja meg, hogy a várható érték körül milyen nagy ingadozásra számíthatunk.

Jele: )

Kiszámításának módja diszkrét esetben:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Folytonos valószínűségi változók esetén a várható érték:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Folytonos valószínűségi változó esetén a szórást ugyanúgy kell számolni, mint diszkrét valószínűségi változó esetén:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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