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Hatarozatlan integralas, primitiv fliggvény

Az f(x) fuggvény primitiv fiiggvényének jele F'() és azt tudja, hogy ha derivaljuk, akkor visszakapjuk f()-et,
azaz

Fl(z) = f(z)
Egy flggvény primitiv fliggvényeinek halmazat nevezzik a fliggvény hatarozatlan integraljanak.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

fa:”dazzfgi—i—c n# —1
[1der=In|z|+c
fetdr=e®+c

[a® dm:%—i—c

Jcosz dr =sinz+c

[sinz de = —cosz+¢

[—2—dz=tanz+c

cos?

[—=—dz=—cotz+c

sin” x

1 _
J 157 dz =arctanz + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/mi-az-integralszamitas-a-hatarozott-es-a-hatarozatlan-integral
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/alapintegralok-es-a-linearis-helyettesites
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f(aa:—i—b)”dsc:%%—{—c

[ —Fdz=Inlaz+b|1+c

feaz—l—b dr = et=tb 1 +c
a

az+b At 1
[A de=4—2+c

J cos (ax + b) dx = sin (az +b)1 + ¢
[sin (az +b) dz = —cos (ax 4+ b)2 + ¢

fm dz = tan (az + )1 +c

1 dr=—cot(ax+b)l+c
sin? (az+b) a

1 _ 1
IW dx = arctan (az +b) 1 + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Integralaskor a konstans szorz6 kivihetd:
fc . f = C- f f

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Osszeget kiildn-kiilén is integralhatunk:

[f+9=[Ff+[g

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha a szorzés elvégezhetd, akkor végezziik el, és utdna integraljunk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

[fe-f = e
a+1

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A parcialis integrélast szorzatok integralasara fejlesztették ki. Az elnevezés onnan ered, hogy a szorzatot részenként

fogjuk integralni:
Jf-d=fg9-[Ff-9

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/alapintegralok-es-a-linearis-helyettesites
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/az-integralasi-szabalyok-es-egyszerubb-szorzatok-integralasa
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/az-integralasi-szabalyok-es-egyszerubb-szorzatok-integralasa
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/az-integralasi-szabalyok-es-egyszerubb-szorzatok-integralasa
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/az-s2-integralasi-modszer-faf-tipusu-szorzatokra-20
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/a-parcialis-integralas-s3
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[f(g(x)) g (x)=F(g9(z))+c

Ez a tétel az dsszetett fliggvények integralasardl szél. Csak sajnos az a gond az 6sszetett fliggvényekkel, hogy az

integralasuk altalaban elég reménytelen vallalkozas.

Erdemes még néhany specialis esetet megjegyezniink:

feg.g’:eg+c fag.g’:i+c

Ina

g _ g _ :
[ [ir = arctang +c [ wer e arcsing + ¢

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Prébéalkozzunk a tort foldarabolasaval és utdna integraljunk.

actb g _ elatd)tb-% o dleatd) | B g
f cr+d dz = f cr+d dz = f ce+d + cr+d dz =

:f%—l—%da@:%mﬁ—Elnkx—i—dE

Megnézem a kapcsol6do epizédot

J&=m|f|+c

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A helyettesitéses integralas Iényege, hogy egy kifejezést u-val helyettesitiink annak reményében, hogy hatha igy

képesek lesziink majd megoldani a feladatot.

Hasznos helyettesitések:

az+b _
[ o dx vexr+d=u
[f(g(z)) dz  g(z)=u
J1-F f = sinu
JVIF S f=sinh®u

f—1 f = cosh?u

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/osszetett-fuggvenyek-integralasa-s4
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/integralas-a-tortek-feldarabolasaval-t1
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/az-f-f-tipusu-tortek-integralasa-t2
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/integralas-helyettesitessel
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Barmilyen raciondlis tortfliggvényt nagyon egyszerlen tudunk integralni. Mindéssze annyit kell tennliink, hogy
félbontjuk elemi tortekre és az elemi t6rteket az elébbi mddszereinkkel integraljuk.

f A dx—Afﬁdw:Alnm;c—kb’.%

f Az+B d A f _ A 2am+% dr =
az?+bztc = azr?+bz+tc L= 2a J az2+brte L=
2aB
2a az?+bz+c 2a az?+bx+tc ax?+bz+c

=4 (111 laz? + bz + |+ Zarctan (%:{: + 2a\/D) - \/TD)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A helyettesitéses integralas ugy miikédik, hogy egy kifejezést u-val helyettesitiink annak reményében, hogy hatha
igy képesek lesziink megoldani a feladatot.

A helyettesitéses integralas egyik legfurcsabb esete azu = tan % Olyankor hasznaljuk, ha a tortbensin x és
COS T is csak els@ fokon szerepel.

. 2u 1—u2 2
sine =-% cosx=-—% dxr= du
1+u? 1+u? 1+u?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/racionalis-tortfuggvenyek-integralasa
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/trigonometrikus-fuggvenyek-integralasa-a-tangens-ikszfeles-helyettesites
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Hatarozott integralas

Ha f(w) integralhaté az [a, b] intervallumon és létezik primitiv fliggvénye ezen az intervallumon, akkor aNewton
Leibniz formula szerint a hatarozott integraljat a kévetkezéképp szdmolhatjuk ki:

J? f(z) dz = [F(z)]) = F(b) — F(a)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f [a, b] intervallumon korlatos fiiggvény Riemann integralhaté az [a, b] intervallumon, ha egyetlen olyan szam
létezik, hogy barmely felosztasra:

s<I<S
ahol s az alsé kozelits 6sszeg:s = » »  M;(T; —T; 1) m; = inf{f(z), ¢ € [x; 1,2}
ahol S a fels6 kozelits 6sszeg: S = Y r, M;(x; — ;1) M; =sup{f(z), = € [z;_1,2;]}

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha integraljuk a pozitiv szamegyenesen az
_ 1
flz) ==
fuggveényt, akkor 0-t6l 1-ig is improprius integralt kapunk és 1-t8l végtelenig is.

Ha 0-t6l 1-ig integralunk:

1
jg]liadxz{T‘I‘lha‘a<1
w ochaa>1
Ha 1 és végtelen kéz6tt integralunk:

1
‘ﬁooiada}‘:{ahaa>1
m ocohaa<1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Forgastest térfogata:
V=n/’f(z)de

Forgastest felszine:

A=2r [* f(2)\/T+ (f (@) d

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/analizis-1/hatarozott-integralas
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozott-integralas/a-gorbe-alatti-terulet-es-ket-fuggveny-gorbei-kozti-terulet
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozott-integralas/riemann-integralhatosag-integralfuggveny
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozott-integralas/egy-fontos-fuggvenytipus-improprius-integralja
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/hatarozott-integralas/forgastest-terfogata-es-felszine
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Differencialegyenletek

A differencialegyenletek olyan egyenletek, amiben az ismeretlenek fliggvények. Az egyenletben ezeknek a
fuggvenyeknek a kulénb6z4 derivaltjai és hatvanyai szerepelnek.

Ha ez a bizonyos fliggvény egyvaltozds, akkor a differencidlegyenletet kézénséges differencialegyenletnek nevezzik,
ha a figgvény tébbvaltozds, akkor parcidlis differencidlegyenletnek.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A rend azt mondja meg, hogy a fliggvény maximum hanyadik derivaltja szerepel az egyenletben.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha az ismeretlen fliggvény és derivaltjai csak elsé fokon szerepelnek a differencialegyenletben, akkor az egyenlet
linearis.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A szeparabilis differencidlegyenlet igy néz ki:

f(z) dz = g(y) dy

Megoldasanak menete pedig a kévetkez4:

d
Az y’-t lecseréljik arra, hogy d_a?j
Aztan jon a szétvalasztas: mindeny-os dolgot a dy-os oldalra visziink és mindenZ-eset a dz-es oldalra.
Ezt kdvet6en mindkét oldalt integraljuk és megkapjuk a megoldast.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy differencialegyenlet homogén fokszamu, ha Y = U helyettesités utan minden &-es tag kitevéje megegyezik.

A homogén fokszamu differencidlegyenletek megoldadsanak menete a kdvetkezé:

El8szor elvégezzik az y(:r:) = :Eu(il:) (réviden Yy = u) helyettesitést, ekkordy =u-dz+ z-du.

igy ez az egyenlet mar szeparabilis, igyhogy johet a szétvalasztas.

Megoldjuk a szeparabilis egyenletet, aholy helyett most U-ra hajtunk. Es amikor & mar megvan, visszacsinaljuk Y-ra.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

&5 MATEKING.HU - MATEMATIKA 3 OE KEPLETGYUJTEMENY
7. OLDAL


https://www.mateking.hu/analizis-2/differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/mik-azok-a-differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/mik-azok-a-differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/mik-azok-a-differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/analizis-2/differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/a-szeparabilis-differencialegyenlet
https://www.mateking.hu/analizis-2/differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/analizis-2/differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/a-homogen-fokszamu-differencialegyenlet
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A p(z,y)dz + q(z,y)dy = 0 differencidleayenlet akkor egzakt, ha pj,(z,y) = g (T, ), réviden g—zy) = g—i.

Az egzakt egyenletek megoldasa F'(x,y) = C, ahol F(z,y) = p(x,y) é¢s Fj)(z,y) = q(z,y)
A megoldast intgeralassal kapjuk:
F(z,y) = [p(z,y) dz

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha a differencialegyenlet nem egzakt, akkor megprébalhatjuk egzakita tenni egy integrald tényezd segitségével.

Az integralé tényez6 megtalalasahoz els6ként kiszamoljuk ezeket:

% %
& ér [ oz
Y és Y

p q

Ha ezek kdzll az els@ csak y-t tartalmaz, vagy a masodik csak x-et tartalmaz, nos olyankor van remény az integral6
tényez6 megtalalasara.

Az integralé tényezé:
u = e_ff(y) dy Vagyu — efg(w) dz

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az elsérendli linearis differencialegyenlet altalanos alakja ugy néz ki, hogy van benne egyy’, és van benne egy
els6foku y.

y' +yP(z) = Q()

Megoldasanak menete pedig a kdvetkez:

Kiszamolunk egy ’U(:I:) flggvényt:

v = el Plz) dz

Beszorozzuk az egyenletet v(az)-el, hogy a bal oldal egy szorzat derivaltja legyen.
y'v+yvP(z) = vQ(x)

Végil mindkét oldalt integraljuk.

[(yv) dz = [vQ(z) dz

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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https://www.mateking.hu/analizis-2/differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/egzakt-differencialegyenlet
https://www.mateking.hu/analizis-2/differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/egzakt-differencialegyenlet-az-integralo-tenyezo-10
https://www.mateking.hu/analizis-2/differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/elsorendu-linearis-differencialegyenlet
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A konstans varialas médszere egy megoldasi médszer az elsérendd lineéris differencidlegyenletekhez.
Elsd 1épésként megoldjuk az igynevezett homogén egyenletet, ami ez:

y' +yP(z)=0

A homogén egyenlet megoldasa:

Yy = Ce~ JP(z) dz

Ezt kdvetben jon a konstansok varidlasa, azt mondjuk, hogy a megoldasban szerepl8 konstans legyen egyC(zc)
figgvény. Es ezt a C(x) fiiggvényt agy varidliuk, hogy ha behelyettesitjiik az egyenletbe, akkor épp az inhomogén
egyenlet jobb oldalat kapjuk.

y= C(:c)e_ J P(z) dz
Az egyenlet megoldasat Uigy kapjuk meg, hogy a homogén megoldasban C' () helyére beirjuk, ami kijott.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az elsérend( linearis allando egyutthatds differencidlegyenlet egy specialis esete a linearis elsérendl egyenleteknek.
Azért hivjak allandé egyiitthatésnak, mert a P(:C) flggvény ilyenkor valamilyen konstans, mondjuka.

Y +ay = Q(x)

Az &ltalanos megoldasa ugy jon ki, hogy a homogén megoldashoz hozzdadjuk a partikularis megoldast.

A homogén egyenlet: y' + ay = 0
A homogén megoldas: 7y = Ce 9%
Az altaldnos megoldas: homogén megoldés + partikularis megoldas

A partikularis megoldast prébafliggvény modszerrel keressiik meg. Az, hogy mi is lesz a partikularis megoldas, ez
mindig a jobb oldali figgvénytdl flgg:

Q(x) = masodfoka polinom:y, = Ax? + Bz + C

Q(x) = harmadfokd polinom:y,, = Ar® + Bx2 +Cz+ D
Q(z) = exponencidlis kifejezés: Yp = Ae®®

Q(x) = szinusz vagy koszinusz:y, = Acosax + Bsinax

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Rezonanciérél beszéliink, ha az elsérendlilineéris alland6 eqydtthatds differencidlegyenlet partikularis megoldasaban
szerepel €** és a kitevSje éppen megegyezik a homogén megoldas kitevjével.

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/a-konstans-varialas-modszere
https://www.mateking.hu/analizis-2/differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/differencialegyenletek/elsorendu-linearis-allando-egyutthatos-differencialegyenlet
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A mésodrend( lineéris allandé egyltthatés homogén differencidlegyenlet altalanos alakja:

ay’ +by' +cy=0

A megoldas lépései:

El6szér megoldjuk a karakterisztikus egyenletet.

Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbdzé valés megoldasa vanry és 7' akkor y = Cj €% + Cye?®
Ha a karakterisztikus egyenletnek egy valés megoldasa van akkory = C €™ + Cyxe™

Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbozé komplex megoldasa vanry; = A + Biésry = A — Bi akkor
y = e42 (C] cos Bz + C; sin Bz)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A masodrend lineéris alland6 egyutthatés inhomogén differencialegyenlet altalanos alakja:
ay” + by’ +cy =Q(z)

A megoldas lépései:

El6szo6r megoldjuk a karakterisztikus egyenletet:ar2 +br+c=0.
Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbdzd valos megoldasa vanry és 79 akkor y = C €% + Cyem?®
Ha a karakterisztikus egyenletnek egy valés megoldasa van akkory = C; e + Cyxe™

Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbozé komplex megoldasa vanry; = A + Biésry = A — Bi akkor
y = e42 (C} cos Bz + C, sin Bz)

Ezzel megkapjuk a homogén megoldast.

A partikularis megoldast prébafliggvény modszerrel végezziik:

Qz) = polinom: Y, = A"+ A, jxv 1+ -+ Az + A
Q(z) = exponencidlis kifejezés: Yp = Ae®

Q(x) = szinusz vagy koszinusz:y, = Acosax + Bsinazx

Az altalanos megoldas a homogén megoldas és partikularis megoldas ésszege.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Laplace transzformacio

Az f(x) fuggvény Laplace transzformaltja a kdvetkez§ integrélés:

f(x) = F(s) = [;° f(x)e = d=

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Néhany fliggvény Laplace transzformalija:

f@)=C— F(s)=¢

fiw) =2 = Flo) = 24

flz)=e= = F(s) =

f(z) =sin (az) — F(s ):32%12

(o) = cosaz) = Pls) = 25

fla) = e F(s) = 2

f(z) = e sin (be)  F(s) = —L—

fl@) = e cos (ba) = F(s) = =
fl) = sin (az) > F(s) = 2

f(z) = zcos(az) — F(s) = (iﬁj 2

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Néhany fliggvény inverz Laplace transzformaltja:

F(s)=<— fz)=C

F(s)=-"" — f(z) =z"

(8) = 35
F(s)=-L = f(z) =e®
F(s) = L5 — f(x) = sin(ax)
F(s) = 327 — f(x) = cos(ax)
F(s) = 2y = flo) = e
F(s) = m — f(x) = e* sin (bx)
F(s) = ﬁ — f(x) = e*® cos (bx)
F(s) = (321“:2)2 — f(x) = zsin(az)
F(s) = S, f(x) =z cos(ax)

(1)

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Izoklinak

Azon pontok halmazat, melyekben a megoldasfliggvények meredeksége egy adott szammal egyenl§, a
differencidlegyenlet izoklindjanak nevezzik.

Azy' = f(z,y(x)) izoklindinak egyenlete:
f(z,y(z)) = K

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

1
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Fourier sorok

A Fourier sor a 27T szerint periodikus fiiggvények egy specidlis fliggvénysora:
ap + > o, a, cosnx + b, sinnz
ahol az agynevezett Fourier-egyUtthaték:
_ 1 C+2or _ 1 C+2n _ 1 C+2r .
a =5 Jo  fl@)dr ay=1 [ f(z)cosnzdr b, =+ [, f(x)sinnz dz

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

1
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Sorok & hatvanysorok & Taylor-sorok

Azokat a sorokat nevezzik mértani sornak, amelyek igy néznek ki, mint ez:
o0

Zn:() a’l qn

Ha |q ]< 1 akkor a mértani sor konvergens és 6sszege
o n_ &

Ha |q |Z 1 akkor a sor divergens.

Megnézem a kapcsoldédd epizédot

Egy végtelen sor akkor konvergens, ha részletdsszegsorozata konvergens és ekkor a sor 6sszege:

> a, =limS,

Megnézem a kapcsolédd epizédot

Halim a,, # 0 akkor » _ a,, divergens.

Megnézem a kapcsolédd epizédot

A Z (—1)" - a,, sor konvergens, haa,, — 0 monoton csdkkend sorozat.

Megnézem a kapcsolédd epizédot

A Z a,, sor konvergenciaja a gyok kritérium alapjan igy dénthet6 el:
Ha lim \"/m < 1 akkor Y _ a,, abszoldt konvergens.

Ha lim \"/m > 1 akkor ) _ ay, divergens.

Ha lim \"/m = 1 akkor nem tudunk semmit.

Megnézem a kapcsolddd epizddot

A Z a,, sor konvergencigja a hanyados kritérium alapjan igy dénthet6 el:

Ha lim |a:’l—“| < 1 akkor ) _ a,, abszolit konvergens.
Halim |aZ—+1] > 1 akkor ) _ @y, divergens.
Ha lim |a:’l—“| = 1 akkor nem tudunk semmit.

Megnézem a kapcsolédd epizédot
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Ha a,, — 0 pozitiv tagti monoton csdkkend sorozat, akkor a
Y (-1)"a, =—a;+as —az+ag—...
végtelen sort Leibniz sornak nevezzik.

Megnézem a kapcsolddd epizédot

Ha ) ay és Y by, nem negativ tagu sorok, és egy bizonyos tagtéla,, < b, akkor
Z bn konvergens = Z a,, is konvergens
> a, divergens = > b,, is divergens

Megnézem a kapcsolddé epizddot

oo 1 konvergens, ha o > 1
n=l no divergens, haa < 1

Megnézem a kapcsolddo epizddot

A teleszkopikus sorok olyan végtelennek tlind 6sszegek, amik megfeleld atalakitasok utan mar csak véges sok tagbdl
allnak.

Példaul:
° 1 1 1 L ... 1 - 1_1,1_ 1,1 1.4, 1_ 1 1
Zn:1n(n+1)_ﬁ+ﬁ+ﬁ+ +n(n+1) 12 T2 3 T3 4Tty nt+l 1 n+1

Megnézem a kapcsolodd epizédot

Ha Xy a hatvanysor kézéppontja, akkor az ( pont 7 sugaru kérnyezetét konvergencia tartomanynak nevezzik, ahol7 a
konvergenciasugar.

A konvergencia tartomany belsé pontjaiban a hatvanysor abszolit konvergens, a végpontokat pedig kiilén kell vizsgalni.

Megnézem a kapcsolddo epizddot

Ha T\ a hatvanysor kdzéppontja, akkor az Iy pont " sugaru kdérnyezetét konvergencia tartomanynak nevezzik.

A konvergencia tartomany belsé pontjaiban a hatvanysor abszolit konvergens, a végpontokat pedig kilén kell vizsgalni.

Megnézem a kapcsolddo epizddot

Legyen f(:E) k-szor differencialhaté egy I intervallumon, ami tartalmazza az @ szamot. Ekkor az f(a:) figgvény a
pontban felirt k-adfoku Taylor polinomja:

T(z) =3, 2 (3 —

n=0

Megnézem a kapcsolddo epizddot
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Legyen f(x) akarhanyszor differencialhaté egy I intervallumon, ami tartalmazza az @ szamot. Ekkor az f(:l?) figgvény a
pontban felirt Taylor sora:

T(z) =¥ L9 (@ —ay

n=0 p

Megnézem a kapcsolédd epizédot

Aze® Inx, sinx éscose flggvények Taylor sorai:

e?=%" Lgn Inz=3> ﬂ(x—l)"

n=0 pI n=1 n

_xoo (D) on s x~oo ((1)Y opgg
cosT =3 ", o T sinz =) ", o) T

Megnézem a kapcsoldédd epizédot

Ha f () egymas utan k-szor folytonosan differencialhaté az [, b] zért intervallumon, és k + 1-edszer differenciélhaté az
(a,b) nyilt intervallumon, akkor Iétezik olyanc & (a, b) amire

F0) =TO) + R(b) = X5y L0 b —ay + L0 g

n=0 pl (k+1)!

Megnézem a kapcsolddo epizddot

Azokat a végtelen sorokat, amelyek igy néznek ki, hatvanysornak nevezzik:

> an (T — )"

Megnézem a kapcsolédd epizédot
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Kétvaltozoés fuggvények

A kétvéltozos fliggvények gy mikédnek, hogy két valdés szamhoz rendelnek hozza egy harmadik valdés szamot.
Maskeént fogalmazva szdmparokhoz rendelnek hozza egy harmadik szdmot.

Ezeket a szamparokat tekinthetjik gy, mint a sik pontjainak koordinatait.
A kétvaltozés fliggvények ennek a siknak a pontjaihoz rendelnek hozza egy harmadik koordinatat, egy magassagot.

Az értelmezési tartomany minden pontjahoz hozzarendelve ezt a harmadik, magassag koordinatat, kirajzolddik az x,
y sik felett a fliggvény, ami egy felllet.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A Young-tétel szerint vegyes masodrend(i derivaltak egyenlék (egészen pontosan akkor egyenldk, ha a fliggvény
kétszer totalisan derivalhatd):

2 (Z,Y) = fyz(2,Y)

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az f(:l’:, y) flggvény T szerinti parcialis derivaltja:
fz(2,9)

Ez azt jelenti, hogy  szerint derivalunk, Yy most csak konstansnak szamit, ha énalléan all, akkor derivaltja nulla, ha
szorozva van valami Z-essel, akkor marad

Az f(a:, y) flggvény Y szerinti parcialis derivéltja:
y(z,y)

Ez azt jelenti, hogy Y szerint derivalunk, £ most csak konstansnak szamit, ha énalléan all, akkor derivaltja nulla, ha
szorozva van valami Y-ossel, akkor marad

Megnézem a kapcsolddod epizédot

&5 MATEKING.HU - MATEMATIKA 3 OE KEPLETGYUJTEMENY
18. OLDAL


https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/ketvaltozos-fuggvenyek/a-ketvaltozos-fuggvenyek-es-a-parcialis-derivalas
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/ketvaltozos-fuggvenyek/a-ketvaltozos-fuggvenyek-es-a-parcialis-derivalas
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/ketvaltozos-fuggvenyek/a-ketvaltozos-fuggvenyek-es-a-parcialis-derivalas

&5 MATEKING.HU - MATEMATIKA 3 OE KEPLETGYUJTEMENY

19. OLDAL

Elsé lépés:

of
S fi(2,9)

Masodik lépés:
fi(z,y) =0
fz; (3373/) =0

of
Ty = fy(z,y)

Az egyenletrendszer megoldasai a stacionarius pontok

Harmadik lépés:

f” —
Hadet
Hadet

Hadet

Hadet

v (2,y)  foy(z,y)

n
0z (Z,Y)
- £ n 7
xx Ty
n "
L J YT Yy
- £/ [/
xx Ty
n n
L J YT yy |
- £ "o
TT Ty
n n
L J YT Yy
- £ n 7
xx Ty
n "
L J YT Yy

fi(2,y)

pozitiv, és f!. > 0, akkor lokalis minimum van.

pozitiv, és f. < 0, akkor lokalis maximum van.

negativ, akkor nyeregpont van.

nulla, akkor tovabbi vizsgdlat sziikséges, de ilyen nem nagyon szokott lenni.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(z,y) fiiggvény értelmezési tartomanyénak azon pontjait, ahol mindkétparcidlis derivalt nulla, az f(x, y)
figgvény stacionarius pontjainak nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha az f tébbvaltozos fuggvénynek az &y & D f pontban leteznek f elsé parcialis derivaltjai és

1 f(xo) = 02 (o) = - -+ = Op f(w0) =0

akkor x( az f tébbvaltozos fliggvény stacionarius pontja.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A masodrend(i derivaltakbdél képzett matrix, amely segit eldénteni, hogy a fliggvénynek a stacionarius pontokban
minimuma, maximuma, vagy éppen nyeregpontja van-e.

[ 2z (T,Y)  fay(z,y)
- e (2,Y)  Fy(2,y)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A sik azon pontjainak 6sszességét, amelyekben azf flggvény ugyanazt a konstans értéket veszi fel, azaz
f(m, y) = ¢, az f fuggvény szintvonalanak nevezziik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az f(a:) flggvényhez a P(:BO >0 5 zo) pontban huzott érintésik egyenlete:

z=fi(zo,0)(x —x0) + (2o, %) (¥ — ) + f(20, %)

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az f(:l’:, y) fliggveény T és Y szerinti derivaltjaibdl allé vektort derivalt-vektornak vagy méasként gradiensnek hivjuk.

ime a derivalt-vektor:

) _ fé(wo,yo)] sviden /:[fé]
Feow) lfé(l’o,yo) roviden f= 1%

A derivalt-vektor segitségével tudjuk kiszamitani az iranymenti derivaltat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az iranymenti derivalt azt jelenti, hogy egy altalunk megadott tetsz6leges v irany mentén milyen meredeken
emelkedik a figgvény felllete.

Az f(a:, y) fliggvény v iranymenti derivaltja az (:130 y yg) pontban:

6f(xo,
f(gg#yyo):f'(l’o,yo)'y

(Itt v egységvektor)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy flggveény akkor implicit, ha ¥y nincs kifejezve, vagyis nemy = . . . alaku.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

&5 MATEKING.HU - MATEMATIKA 3 OE KEPLETGYUJTEMENY
20. OLDAL


https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/ketvaltozos-fuggvenyek/ketvaltozos-fuggvenyek-lokalis-szelsoertekei-es-nyeregpontjai-10
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/ketvaltozos-fuggvenyek/ketvaltozos-fuggvenyek-szintvonalai
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/ketvaltozos-fuggvenyek/az-erintosik-egyenlete
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/ketvaltozos-fuggvenyek/gradiensvektor-iranymenti-derivalt
https://www.mateking.hu/analizis-2/ketvaltozos-fuggvenyek
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/ketvaltozos-fuggvenyek/gradiensvektor-iranymenti-derivalt
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/ketvaltozos-fuggvenyek/az-implicit-fuggveny-derivalasa

21. OLDAL
&5 MATEKING.HU - MATEMATIKA 3 OE KEPLETGYUJTEMENY

Ha F'(x,y) = 0 egy egyvaltozés implicit fiiggvény, akkor derivaltja:

by _ _ Fy(zy) Sz _ _Fy'(%y)
oz Fy(zy) dy Fy(z,y)

Ha F(xl sy LYy, :I)n_l) = 0 egy 1 véltozés implicit fliggvény, akkor az &;, mint implicit fliggvény derivéltja az
Z; valtozd szerint:

(5(1:1' _ Fj,(xlawb' . '7xn+1)

6:1:,] N E/(xl L2 ye ¢ '7xn+1)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Kétvaltozés hatarérték és totalis differencialhatosag

Az f(z,y) fugavény hatérériéke az R(xg, Yo ) pontban B, ha minden€ > O-ravan d > 0 gy, hogy ha (T,)
eleme az R(xy, Yo ) pont & sugard kémyezetének, vagyis ha

0</(z—z)?+(@y—w)? <6
akkor

|f(x,y) —Bl|<e

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(z,y) kétvaltozés fiiggvény totalisan differencialhaté az (g, Yo ) helyen, ha léteznek olyan A és B valés
szamok, hogy

f(@y)—(Ale—zo)+By—1)+f(@0.%)) 0
Ve—20)+-w)?

g ) .0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(x,y) kétvaltozés fiiggvény T szerinti parcidlis derivaltja:

: f(mayo)_f(a"O ,y()) _ !/ _ 5f(m0 7y0)
By )~ am = J2 (T U0) = T
Az f(a:, y) kétvéltozos fliggvény Y szerinti parcidlis derivéltja:

61 (o)

Fy(zos90) = —,

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Kettés és harmas integral

A kétvaltozés fliggvények ugy mikodnek, hogy két valés szamhoz rendelnek hozza egy harmadik valés szamot. Az
értelmezési tartomany minden pontjdhoz hozzarendelve ezt a harmadik, magassag koordinatéit, kirajzolédik az T, Y
sik felett a fliggvény, ami egy felllet.

A kétvaltozés fliggvények hatarozott integralja igy egy test térfogata.

[2 [P f(z,y) dzdy

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kettdsintegralok segitségével kilonb6z§ fellletek alatti térfogatokat tudunk kiszamolni.

A legegyszer(ibb eset, amikor egy téglalapon integralunk. llyenkor az integralas hatarai valamilyen szamok.

[P 2 f(x,y) dyde = [ [° f(z,y) dedy

A sorrend megcserélhet6: mindegy, hogy el8szér az T szerinti hatdrokat adjuk meg és utdna azy szerintit vagy
forditva.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A polarkoordinatas helyettesités egy olyan helyettesités, ami remekil alkalmazkodik a kér tulajdonsagaihoz. A dolog
lényege, hogy a kdrben a hagyoményos I és Y koordinatak helyett Uj koordinatakat vezetlink be.

Az egyik azt mondja meg, hogy milyen tavol vagyunk a kér kbzéppontjatél és eztr-nek nevezziik.
A masik pedig egy forgasszdg, és jele 0.

Az (j koordinatakat polarkoordinataknak nevezziik, a médszert pedig polarkoordinatas helyettesitésnek. A kapcsolat
a régi és az Uj koordinatak kdzott a kbvetkez6:

x=rcosf y=rsinf

A polérkoordinatés helyettesités elvégzése utén az integralasban drasztikus véltozasok lesznek. A helyettesitést
ezzel a képlettel végezzik:

ffD f(z,y) dydx = ffD f(rcosf,rsin@)r drdf

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A henger-koordinatak:

x=rcosf y=rsinf z==z

A henger-koordinatas helyettesités elvégzése utan az integralasban drasztikus valtozasok lesznek.
A helyettesitést ezzel a képlettel végezziik:

[ [ [pf(x,y,2) dedydz= [ [ [, f(rcosf,rsind, 2)r drdfdz

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

&5 MATEKING.HU - MATEMATIKA 3 OE KEPLETGYUJTEMENY
23. OLDAL


https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/kettos-es-harmas-integral/a-kettos-integral-kiszamolasa
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/kettos-es-harmas-integral/a-kettos-integral-kiszamolasa
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/kettos-es-harmas-integral/a-polarkoordinatas-helyettesites
https://www.mateking.hu/matematika-3-oe/kettos-es-harmas-integral/henger-koordinatas-helyettesites

24. OLDAL
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A polérkoordinatdk haromdimenzids valtozatat gdmbi koordinataknak nevezziik.

Az T azt mondja meg, hogy milyen tavol vagyunk az orig6tdl, ap és 0 pedig két forgas-szog.

Arégi T,Y, 2 és az jgdmbi koordinatak kdzti kapcsolat:

x =rsinpcosfd y=rsinpsind z=rcosy

A gébmb koordinatas helyettesités:

fffD f(z,y,2) dedydz = fffD f (rsinpcosf,rsin psinb,r cos @) r? sin  drdfdyp

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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