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Komplex szamok

Van itt két komplex szam:2; = a + b, z9g = ¢+ d

A két komplex szdm 6sszege:

z21+2z=(a+c)+ (b+d)i

A két komplex szam kilénbsége:

21 —29=(a—c)+ (b—d)i

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Van itt két komplex szam:2; = a + bi, z9 = ¢+ d

A két komplex szam szorzata:

z1-29=(a+bi)-(c+di)=a-c—b-d+(a-d+b-c)i

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A komplex szamok egy valés és egy imaginérius (képzetes) szambdl épilnek fél. A valés szdmok a szokasos x
tengelyen helyezkednek el, mig az imaginarius szamok egy erre mer6leges y tengelyen, amit imaginarius tegelynek,
vagy képzetes tengelynek nevezlnk. Az imaginarius tengely egysége az i, ami olyan, mint a valés tengelyen az 1,
csak éppen egy meglehetésen furcsa dolgot tud. Az imaginarius egység egy olyan komplex szam, aminek a négyzete
—1 és 2-vel jeldljik, azaz

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A komplex szamokat azért hivjuk "komplex"nek, mert két részbdl tevédnek dssze. Egy valds és egy imaginarius
(képzetes) szambol épiilnek fol. A valdés szamok a szokasos x tengelyen helyezkednek el, mig az imaginarius
szamok egy erre mer6leges y tengelyen, amit imaginarius tegelynek, vagy képzetes tengelynek nevezink. A komplex
szamok egy valds szambol és egy imaginarius szambol tevédnek dssze:

z=a+bi
Itt @ és b valés szamok, az @ pedig az imaginarius egység, ami azt tudja, hogy2 = —1.

Magukat a valés szamokat és az imaginarius szamokat is komplex szamnak tekinthetjik. A valés szamok olyan
komplex szamok, amelyeknek az imaginarius része nulla, mig az imaginarius szamok olyankomplex szamok,
amelyeknek a valds része nulla. A komplex szamok egy sikon, az igynevezett komplex szamsikon helyezkednek el.
Kicsit olyanok, mint a koordinatageometridban a kétdimenziés sik vektorai, ahol az i és j bazisvektorkat szokéas
hasznalni, az x tengelynél az i és az y tengelynél a j vektorral. Ennek az analégianak készénhetéen vannak, akik az
imaginarius szdmokat nem is i-vel, hanem j-vel jeldlik. Bar ez segithet erGsiteni az analégiat a sik vektoraival, de
meégis zavard, mivel aki komolyabban is fogalakozik a komplex szamokkal, a hivatalos jeléléssel fog talalkozni, ahol
az imaginérius tengelyen i-k vannak.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A valés szamokat Gigy érdemes elképzelni, mint egy koordinatarendszer x tengelyét. Es minden helyet ki is téltenek a
valos szamok ezen a szamegyenesen. A komplex szamok egy valos és egy imaginarius (képzetes) részbdl éplilnek
fol, és szemléltetéslikh6z nem egy, hanem két koordinatatengelyre van sziikség. Az x tengelyen vannak a valés
szamok, az y tengelyen pedig az imaginarius, vagyis a képzetes szamok. A valdés szamok tengelyén az egység a
szokasos 1, mig az imagindrius szamok tengelyén az egység az i. A kétb tengely altal kifeszitett sikot nevezzik
komplex szamsiknak, vagy masknt Gauss-féle szamsiknak.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Van itt ez a komplex szam:

z=a+ b

Komplex szdmoknak van ilyenje, hogy imaginarius egység:
2 =-1

Komplex szamok konjugaltja:

z=a—bi

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Van itt ez a komplex szam:z2 = a + bi

Ennek a komplex szamnak az abszolutértéke:

|2 |= /a2 + b2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A z = a -+ bi komplex szam trigonometrikus alakja:

z =r1(cosB + isinf), ahol

r=+/a2 +b> cosf=2

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Van itt két komplex sz&m trigonometrikus alakban:zq = 1 (cos @y + ¢sinf; ), 2o = 1y (cosfy + isinby)

Komplex szamok szorzasa trigonometrikus alakban:

2129 =T179 (cos (01 + 05) + isin (6; + 6))
Komplex szamok osztasa trigonometrikus alakban:

A — %(cos (61 —6;) +isin (6, —6))

22

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Van itt ez a komplex szam trigonometrikus alakban:r (cos 6 + ¢sin 0)
Ekkor ennek a komplex szamnak az 11-edik hatvanya:
2" = 1" (cosnb + tsinnb)

Megnézem a kapcsolodo epizédot

Van itt ez a komplex szam trigonometrikus alakban:z2 = 7 (COSO + 2sin 9)

Ekkor ennek a komplex szamnak az 71-edik gyoke:

Z=r (cos B12hm 4 jsin P27 )

n

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Van itt két komplex szam exponencidlis alakban:z21 = 7 et , 29 =Ty et

Komplex szamok szorzésa exponencialis alakban:

2129 = 1o eif116)

Komplex szamok osztasa exponencialis alakban:

21— "1 gi(0—6s)
2 Ty

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Van itt ez a komplex szam exponencialis alakban:2 = re?

Ekkor ennek a komplex szamnak az 11-edik hatvanya:
2N — ,,,nem'a

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Van itt ez a komplex sza&m exponencialis alakban:z = re?

Ekkor ennek a komplex szamnak az 1-edik gyoke:

- 0+2km

\"/E = \"/1761 n

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Hatarozatlan integralas, primitiv fliggvény

Az f(x) fuggvény primitiv fiiggvényének jele F'() és azt tudja, hogy ha derivaljuk, akkor visszakapjuk f()-et,
azaz

Fl(z) = f(z)
Egy flggvény primitiv fliggvényeinek halmazat nevezzik a fliggvény hatarozatlan integraljanak.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

fa:”dazzfgi—i—c n# —1
[1der=In|z|+c
fetdr=e®+c

[a® dm:%—i—c

Jcosz dr =sinz+c

[sinz de = —cosz+¢

[—2—dz=tanz+c

cos?

[—=—dz=—cotz+c

sin” x

1 _
J 157 dz =arctanz + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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f(aa:—i—b)”dsc:%%—{—c

[ —Fdz=Inlaz+b|1+c

fea:v—l—b dr = et=tb 1 +c
a

az+b At 1
[A de=4—2+c

J cos (ax + b) dx = sin (az +b)1 + ¢
[sin (az +b) dz = —cos (ax 4+ b)2 + ¢

fm dz = tan (az + )1 +c

1 dr=—cot(ax+b)l+c
sin? (az+b) a

1 _ 1
IW dx = arctan (az +b) 1 + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Integralaskor a konstans szorz6 kivihetd:
fc . f = C- f f

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Osszeget kiildn-kiilén is integralhatunk:

[f+9=[Ff+[g

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha a szorzés elvégezhetd, akkor végezziik el, és utdna integraljunk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

[fe-f = e
a+1

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A parcialis integrélast szorzatok integralasara fejlesztették ki. Az elnevezés onnan ered, hogy a szorzatot részenként

fogjuk integralni:
Jf-d=fg9-[Ff-9

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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[f(g(x)) g (x)=F(g9(z))+c

Ez a tétel az dsszetett fliggvények integralasardl szél. Csak sajnos az a gond az 6sszetett fliggvényekkel, hogy az

integralasuk altalaban elég reménytelen vallalkozas.

Erdemes még néhany specialis esetet megjegyezniink:

feg.g’:eg+c fag.g’:i+c

Ina

g _ g _ :
[ [ir = arctang +c [ wer e arcsing + ¢

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Prébéalkozzunk a tort foldarabolasaval és utdna integraljunk.

actb g _ elatd)tb-% o dleatd) | B g
f cr+d dz = f cr+d dz = f ce+d + cr+d dz =

:f%—l—%da@:%mﬁ—Elnkx—i—dE

Megnézem a kapcsol6do epizédot

J&=m|f|+c

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A helyettesitéses integralas Iényege, hogy egy kifejezést u-val helyettesitiink annak reményében, hogy hatha igy

képesek lesziink majd megoldani a feladatot.

Hasznos helyettesitések:

az+b _
[ o dx vexr+d=u
[f(g(z)) dz  g(z)=u
J1-F f = sinu
JVIF S f=sinh®u

f—1 f = cosh?u

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Barmilyen raciondlis tortfliggvényt nagyon egyszerlen tudunk integralni. Mindéssze annyit kell tennliink, hogy
félbontjuk elemi tortekre és az elemi t6rteket az elébbi mddszereinkkel integraljuk.

f A dx—Afﬁdw:Alnm;c—kb’.%

f Az+B d A f _ A 2am+% dr =
az?+bztc = azr?+bz+tc L= 2a J az2+brte L=
2aB
2a az?+bz+c 2a az?+bx+tc ax?+bz+c

=4 (111 laz? + bz + |+ Zarctan (%:{: + 2a\/D) - \/TD)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A helyettesitéses integralas ugy miikédik, hogy egy kifejezést u-val helyettesitiink annak reményében, hogy hatha
igy képesek lesziink megoldani a feladatot.

A helyettesitéses integralas egyik legfurcsabb esete azu = tan % Olyankor hasznaljuk, ha a tortbensin x és
COS T is csak els@ fokon szerepel.

. 2u 1—u2 2
sine =-% cosx=-—% dxr= du
1+u? 1+u? 1+u?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Hatarozott integralas

Ha f(w) integralhaté az [a, b] intervallumon és létezik primitiv fliggvénye ezen az intervallumon, akkor aNewton
Leibniz formula szerint a hatarozott integraljat a kévetkezéképp szdmolhatjuk ki:

J? f(z) dz = [F(z)]) = F(b) — F(a)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f [a, b] intervallumon korlatos fiiggvény Riemann integralhaté az [a, b] intervallumon, ha egyetlen olyan szam
létezik, hogy barmely felosztasra:

s<I<S
ahol s az alsé kozelits 6sszeg:s = » »  M;(T; —T; 1) m; = inf{f(z), ¢ € [x; 1,2}
ahol S a fels6 kozelits 6sszeg: S = Y r, M;(x; — ;1) M; =sup{f(z), = € [z;_1,2;]}

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha integraljuk a pozitiv szamegyenesen az
_ 1
flz) ==
fuggveényt, akkor 0-t6l 1-ig is improprius integralt kapunk és 1-t8l végtelenig is.

Ha 0-t6l 1-ig integralunk:

1
jg]liadxz{T‘I‘lha‘a<1
w ochaa>1
Ha 1 és végtelen kéz6tt integralunk:

1
‘ﬁooiada}‘:{ahaa>1
m ocohaa<1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Forgastest térfogata:
V=n/’f(z)de

Forgastest felszine:

A=2r [* f(2)\/T+ (f (@) d

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Matrixok, vektorok, vektorterek

Egy nXk-as matrix tulajdonképpen nem mas, mint egy tablazat, aminek n darab sora és k darab oszlopa van.

pI.:A:(2 3 1)
5 1 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy matrixot egy szammal szorzunk, akkor amatrix 6sszes elemét meg kell szorozni a szammal.

5 7 -2 15 21 -6
pl.:3- =
2 2 1 6 6 3

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha egy matrixot osztunk egy szammal, akkor amatrix minden elemét osztani kell a szammal.

L) (20
3 1 1 5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két matrix 6sszeadasakor 6sszeadjuk az ugyanazon pozicidban lév8 elemeket. Két matrixot csak akkor lehet
6sszeadni, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

2 4 7 17 -2 3 11 5
p":(1 5 3)+(4 2 1 ):<5 7 4)
A matrixok 6sszeaddsa kommutativ, azaz
A+B=B+A4
Es asszociativ, azaz
(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két matrix kivonasakor kivonjuk az ugyanazon poziciéban l1évé elemeket. Két matrixot csak akkor lehet kivonni
egymasbdl, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

(2a T\ (17 2\_(1 -39
P“\1 5 3 42 1) =3 3 2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Két matrix szorzata akkor Iétezik, ha a bal oldalimatrix oszlopainak szdma megegyezik a jobb oldalimatrix sorainak
szamaval.

Ha az A matrix m x n-es a Bmairix pedig n x k-s, akkor az eredménymatrix m x k-s lesz.

Az eredménymatrix i-edik sordnak j-edik elemét ugy kapjuk, hogy a bal oldalimatrix i-edik sorat skalarisan szorozzuk
a jobb oldali mairix j-edik oszlopaval. (Tehat az els elemet az elsvel, a masodikat a masodikkal stb. szorozzuk,
majd 6sszeadjuk)

(3 4\ (2 4 T\_(10 32 33
P\1 5 15 3/ \7 20 22

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Két méatrixot csak akkor adhatunk éssze, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.
A matrix 6sszeadas kommutativ:

A+B=B+A

Es asszociativ:

(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A matrixszorzas nem kommutativ, azaz:
A-B£B-A

De asszociativ, azaz:
(A-B)-C=A-(B-C)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kvadratikus matrix négyzetes matrix vagyis ugyanannyi sora van, mint oszlopa.

2 3 5
pl:l1 4 1
2 1 1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A diagonalis matrix olyan kvadratikus matrix, aminek a f§atléjan kivili elemek nullak.

2 00
p: {0 4 0
0 0 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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Az egységmatrix olyan matrix, ami azt tudja, hogy barmely A matrixra A - I = A.

Az egységmatrixok olyan diagonalis matrixok, aminek minden f6atlé-eleme egy.

10
l: Iyp9 =
ot (10)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az inverz matrix jele A lesez egy olyan matrix, ami azt tudja, hogy

A- A1 =T (jobb inverz)
A1. A= (palinverz)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A transzpondlt a matrix sorainak és oszlopainak felcserélése. Jele AT vagy A*

pl.:
2 3 5 2 1 2
A=1|1 4 1 |=4T=|3 4 5
2 5 7 5 1 7

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a matrixokat, melyek transzponaltjuk dnmaga, szimmetrikus matrixnak nevezzik.

5 1 7 5 1 7
p:A=11 4 2|=AT=|1 4 2
7 2 6 7 2 6

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Vektort egy szammal Ugy szorzunk, hogy a vektor minden koordinatajat megszorozzuk a szammal.

1 3
P:3-1 3] =1 9
5 15

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Vektort egy szammal gy osztunk, hogy a vektor minden koordinatajat leosztjuk a szammal.
3
6 1

. 15 —

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két vektort Ugy adunk 6ssze, hogy minden egyes koordinatajukat kiilén-kiilén 6ssze adjuk.

2 4 6
PL.: 4 +12]=16
-1 7 6

Tulajdonségok:
kommutativ:a +b =b +a
asszociativ: (a +b) +c=a+ (b+¢)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két vektort Ugy vonunk ki egymasbol, hogy minden egyes koordinatajukat kiildn-kilén kivonjuk egymasbdl.

2 4 -2
PI.: 4 12| = 2
-1 7 —8

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A skalaris szorzat két vektor kdzti mlvelet, ami csinal bel8lik egy szamot.

3 4
P..a= [ 2 b=11
) 2

a’ - b=3-44+2-14+5-2=24
Tulajdonséagok:

T.a

S

kommutativ: QT . Q =

nem asszociativ: (a - ) T c#al- (QT . g)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Két vektor diadikus szorzata egy matrix. Lassuk milyen.

3 4
Pl..a = | 2 b=11
5 2
12 3 6
a-b"=18 2 4)
20 5 10

Tulajdonséagok:
nem kommutativ
nem asszociativ

Megnézem a kapcsolodoé epizédot

1
1

Ha egy matrixot beszorzunk az l = .| vektorral, akkor az szépen 6sszeadja a matrixunk soraiban 1év6
1

elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy matrixot beszorzunk ale = ( 1 1 ... 1 ) vektorral, akkor az szépen dsszeadja a matrixunk
oszlopaiban 1év6 elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy matrixot megszorzunk jobbrél egy €, egységvektorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik oszlopat.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ha egy matrixot megszorzunk balrél egy €, egységvekiorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik sorat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A P(.’Bo, yo) ponton atmené ésn = lB] normalvektord egyenes egyenlete:

Az —z))+Bly—w)=0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A
A P(xg, Yo, 20) ponton atmené és1 = | B | normalvektord sik egyenlete:

C
Az—z))+Bly—w)+C(z—2) =0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Van a sikban két pont: P(x1, Y1 ) és Q(x2,ys).
Ekkor a két pont kézti vektor:
— Ty — T
PQ — l 2 1 ]
Y2—U
Ha a térben vesziink két pontot: P(1, Y1, 21) és Q(x2, Y2, 22).

Akkor a két pont kdzti vektor:

- Lo — Iy
PQ = Yo —U
29— 21

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Van it két pont a sikban: P(x1,y; ) és Q(x2, Y2 ).
Ekkor a két pont kdzti tavolsag:
d=/(x1 —2)* + (1 —12)?

Ha a térben vesziink két pontot: P(1, Y1, 21) és Q(x2, Y2, 22).

Akkor a két pont kdzti tavolsag a térben:

d= /(1 —22)% + (h —12)* + (21 — 22)*

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A
A P(xg, ) ponton &tmens és 1 = (B normalvektor(i egyenes egyenlete:

A-(x—zp)+B-(y—w)=0

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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A

A P(x, o, 20) ponton atmené és1 = | B | normalvektort sik egyenlete:

C
A-(x—z)+B-(y—w)+C-(2—2)=0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a1 by
Van itt két vektor:a = [ ay | 6sb = | by
as bs

A két vektor vektorialis szorzata:

€1 €& €3
axb=det|a, ay a3
by by by

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az a és b vekiorok vektoridlis szorzata aza X b vektor, ami meréleges az @ és b vekiorok 4ltal kifeszitett sikra, és

a; by €
a= | a b= | b, axb=det| q,
as bs by

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Qg

by

|®

S

3
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AV nem res halmazt vektortérnek nevezzik a valés szamok felett, ha aV” halmazon értelmezve van egy
6sszeadas nev(i m(ivelet, igy, hogy minden V -beli v, és U, vektorhoz hozzarendellnk egy V; + V4 vektort, ami
szintén eleme V-nek.

1. Az 8sszeadas kommutativ: barmelyv;, vy V-beli vektorra

Ut =0+

2. Az Gsszeadas asszociativ: barmely U, Uy, Vs V-beli vektorra

(v +v5) +v3 =0, + (v +v3)

3. Létezik nullelem: van onanQ V -beli vektor, hogy barmely v V -beli vektorra

v +0=0+v, =2,

4. Letezik ellentett: barmely v V beli vektorra létezik olyan —v4 V -beli vektor, hogy
v+ (-v) = —v; +v, =0

Ertelmezve van egy skalarral valé szorzas nevl mivelet is Ggy, hogy mindenV -beli V4 vektorhoz és barmely valds
szamhoz hozzarendellink egy A U vektort, ami szintén V-beli.

5. A skalarszoros asszociativ: barmely v, V-beli vektorra és A, i skalarra

(A-p) vy =A-(p-vy)

6. A skalarszoros disztributiv a vektorokra: barmely v, U, V -beli vektorra és A skalarra
A (v +0y) =A-v + A0

7. A skalarszoros disztributiv a skalérokra: barmelyv; V-beli vektorra és A, 4 skalarra
Atup) vy =Av +p-v

8. Egységszeres: barmely v, V-beli vektorra és az 1 valos szamra

L-v; =v,

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

AV{,v9,03,...,0, vekiorok linearisan flggetlenek, ha
)\1 .21_|_,\2 .22+)\3 '23‘1""‘1‘)\71'2“:9
csak tgy teljestl, ha minden A; = 0

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Av{,V9,03,...,V, vekiorok linearisan 6sszefliggdk, ha
Avp A vy Ag vy e+ A, =0
agy is teljesdl, hogy van olyan >\i 7& 0

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Egy V vektortérben avq,v9,03,...,0, vekiorok generator-rendszert alkotnak, ha minden w vektor a |4
vektortérben elall w = Ay - v; + Ay Uy + A3 -3 + -+ -+ A, - v, alakban.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Av{,v9,03,...,0, vekiorok figgetlen rendszert alkotnak, ha
MO+ AU+ A vg e+ Ay, =0
csak Ugy teljestl, ha minden A; = 0

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A bazis fliggetlen generatorrendszer.

A bazis minden vektort egyértelmien eldallit, mig ¥ -ben azok a generator-rendszerek pedig, amelyek 72-nél tobb
vektorbdl allnak, minden vektort végtelensokféleképpen.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Egy vektorrendszer rangja a benne 1év§ fliggetlenvektorok maximalis szama. R3-bana rang példaul maximum
harom lehet.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

AV vektortérnek W altere, haW C V és W maga is vektortér a V-beli miiveletekre.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy vektor akkor allithaté egy vektorrendszerrel, ha el6all azonvekiorok linearis kombinacidjaként.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Vektorok, egyenesek és sikok egyenletei

Van itt két vektor:a = (al,az),g = (bl,bz)
A két vektor 6sszege:
a+b=(a;+by,as+b)

A két vektor kiildnbsége:

a—b=(a; —by,a3 —by)

_>
AB=b-a

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Vanittaza = (a1 y a2) és Q = (bl, bz) vektor.
Az a vektor hossza:

la |=y/af + a3

%
Az A B vektor hossza:

%
AB=|b—a|=+/(b; —a1)* + (b — az)?

Es pont ugyanigy kapjuk meg az A és B pontok tavolsagat is.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Két pont kdzti vektor a végpontba mutatd helyvektor minusz a kezdépontba mutaté helyvektor.

_>
Tehat AB=0b—a

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Van itt két vektor:a = (al,az),g = (bl,bz).
Az a és b vekiorok skalaris szorzata:
a-b=|a|-|b]|-cosy=ay-b;+ay-by

ahol 7y a két vektor altal bezart szég

la |= m, vagyis az @ vektor hossza
b |= \/b%-F—bz vagyis ab vektor hossza

Két vektor mer6leges egymasra, ha @ - Q =0.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Vanittaza = (a1 y a2) vektor.
Az a +90°-os elforgatottja:
at90° — (—az,a1)

Az a -90°-os elforgatottja:
a0 = (az,—a;)

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Két vektor skalaris szorzatat kiszamolhatjuk igy:
a-b=la|-]b|-cosy

ahol 7y a két vektor &ltal bezart szdg,

|g |: A /a% + ag , vagyis az @ vektor hossza
b= 4 /b% + b2, vagyis azb vektor hossza

llletve kiszamolhatjuk igy is:
a-b=a;-by+ay-by

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Két vektor mer6leges egymadsra, ha skalaris szorzatuk 0, azaz haa - Q =0.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A P(xg, ) ponton &tmens ésm = lB] normalvektor(i egyenes egyenlete:

Ax—z))+Bly—w) =0

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A
A P(xy, Yo, %)) ponton atmené és1 = | B | normalvektord sik egyenlete:

C
Ax—z))+By—vw)+C(z—2) =0

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Van a sikban két pont: P (1, ) és Q(T2,%2)-
Ekkor a két pont kézti vektor:
— Ty — T
PQ —_ [ 2 1 ]
Y2—%
Ha a térben vesziink két pontot: P(1, Y1, 21) és Q(x2, Y2, 22).

Akkor a két pont kézti vektor:

- Lo — Iy
PQ = Yo —Y
29— 21

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Van it két pont a sikban: P21,y ) és Q(x2, Y2 ).

Ekkor a két pont kozti tavolsag:

d=/(x1 —22)* + (h —12)?

Ha a térben vesziink két pontot: P(1, Y1, 21) és Q(x2, Y2, 22).

Akkor a két pont kozti tavolsag a térben:

d=/(xy — )2 + (1 —12)* + (21 — 22)?

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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A
A P(xg, o) ponton &4tmens ésm = (B normalvektor(i egyenes egyenlete:

A-(x—z)+B-(y—w)=0

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A

A P(x,Yyo,2y) ponton atmené és1 = | B | normalvektort sik egyenlete:

C
A-(x—z)+B-(y—yw)+C:-(2—2)=0

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

ay bl
Van itt két vektor:a = [ ay | 6sb = | by
as bs

A két vektor vektoridlis szorzata:

€1 & &
axb=det|a; ay a
by by b

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az @ és b vekiorok vektoridlis szorzata az@ X b vektor, ami meréleges az @ és b vekiorok 4ltal kifeszitett sikra, és

a; by € € €
a=1\ ag b= b, axb=det|a ay a3
as b3 bl b2 b3

Megnézem a kapcsolddo epizédot

&5 MATEKING.HU - MUSZAKI MATEMATIKA 2 KEPLETGYUJTEMENY

23. OLDAL


https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/vektorok-egyenesek-es-sikok-egyenletei/az-egyenes-es-a-sik-egyenlete
https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/vektorok-egyenesek-es-sikok-egyenletei/az-egyenes-es-a-sik-egyenlete
https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/vektorok-egyenesek-es-sikok-egyenletei/a-vektorialis-szorzat-es-a-sik-egyenlete
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/vektorok-egyenesek-es-sikok-egyenletei/a-vektorialis-szorzat-es-a-sik-egyenlete

24. OLDAL
&5 MATEKING.HU - MUSZAKI MATEMATIKA 2 KEPLETGYUJTEMENY

Linearis egyenletrendszerek, matrixok inverze

Egy egyenletrendszer egyUtthatomatrixa az x-ek egyutthatéibdl allé matrix.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A Gauss-eliminacié egy linearis egyenletrendszerek megoldasara hasznalt algoritmus.

Az elimin&cid l1ényege, hogy egyenletrendszerlinket visszavezetjik vagy valamely haromszdg- vagy atlosmatrix
alakra.

A Gauss-eliminacié megengedett 1épései:

e Két sort (egyenletet) felcserélhetiink
e Egy sort (egyenletet) nem nulla szdmmal szorozhatunk
® FEgyik sorhoz (egyenlethez) hozzdadhatjuk egy masik sor (egyenlet) nem nulla szamsorosat

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az elemi bazistranszformacié (Szuper-Gauss) a lineéris egyenletrendszerek megoldasanak egy algoritmikus maédija.
1. lépés: a general6 elem valasztasa

Csak x-es oszlopbdl és e-s sorbdl valaszthatunk general6 elemet, nullat nem valaszthatunk és lehetbleg 1-et vagy
minusz 1-et érdemes.

2. 1épés: a bazistranszformacio
A general6 elem sorat osztjuk a general6é elemmel, oszlopat elhagyjuk.

A tébbi elembdl kivonjuk a generalé elem neki megfelel sordban és oszlopaban Iévé szamok szorzatat, osztva a
generaléelemmel.

3. 1épés: megint general6 elem valasztas
Ujra és tjra végrehatjuk a bazistranszforméaciét, amig az 6sszes oszlop el nem téinik
4. |épés: az utolso transzformécid és a megoldas

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Az elemi bazistranszformacié (Szuper-Gauss) a linearis egyenletrendszerek megoldasanak egy algoritmikus maédija.
1. lépés: a general6 elem véalasztasa

Csak x-es oszlopbdl és e-s sorbdl valaszthatunk general6 elemet, nullat nem valaszthatunk és lehetbleg 1-et vagy
minusz 1-et érdemes.

2. lépés: a bazistranszformacio
A general6 elem sorat osztjuk a general6é elemmel, oszlopat elhagyjuk.

A tébbi elembdl kivonjuk a generalé elem neki megfelel sordban és oszlopaban Iévé szamok szorzatat, osztva a
generaléelemmel.

3. |épés: megint generald elem vélasztas
Ujra és tjra végrehatjuk a bazistranszforméaciét, amig az dsszes oszlop el nem tdinik
4. |épés: az utolso transzformécid és a megoldas

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy egyenletrendszernek tébb az ismeretlene, mint ahany egyenlete van, akkor az egyenletrendszernek nincs
egyértelml megoldasa.

Bazistranszformacioval, ha maradnak €-s sorok ahol mar nem tudunk generalo elemet valasztani, olyankor mindig
végtelen sok megoldas van, vagy nincs megoldas.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy egyenletrendszerben két olyan egyenlet szerepel, ahol az ismeretlenek egyiitthatéi megegyeznek, de mas az
eredményik, akkor az ellentmondé egyenletrendszer, aminek nincs megoldasa.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

A bazistranszformacié soran fent maradt x-ek Ugynevezett szabadvaltozok. A szabadsagfok a szabadvaltozék
szama, tehat ahany x; fént marad.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a Gauss-eliminacio segitségével gy allithatjuk els, hogy megoldjuk az Az = b
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot. Az eliminaciés lépéseket addig kell végezni, amig
az egységmatrixot nem kapjuk az A helyén, a b helyén keletkezett matrix pedig az A matrix inverze lesz.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a bazistranszformacio segitségével gy allithatjuk els, hogy megoldjuk azAx = b
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Négyzetes matrixok inverzét a Gauss-Jordan eliminacio segitségével gy allithatjuk el6, hogy megoldjuk azAx = b
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az inverz kiszamolasa rettent6 egyszer( dolog. Minddssze annyit kell tenniink, hogy felirjuk a matrixot a szokasos
tablazatba, és mellé irjuk az egységmatrixot. Ezek utédn j6n a bazistranszforméacié. Ha nem tudjuk mindegyik x-et
levinni, akkor nincs inverz. Ha mindet le tudjuk vinni, akkor van.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Determinans, sajatérték, sajatvektor, leképezések

Ha az A egy n & n-es matrix, akkor determinansa

— I n
det(A) =3, (—1)'®) - T, ayg)
ahol p az oszlopindexek permutacioi, I(p) pedig ezen permutaciék inverziészdma.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy 2x2-es matrix determinansa:

A:(“ Z) det(A)=det<a Z)za-d—b-c

C C

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A 3x3-as matrixok determinansanak kiszamolasara van egy szabaly, ami szarrusz szabaly néven ismert. A szabaly
lényege, hogy fogjuk a matrixot és leirjuk sajat maga mégé még egyszer, majd vesszlk a f6atlékat és a mellékatiokat,
igy

det(A) = —ay3a9a3; — a11a93a37 — G12091 33 + Q11092033 + Q1209331 + Q1302 Q39

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Haaz A egy nxn-es matrix, akkor determinansa

aii aio .o aip

a Q cee @
A= 21 22 2n

Anp1 Ap2 oo Qpp

det(A) = Z?Zl(—l)”jaij - det(A4;5)
Itt det(A;;) az a;; elemhez tartozo aldeterminans.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

&5 MATEKING.HU - MUSZAKI MATEMATIKA 2 KEPLETGYUJTEMENY
27. OLDAL


https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/determinans-sajatertek-sajatvektor-lekepezesek/mi-az-a-determinans
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/determinans-sajatertek-sajatvektor-lekepezesek/mi-az-a-determinans
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/determinans-sajatertek-sajatvektor-lekepezesek/mi-az-a-determinans
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/determinans-sajatertek-sajatvektor-lekepezesek/mi-az-a-determinans

28. OLDAL
&5 MATEKING.HU - MUSZAKI MATEMATIKA 2 KEPLETGYUJTEMENY

Az A matrix determinansa nulla, ha

® van csupa nulla sora

® van két azonos sora

® egyik sora a méasik sor szdmszorosa

® egyik sora mas sorok linedris kombin&cidja
® mindez sor helyett oszlopra is elmondhat6

Determinansok szorzasi tétele:
det(A - B) = det(A) - det(B)
det(A*) = det(A)*

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Azokat a matrixokat nevezzik szingulérisnak, amelyek determindnsa nulla.

Az A matrix szingularis:

det(A) =0
Nem létezik A1 inverz matrix
RANG<n

Az A matrix oszlopvektoraibdl allé vektorrendszer linearisan 6sszefliggd
Az A - T = Q egyenletrendszernek vagy végtelen sok megoldasa van vagy nincs megoldasa
Az A- = 0 homogén lineéris egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Azokat a matrixokat nevezzik regularisnak, amelyek determinansa nem nulla.

Az A matrix regularis:

det(A) #0
Létezik A1 inverz matrix

RANG=n

Az A matrix oszlopvektoraibdl allé vektorrendszer linearisan fliggetlen

Az A - = b egyenletrendszernek csak egy megoldéasa van

Az A - T = Q homogén lineéris egyenletrendszernek csak egy megoldasa van (a trivialis megoldas)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Cramer szabaly szerintaz A - T = Q egyenletrendszer megoldésai a kdvetkez6képp alinak eld:

_ det(A)
T = det(ff)

ahol det(Ak) annak a matrixnak a determinénsat jelenti, hogy az A matrix k-adik oszlopat kicseréljik aQ vektorral.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Az A nxn-es matrix sajatértéke egy olyan A valés szam, amelyhez van valamiv nem nullvektor, hogy A- V= A- v

A sajatérték l1ényege, hogy vannak olyan matrixok, és olyan vektorok, hogyha a matrixot megszorozzuk a vektorral,
akkor az eredeti vektornak egy szamszorosat kapjuk. Az egységmatrixpéldaul ilyen: ha az egységmatrixszal
megszorzunk egy tetszéleges vektort, akkor ugyanazt a vektort kapjuk. llyenkor minden vektor sajatvektor és a
sajatérték 1, mert minden vektorbdl az 1-szerese lesz.

A sajatvekiorok és sajatértékek egyik legfontosabb alkalmazasa a geometriai transzformaciok, amelyek szintén
matrixokkal irhatok le. A sikbeli tikrdzés az x tengelyre példaul egy geometriai transzformécid, aminek a matrixa két
sajatértékkel rendelkezik. Az x tengelyen lév8 vektorokkal a tiikr6zés hatdsara nem torténik semmi. Ezek tehat sajat
maguk 1-szeresei lesznek. Az y tengelyen 1év6 vekiorok viszont az x tengelyre torténd tiikrdzéskor "megfordulnak”
vagyis beszorzédnak -1-gyel. A tikrézés matrixanak tehat ezek lesznek a sajatértékei. Az 1 és a -1. Mindez sokkal
érthet6bb lesz, ha megnézed a kapcsolddo epizddot.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az A nxn-es matrix sajatvektora egy olyan ¥ nem nullvektor, amelyhez van valami A valés szam, hogy

A-v=Av

A sajatvektor lényege, hogy vannak olyan matrixok, és olyan vekiorok, hogyha a matrixot megszorozzuk a vektorral,
akkor az eredeti vektornak egy szamszorosat kapjuk. A sajatvekiorok és sajatértékek egyik legfontosabb alkalmazasa
a geometriai transzformaciok, amelyek szintén matrixokkal irhaték le.

Vegylk példaul a sikbeli tiikr6zést az x tengelyre. Ez egy geometriai transzformacid. Az x tengelyen l1évd vektorokkal
a tikrozés hatdsara nem toérténik semmi. Ezek tehat sajat maguk 1-szeresei lesznek. Vagyis ezek a vektorok egytdl
egyig sajatvektorok, mert teljesitik azt amit egy sajatvektornak tudnia kell: ha megszorozzuk a matrixokt a vektorral,
akkor az eredeti vektor szamszorosat kapjuk. Itt most éppen az eredeti vektor 1-szeresét kapjuk. Az y tengelyen [évé
vektorok szintén sajatvekiorok, mert az x tengelyre t6rténd tikrézéskor "megfordulnak” vagyis beszorzédnak -1-gyel.
Vagyis ezek a vektorok sajat maguk -1-szeresei lesznek. A tiikrdzés matrixanak tehat ezek lesznek a sajatvektorai:
az x tengely és az y tengely vektorai. Az x tengelyen Iév6 sajatvektorokhoz tartoz6 sajatérték az 1, mig az y tengelyen
lévé sajatvektorokhoz tartozé sajatérték a -1. Mindez sokkal érthetébb lesz, ha megnézed a kapcsol6do epizddot.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A karakterisztikus egyenlet a sajatértékek kiszamolasahoz sziikséges egyenlet:
det(A—X-1)=0

A karakterisztikus egyenlet segit nekiink kiszamolni egy matrix sajatértékeit. A sajatértékeket tgy kapjuk, hogy a
karakterisztikus polinomot egyenlévé tessziik nullaval. igy egy egyenletet kapunk, és ennek az egyenletnek a
megoldasai a sajatértékek. Az egyenletet karakterisztikus egyenletnek is szokas nevezni, és egyetlen bokkend vele,
hogy egy nxn-es mairix karakterisztikus egyenlete n-edfokl. Vagyis 2-nél és 3-nal még valahogyan meg tudjuk oldani
az egyenletet, de mondjuk egy 5x5-6s matrixnal mar 6tédfokl egyenletet kapunk, amivel adédhatnak gondok.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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A karakterisztikus polinom:
det(A—\-T)

A karakterisztikus polinom segit neklink kiszamolni egy matrix sajatértékeit. A sajatértékeket ugy kapjuk, hogy a
karakterisztikus polinomot egyenldvé tessziik nullaval. igy egy egyenletet kapunk, és ennek az egyenletnek a
megoldasai a sajatértékek. Vagyis a sajatértékek mindig a karakterisztikus polinom gyokei. Eléfordul, hogy egy
sajatérték tdbbszords gydk, és az is megeshet, hogy komplex gydkei vannak a karakterisztikus polinomnak.

Azt az egyenletet, amikor a karakterisztikus polinomot egyenlévé tesszik nullaval karakterisztikus egyenletnek is
szokas nevezni, és egyetlen bokkend vele, hogy egy nxn-es matrix karakterisztikus egyenlete n-edfoku. Vagyis 2-nél
és 3-nal még valahogyan meg tudjuk oldani az egyenletet, de mondjuk egy 5x5-6s matrixnal mar 6tddfokl egyenletet
kapunk, amivel adédhatnak gondok.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy nxn-es matrixnak van n darab figgetlen sajatvektora, akkor létezik a matrixnak egy ugynevezett diagondlis
alakja.

A diagonalis alak igy néz ki:

M 0 ... 0
ding(4) = 0 XA ... 0
0 0 ... A,

a f6atléban vannak a sajatértékek és az dsszes tébbi elem nulla.
A diagondlis alakot a kdvetkezd modon allitjuk eld:

diag(4) =X"1-A-X

X =(v; v, ...v,)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha egy nxn-es matrixnak van n darab fliggetlen sajatvektora, akkor létezik a matrixnak egy Ugynevezett diagonalis

alakja.

A diagondlis alak igy néz ki:

M 0 ... 0
ding(4) — 0 X ... 0
0 0 ... A,

a f6atléban vannak a sajatértékek és az dsszes tébbi elem nulla.

A diagonalis alakot a kdvetkez6 médon allitjuk elé:
diag(A) =X 1-A4-X
tX=(v; vy ...v,)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy nxn-es matrixnak van n darab fliggetlen sajatvektora, akkor létezik a matrixnak egy Ugynevezett diagonalis

alakja.

A diagondlis alak igy néz ki:

A 0 ... 0
ding(4) — 0 X ... 0
0 0 ... A,

a f6atléban vannak a sajatértékek és az dsszes tébbi elem nulla.

A diagonalis alakot a kdvetkez6 médon allitjuk elé:
diag(A) =X 1-A4-X
tX=(v; vy ...v,)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha az A matrix egy 72 x m1-es diagonalizalhaté matrix, akkor a sajatfeloontasa:

A=X-diag(A)- X1

It X = (21 V9 ... U, ) vagyis egyszerlen ugy keletkezi, hogy a sajatvektorokat fogjuk, és leirjuk egymas
mellé és

M 0O ...00
diag(A) = 0 X ... O

0 0 ... \,

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

A spektralfelbontas segitségével kdnnyebben hatvanyozhatunk:
A" = X - (diag(A))" - X1

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy matrix sarok féminor matrixai amatrix bal fels§ sarkatdl kezd6dé sarok matrixok determinansai.

2 3 5 1

Pl A= 47 2 1
1 14

35 1 7

elsé sarokféminora a 2-es

masodik sarokféminora a bal fels¢ 2x2-es determinans

det (2 3)=2.7_3.4=2
47

és igy tovabb

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Egy matrix f6minor matrixai a matrix bal felsé sarkatdl kezd6dé sarokmatrixok determinansai.

2 3 5 1
Pl A= 47 21

2 1 14

35 1 7

els6 féminora a 2-es

masodik féminora a bal fels6 2x2-es determinans

det (2 3)=2.7_3.4-9
47

és igy tovabb

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az A nxn-es matrix pozitiv definit, ha minden A sajatérték: A>0.

Vagy ha minden sarokféminor pozitiv.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az A nxn-es matrix negativ definit, ha minden A sajatérték: A < 0.

Vagy ha a sarokféminorok valtakozva — + —- de minusszal indul.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az A nxn-es matrix pozitiv szemidefinit, ha minden A sajatérték: A>0.

2x2-es matrixoknal, ha az els6 sarokféminor pozitiv, a masodik nulla.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az A nxn-es matrix negativ szemidefinit, ha minden A sajatérték: A<0.
2x2-es matrixoknal, ha az elsé sarokféminor negativ, a masodik nulla.

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Az A nxn-es matrix indefinit, ha van A; és Ay sajatérték, hogy A; > 0és Ay < 0.
Ha det(A) 7& 0 és nem pozitiv vagy negativ definit, akkor indefinit.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha A nxn-es szimmetrikus matrix és & egy vektor R"-ben, akkor a

Qr)=z"-A-z

kifejezést kvadratikus alaknak nevezzik.

Azért hivjuk kvadratikusnak vagyis négyzetesnek, mert ez mindig egy homogén masodfoku kifejezés.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

AQ(z) = z* - A - x kvadratikus alak

pozitiv definit, ha minden 7 0 vektorra Q(z) > 0

negativ definit, ha minden # 0 vektorra Q(z) < 0

pozitiv szemidefinit, ha minden 7 0 vektorra Q(z) > 0

negativ szemidefinit, ha minden 7 0 vektorra Q(z) < 0

indefinit, ha van olyan Z 7 0 és y 7 0, hogy Q(z) <0ésQ(y) >0

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A  leképezest linearis leképezesnek nevezzik, ha barmely v, vy € Vi vektorokra és A € R szamra teljesdl,
hogy

p(v; +v,) = @(v;) + @(vy)
P(A-v) =X p(v)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A Vl — V2 linearis leképezésnél V2-nek azt a részét, amely a leképezés soran elball, a leképezés képterének
nevezzilk és I'm-vel jeldljik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A nullvektorbdl minden linearis leképezés nullvektort csinal, vagyisQ képe mindig Q de el6fordulhat, hogy mésVl-
beli vektorok képe is nullvektor lesz. Ezenvekiorok halmazat nevezzik a leképezés magterének ésKe’r’go-veI
jeloljik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A képtér és a magtér dimenzidja 6sszesen éppen kiadjaVl dimenzidjat.
Ezt az 6sszefliggést dimenzidtételnek nevezzik:
dim(Keryp) + dim(I'myp) = dim(V])

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Minden linearis leképezést jellemezhetiink egy méatrixszal. Valéjaban mindegyiket végtelen sok matrixszal
jellemezhetjiik, ezek a matrixok pedig ugy keletkeznek, hogy vesziink egy tetsz6leges bézistVl-ben ésa
bazisvekiorok képeit egymas mellé irjuk.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A @ leképezéesben minden vektor képét igy kapjuk:

p(v) = (P -v

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Egy leképezésnek pontosan akkor létezik inverze, ha a (So)b matrixnak létezik inverze, és az inverz leképezés
matrixa:

@1 matrixa (@), !

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A @ o leképezés matrixa:

(pom)y= (@)~ (1)

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Ha egy nxn-es matrixnak van n darab figgetlen sajatvektora, akkor létezik a matrixnak egy ugynevezett diagondlis
alakja.

A diagonalis alak igy néz ki:

M 0 ... 0
ding(4) — 0 A ... 0
0 0 ... A,

a f6atléban vannak a sajatértékek és az dsszes tébbi elem nulla.
A diagondlis alakot a kdvetkezd modon allitjuk eld:

diag(A) =X"1-A-X

X =(v, v, ...v,)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A ¢ lineéris leképezésnek aby by ... b, bazisban felirt matrixat ugy kapjuk meg, hogy a bazis/ekiorok képeit
egymas mellé irjuk:

(©)o = (p(b1) (bs) ¢(b3) .. ¥(by,))

Barmilyen bazist is valasztunk is Vl-ben, a leképezés matrixa mindig egy nxn-esmatrix lesz. Ha ennek a matrixnak
van n darab flggetlen sajatvektora, akkor ezek a sajatvekiorok szintén egy bazist alkotnak Vl-ben, amit
sajatbazisnak nevezlnk.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

AV} — V, linearis leképezést masnéven homomorfizmusnak is nevezziik. Ezek a homomorfizmusok és azok
métrixai maguk is egy vektorteret alkotnak, ezt a vektorteret Hom( V7, V5 )-nek nevezziik.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Ha Aés B olyan matrixok, hogy létezik egy C matrix ugy, hogy
A=C1.B-C
akkor a két matrix egymashoz hasonlé.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot
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Gram-Schmidt ortogonalizacio, LU és QR felbontas,
pszeudoinverz

Azokat a vektorokat, ahol a vekiorok egymasra merélegesek ortogonalis rendszernek nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az olyan matrixot, ahol minden elem egy-egyvektorok szorzata, szorzétablaszerlen elrendezve, Gram matrixnak
nevezzik.

Pl. a Ql, 92, Q3 vektorok Gram matrixa:

(by,b1)  (by,ba)  (by,05)
@2 ’Ql> @2 792> @2 793)
(bs,by) (b3,by) (b3,b3)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Hogyha egy ortogonalis vektorrendszer éppen annyi vektorbdl all, amennyi koordinataja van a vektoroknak, akkor az
a vektorrendszer egy ortogonalis bazis.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha egy vektorrendszerben barmely két vektor skalaris szorzata 0, akkor az egy ortonormalt vektorrendszer.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha egy vektorrendszerben barmely két vektor skalaris szorzata 0 és minden vektora egységnyi hosszu, akkor az egy
ortonormalt vektorrendszer.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az olyan bazist, ahol barmely két vektor skalaris szorzata 0 és minden vektor egységhosszu, ortonormalt bazisnak
nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Hogyhaaby,b,, ..., b, vekiorok a V vektortémek egy bazisa, akkor barmely £ € V vektor el64llithaté a
bazisvekiorok lineéris kombinacidjaként.

A 'Ql+)‘2 .Q2+...+)\n.gn:£
Es most végre azt is megtudjuk a skalaris szorzat segitségével, hogy pontosan mik lesznek ezek a)xi egyltthatok.

A trikk az lesz, hogy beszorozzuk az egyenletet a Q 1 bazisvektorral...

Aoby by A by by o+ Ay by by =200y
Aztén beszorozzuk a b, bazisvektorral is.

A-by byt Ao by byt Ay b, by =2 by
Es igy tovabb az 6sszesel.

Ar-byb,+ A by byt A b, b, =2 b,

Az igy keletkez6 1 darab egyenletet Gauss-féle normalegyenletnek nevezzik.

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Hogyhaaby,b,, ..., b, vekiorok a V vektortérben egy ortogondlis bazis, és € V tetsz8leges vekior, akkor az
2= M b4y byt A b,

lineéris kombinacié egyUltthatéi felirhatdk skalaris szorzatok segitségével:

_ @él)
>\1 o @1$Ql>
_ (zb)
A= )
_ (aba)
An = (b,:0,)

Ezeket az egyiitthatékat Fourier-egyutthatoknak nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az ortogondlis matrix olyan, ahol az oszlopvektorok egységnyi hosszuak.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Hogyha @ egy ortogonalis métrix, akkor
Ql=qT
Q oszlopvektorai ortonormalt rendszert alkotnak

Q sorvektorai ortonormalt rendszert alkotnak
Q-QT=Q"-Q=1I

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A régi bazis Ggy alakithatd at ortogonalis bazissa, hogy szépen egymas utan lecseréljik a régi bazisvektorokat Uj
béazisvektorokra. Az atalakitast Gram-Schmidt ortogonalizaciénak nevezziik.
Az (j ortogondlis bazis legyen ql, és

9, %543

Az (j bazis els vektorat akarhogy valaszthatjuk, legyen ez mondjuk a régi bazisbolq 1

4, =b
Aztan lassuk mi lesz az Uj bazis masodik vektora:
<q 792)
=by — Aoy - Aoy = =
g2 Yo 21 g 21 <21 721)

Itt j6n aztan az Uj bazis harmadik vektora:

Ay = (g, bs) gy — (g, +b3)

%293_)‘31'g1_k32'g2 @1’21)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy matrix LU felbontdsa azt jelenti, hogy a matrixot felbontjuk egy als6 és egy fels6 haromszdgnatrix szorzatara.
Modszere a Gauss eliminaciora épil.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Egy nxn-es matrixnak akkor létezik LU-felbontasa, ha az elsé n-1 féminora nem nulla.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Hogyha egy olyan mairix LU felbontaséra van szikségiink, amelynek valamelyik (nem utolsé) f6minora 0, akkor
megtehetjlk azt, hogy egy premutaciés matrix segitségével felcseréljik a sorait. Hiszen a sorcsere hatdsara amatrix
determinansa, az egyenletrendszer megoldasa stb. nem valtoznak.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az LU-felbontas médszere nem négyzetes matrixokra ugyanolyan, mint eddig, a Gauss eliminacio segitségével
torténik. Legfeljebb az U matrix nem lesz négyzetes, igy nem lesz valédi felsé haromszdgmatrix.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha az A matrix szimmetrikus és pozitiv definitmatrix, akkor egyértelmiien létezik olyan pozitiv diagonalist L als6
haromszdégmatrix, amelyre:

A=L-IT

Ezt a felbontast Cholesky-felbontdsnak nevezzik. Ez tulajdonképpen egy olyan LU-felbontés, ahol az Umatrix az L-
nek a transzponaltja.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Hogyha az A egy olyan nxk-as matrix, 70 > k, és amatrix teljes oszloprangu, vagyis az oszlopvekiorok rangja k,
akkor létezik olyan nxn-es Q ortogonalis matrix, és olyan IR fels6 haromszégmatrix, hogy

A=Q-R

Ezt a felbontast nevezzik QR-felbontasnak.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

QR-felbontast kaphatunk akkor is, ha az A matrixot addig-addig szorozgatjuk Givens forgatasok matrixaival, amig
fels6 haromszdgmatrixot nem kapunk.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az A matrixbol elészor készitiink egy fels6 haromszdgmatrixot a Householder-tiikr6zések segitségével.

Hogyha a és b kiilénbdz8 vekiorok, és teliesill rajuk, hogy |@ |=| b| akkor létezik olyan Householder-tikrdzés, ami
az a vektort a b vektorba transzformalja.

2T
H=1-2-2%

Ty

(53

| S

aholv =a —

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy egyenletrendszernek nincs megoldasa, akkor az optimalis megoldas megadja a legjobb kdzelitést.
Az Ag = Qegyenletrendszer optimalis megoldasai megegyeznek az

AT . Az = AT .b

egyenletrendszer megoldasaival.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az Az = b egyenletrendszer Gauss-féle normalegyenlete:
AT . Az = AT -b

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Egy Q vektort nem csak merélegesen vetithetjik, hanem ferdén is. Viszont egyedil a mer8leges vetités rendelkezik a
legjobb kdzelités tulajdonsagaval.

A b vektor legjobb kzelitése a W altérben egy olyan b’ vektor, amire [b — b'| minimaiis.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az T és Y valtoz6 kdzbtti kapcsolat meghatarozasdhoz méréseket végziink.

Az L1, Z9, ..., és T, értékekhez...

Az Yy, Ya, ..., €S Y, értékek tartoznak.

Keressiik az a linearis fliggvényt, amely a lehet6 legjobban illeszkedik a mérési pontokra.

Eppen itt is van.

y=>b-xz+by

A flggvény garfikonja akkor illeszkedik a legjobban a mérési pontokra, ha ezek az egyenletek egyszerre teljesiinek:
by- 3oty @ +bo - 3y @i = D0, @iy

by -d i zitbon=>7"y

Ezeket az egyenleteket normalegyenleteknek nevezzik.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az A matrix Moore-Penrose-féle pszeudoinverze egy olyan A* matrix, amely ezt a négy dolgot tudja:
HNAATA=A

) AT AAT = AT

3) (AAT)T = AA*

5 (AT A" = AT A

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Kétvaltozoés fuggvények

A kétvéltozos fliggvények gy mikédnek, hogy két valdés szamhoz rendelnek hozza egy harmadik valdés szamot.
Maskeént fogalmazva szdmparokhoz rendelnek hozza egy harmadik szdmot.

Ezeket a szamparokat tekinthetjik gy, mint a sik pontjainak koordinatait.
A kétvaltozés fliggvények ennek a siknak a pontjaihoz rendelnek hozza egy harmadik koordinatat, egy magassagot.

Az értelmezési tartomany minden pontjahoz hozzarendelve ezt a harmadik, magassag koordinatat, kirajzolddik az x,
y sik felett a fliggvény, ami egy felllet.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A Young-tétel szerint vegyes masodrend(i derivaltak egyenlék (egészen pontosan akkor egyenldk, ha a fliggvény
kétszer totalisan derivalhatd):

2 (Z,Y) = fyz(2,Y)

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az f(:l’:, y) flggvény T szerinti parcialis derivaltja:
fz(2,9)

Ez azt jelenti, hogy  szerint derivalunk, Yy most csak konstansnak szamit, ha énalléan all, akkor derivaltja nulla, ha
szorozva van valami Z-essel, akkor marad

Az f(a:, y) flggvény Y szerinti parcialis derivéltja:
y(z,y)

Ez azt jelenti, hogy Y szerint derivalunk, £ most csak konstansnak szamit, ha énalléan all, akkor derivaltja nulla, ha
szorozva van valami Y-ossel, akkor marad

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Elsé lépés:

of
S fi(2,9)

Masodik lépés:
fi(z,y) =0
fz; (3373/) =0

of
Ty = fy(z,y)

Az egyenletrendszer megoldasai a stacionarius pontok

Harmadik lépés:

f” —
Hadet
Hadet

Hadet

Hadet

v (2,y)  foy(z,y)

fi(2,y)

pozitiv, és f!. > 0, akkor lokalis minimum van.

pozitiv, és f. < 0, akkor lokalis maximum van.

negativ, akkor nyeregpont van.

nulla, akkor tovabbi vizsgdlat sziikséges, de ilyen nem nagyon szokott lenni.

n
0z (Z,Y)
- £ n 7
xx Ty
n "
L J YT Yy
- £/ [/
xx Ty
n n
L J YT yy |
- £ "o
TT Ty
n n
L J YT Yy
- £ n 7
xx Ty
n "
L J YT Yy

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(z,y) fiiggvény értelmezési tartomanyénak azon pontjait, ahol mindkétparcidlis derivalt nulla, az f(x, y)
figgvény stacionarius pontjainak nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha az f tébbvaltozos fuggvénynek az &y & D f pontban leteznek f elsé parcialis derivaltjai és

1 f(xo) = 02 (o) = - -+ = Op f(w0) =0

akkor x( az f tébbvaltozos fliggvény stacionarius pontja.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A masodrend(i derivaltakbdél képzett matrix, amely segit eldénteni, hogy a fliggvénynek a stacionarius pontokban
minimuma, maximuma, vagy éppen nyeregpontja van-e.

[ 2z (T,Y)  fay(z,y)
- e (2,Y)  Fy(2,y)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A sik azon pontjainak 6sszességét, amelyekben azf flggvény ugyanazt a konstans értéket veszi fel, azaz
f(m, y) = ¢, az f fuggvény szintvonalanak nevezziik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az f(a:) flggvényhez a P(:BO >0 5 zo) pontban huzott érintésik egyenlete:

z=fi(zo,0)(x —x0) + (2o, %) (¥ — ) + f(20, %)

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az f(:l’:, y) fliggveény T és Y szerinti derivaltjaibdl allé vektort derivalt-vektornak vagy méasként gradiensnek hivjuk.

ime a derivalt-vektor:

) _ fé(wo,yo)] sviden /:[fé]
Feow) lfé(l’o,yo) roviden f= 1%

A derivalt-vektor segitségével tudjuk kiszamitani az iranymenti derivaltat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az iranymenti derivalt azt jelenti, hogy egy altalunk megadott tetsz6leges v irany mentén milyen meredeken
emelkedik a figgvény felllete.

Az f(a:, y) fliggvény v iranymenti derivaltja az (:130 y yg) pontban:

6f(xo,
f(gg#yyo):f'(l’o,yo)'y

(Itt v egységvektor)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy flggveény akkor implicit, ha ¥y nincs kifejezve, vagyis nemy = . . . alaku.

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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Ha F'(x,y) = 0 egy egyvaltozés implicit fiiggvény, akkor derivaltja:

by _ _ Fy(zy) Sz _ _Fy'(%y)
oz Fy(zy) dy Fy(z,y)

Ha F(xl sy LYy, :I)n_l) = 0 egy 1 véltozés implicit fliggvény, akkor az &;, mint implicit fliggvény derivéltja az
Z; valtozd szerint:

(5(1:1' _ Fj,(xlawb' . '7xn+1)

6:1:,] N E/(xl L2 ye ¢ '7xn+1)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Kétvaltozés hatarérték és totalis differencialhatosag

Az f(z,y) fugavény hatérériéke az R(xg, Yo ) pontban B, ha minden€ > O-ravan d > 0 gy, hogy ha (T,)
eleme az R(xy, Yo ) pont & sugard kémyezetének, vagyis ha

0</(z—z)?+(@y—w)? <6
akkor

|f(x,y) —Bl|<e

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(z,y) kétvaltozés fiiggvény totalisan differencialhaté az (g, Yo ) helyen, ha léteznek olyan A és B valés
szamok, hogy

f(@y)—(Ale—zo)+By—1)+f(@0.%)) 0
Ve—20)+-w)?

g ) .0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(x,y) kétvaltozés fiiggvény T szerinti parcidlis derivaltja:

: f(mayo)_f(a"O ,y()) _ !/ _ 5f(m0 7y0)
By )~ am = J2 (T U0) = T
Az f(a:, y) kétvéltozos fliggvény Y szerinti parcidlis derivéltja:

61 (o)

Fy(zos90) = —,

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

&5 MATEKING.HU - MUSZAKI MATEMATIKA 2 KEPLETGYUJTEMENY
46. OLDAL


https://www.mateking.hu/analizis-1/fuggvenyek-hatarerteke-es-folytonossaga
https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/ketvaltozos-hatarertek-es-totalis-differencialhatosag/ketvaltozos-fuggvenyek-hatarerteke
https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/ketvaltozos-hatarertek-es-totalis-differencialhatosag/a-totalis-es-a-parcialis-differencialhatosag
https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/ketvaltozos-hatarertek-es-totalis-differencialhatosag/a-totalis-es-a-parcialis-differencialhatosag

47. OLDAL
&5 MATEKING.HU - MUSZAKI MATEMATIKA 2 KEPLETGYUJTEMENY

Kettés és harmas integral

A kétvaltozés fliggvények ugy mikodnek, hogy két valés szamhoz rendelnek hozza egy harmadik valés szamot. Az
értelmezési tartomany minden pontjdhoz hozzarendelve ezt a harmadik, magassag koordinatéit, kirajzolédik az T, Y
sik felett a fliggvény, ami egy felllet.

A kétvaltozés fliggvények hatarozott integralja igy egy test térfogata.

[2 [P f(z,y) dzdy

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kettdsintegralok segitségével kilonb6z§ fellletek alatti térfogatokat tudunk kiszamolni.

A legegyszer(ibb eset, amikor egy téglalapon integralunk. llyenkor az integralas hatarai valamilyen szamok.

[P 2 f(x,y) dyde = [ [° f(z,y) dedy

A sorrend megcserélhet6: mindegy, hogy el8szér az T szerinti hatdrokat adjuk meg és utdna azy szerintit vagy
forditva.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A polarkoordinatas helyettesités egy olyan helyettesités, ami remekil alkalmazkodik a kér tulajdonsagaihoz. A dolog
lényege, hogy a kdrben a hagyoményos I és Y koordinatak helyett Uj koordinatakat vezetlink be.

Az egyik azt mondja meg, hogy milyen tavol vagyunk a kér kbzéppontjatél és eztr-nek nevezziik.
A masik pedig egy forgasszdg, és jele 0.

Az (j koordinatakat polarkoordinataknak nevezziik, a médszert pedig polarkoordinatas helyettesitésnek. A kapcsolat
a régi és az Uj koordinatak kdzott a kbvetkez6:

x=rcosf y=rsinf

A polérkoordinatés helyettesités elvégzése utén az integralasban drasztikus véltozasok lesznek. A helyettesitést
ezzel a képlettel végezzik:

ffD f(z,y) dydx = ffD f(rcosf,rsin@)r drdf

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A henger-koordinatak:

x=rcosf y=rsinf z==z

A henger-koordinatas helyettesités elvégzése utan az integralasban drasztikus valtozasok lesznek.
A helyettesitést ezzel a képlettel végezziik:

[ [ [pf(x,y,2) dedydz= [ [ [, f(rcosf,rsind, 2)r drdfdz

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A polérkoordinatdk haromdimenzids valtozatat gdmbi koordinataknak nevezziik.

Az T azt mondja meg, hogy milyen tavol vagyunk az orig6tdl, ap és 0 pedig két forgas-szog.

Arégi T,Y, 2 és az jgdmbi koordinatak kdzti kapcsolat:

x =rsinpcosfd y=rsinpsind z=rcosy

A gébmb koordinatas helyettesités:

fffD f(z,y,2) dedydz = fffD f (rsinpcosf,rsin psinb,r cos @) r? sin  drdfdyp

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

/
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Differencialegyenletek

A differencialegyenletek olyan egyenletek, amiben az ismeretlenek fliggvények. Az egyenletben ezeknek a
fuggvenyeknek a kulénb6z4 derivaltjai és hatvanyai szerepelnek.

Ha ez a bizonyos fliggvény egyvaltozds, akkor a differencidlegyenletet kézénséges differencialegyenletnek nevezzik,
ha a figgvény tébbvaltozds, akkor parcidlis differencidlegyenletnek.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A rend azt mondja meg, hogy a fliggvény maximum hanyadik derivaltja szerepel az egyenletben.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha az ismeretlen fliggvény és derivaltjai csak elsé fokon szerepelnek a differencialegyenletben, akkor az egyenlet
linearis.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A szeparabilis differencidlegyenlet igy néz ki:

f(z) dz = g(y) dy

Megoldasanak menete pedig a kévetkez4:

d
Az y’-t lecseréljik arra, hogy d_a?j
Aztan jon a szétvalasztas: mindeny-os dolgot a dy-os oldalra visziink és mindenZ-eset a dz-es oldalra.
Ezt kdvet6en mindkét oldalt integraljuk és megkapjuk a megoldast.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy differencialegyenlet homogén fokszamu, ha Y = U helyettesités utan minden &-es tag kitevéje megegyezik.

A homogén fokszamu differencidlegyenletek megoldadsanak menete a kdvetkezé:

El8szor elvégezzik az y(:r:) = :Eu(il:) (réviden Yy = u) helyettesitést, ekkordy =u-dz+ z-du.

igy ez az egyenlet mar szeparabilis, igyhogy johet a szétvalasztas.

Megoldjuk a szeparabilis egyenletet, aholy helyett most U-ra hajtunk. Es amikor & mar megvan, visszacsinaljuk Y-ra.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A p(z,y)dz + q(z,y)dy = 0 differencidleayenlet akkor egzakt, ha pj,(z,y) = g (T, ), réviden g—zy) = g—i.

Az egzakt egyenletek megoldasa F'(x,y) = C, ahol F(z,y) = p(x,y) é¢s Fj)(z,y) = q(z,y)
A megoldast intgeralassal kapjuk:
F(z,y) = [p(z,y) dz

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha a differencialegyenlet nem egzakt, akkor megprébalhatjuk egzakita tenni egy integrald tényezd segitségével.

Az integralé tényez6 megtalalasahoz els6ként kiszamoljuk ezeket:

% %
& ér [ oz
Y és Y

p q

Ha ezek kdzll az els@ csak y-t tartalmaz, vagy a masodik csak x-et tartalmaz, nos olyankor van remény az integral6
tényez6 megtalalasara.

Az integralé tényezé:
u = e_ff(y) dy Vagyu — efg(w) dz

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az elsérendli linearis differencialegyenlet altalanos alakja ugy néz ki, hogy van benne egyy’, és van benne egy
els6foku y.

y' +yP(z) = Q()

Megoldasanak menete pedig a kdvetkez:

Kiszamolunk egy ’U(:I:) flggvényt:

v = el Plz) dz

Beszorozzuk az egyenletet v(az)-el, hogy a bal oldal egy szorzat derivaltja legyen.
y'v+yvP(z) = vQ(x)

Végil mindkét oldalt integraljuk.

[(yv) dz = [vQ(z) dz

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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A konstans varialas médszere egy megoldasi médszer az elsérendd lineéris differencidlegyenletekhez.
Elsd 1épésként megoldjuk az igynevezett homogén egyenletet, ami ez:

y' +yP(z)=0

A homogén egyenlet megoldasa:

Yy = Ce~ JP(z) dz

Ezt kdvetben jon a konstansok varidlasa, azt mondjuk, hogy a megoldasban szerepl8 konstans legyen egyC(zc)
figgvény. Es ezt a C(x) fiiggvényt agy varidliuk, hogy ha behelyettesitjiik az egyenletbe, akkor épp az inhomogén
egyenlet jobb oldalat kapjuk.

y= C(:c)e_ J P(z) dz
Az egyenlet megoldasat Uigy kapjuk meg, hogy a homogén megoldasban C' () helyére beirjuk, ami kijott.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az elsérend( linearis allando egyutthatds differencidlegyenlet egy specialis esete a linearis elsérendl egyenleteknek.
Azért hivjak allandé egyiitthatésnak, mert a P(:C) flggvény ilyenkor valamilyen konstans, mondjuka.

Y +ay = Q(x)

Az &ltalanos megoldasa ugy jon ki, hogy a homogén megoldashoz hozzdadjuk a partikularis megoldast.

A homogén egyenlet: y' + ay = 0
A homogén megoldas: 7y = Ce 9%
Az altaldnos megoldas: homogén megoldés + partikularis megoldas

A partikularis megoldast prébafliggvény modszerrel keressiik meg. Az, hogy mi is lesz a partikularis megoldas, ez
mindig a jobb oldali figgvénytdl flgg:

Q(x) = masodfoka polinom:y, = Ax? + Bz + C

Q(x) = harmadfokd polinom:y,, = Ar® + Bx2 +Cz+ D
Q(z) = exponencidlis kifejezés: Yp = Ae®®

Q(x) = szinusz vagy koszinusz:y, = Acosax + Bsinax

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Rezonanciérél beszéliink, ha az elsérendlilineéris alland6 eqydtthatds differencidlegyenlet partikularis megoldasaban
szerepel €** és a kitevSje éppen megegyezik a homogén megoldas kitevjével.

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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A mésodrend( lineéris allandé egyltthatés homogén differencidlegyenlet altalanos alakja:

ay’ +by' +cy=0

A megoldas lépései:

El6szér megoldjuk a karakterisztikus egyenletet.

Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbdzé valés megoldasa vanry és 7' akkor y = Cj €% + Cye?®
Ha a karakterisztikus egyenletnek egy valés megoldasa van akkory = C €™ + Cyxe™

Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbozé komplex megoldasa vanry; = A + Biésry = A — Bi akkor
y = e42 (C] cos Bz + C; sin Bz)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A masodrend lineéris alland6 egyutthatés inhomogén differencialegyenlet altalanos alakja:
ay” + by’ +cy =Q(z)

A megoldas lépései:

El6szo6r megoldjuk a karakterisztikus egyenletet:ar2 +br+c=0.
Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbdzd valos megoldasa vanry és 79 akkor y = C €% + Cyem?®
Ha a karakterisztikus egyenletnek egy valés megoldasa van akkory = C; e + Cyxe™

Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbozé komplex megoldasa vanry; = A + Biésry = A — Bi akkor
y = e42 (C} cos Bz + C, sin Bz)

Ezzel megkapjuk a homogén megoldast.

A partikularis megoldast prébafliggvény modszerrel végezziik:

Qz) = polinom: Y, = A"+ A, jxv 1+ -+ Az + A
Q(z) = exponencidlis kifejezés: Yp = Ae®

Q(x) = szinusz vagy koszinusz:y, = Acosax + Bsinazx

Az altalanos megoldas a homogén megoldas és partikularis megoldas ésszege.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Izoklinak

Azon pontok halmazat, melyekben a megoldasfliggvények meredeksége egy adott szammal egyenl§, a
differencidlegyenlet izoklindjanak nevezzik.

Azy' = f(z,y(x)) izoklindinak egyenlete:
f(z,y(z)) = K

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

/
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Sorok & hatvanysorok & Taylor-sorok

Azokat a sorokat nevezzik mértani sornak, amelyek igy néznek ki, mint ez:
o0

Zn:() a’l qn

Ha |q ]< 1 akkor a mértani sor konvergens és 6sszege
o n_ &

Ha |q |Z 1 akkor a sor divergens.

Megnézem a kapcsoldédd epizédot

Egy végtelen sor akkor konvergens, ha részletdsszegsorozata konvergens és ekkor a sor 6sszege:
o0 .
> oroq G =1lim S,

Megnézem a kapcsolédd epizédot

Halim a,, # 0 akkor » _ a,, divergens.

Megnézem a kapcsolédd epizédot

A Z (—1)" - a,, sor konvergens, haa,, — 0 monoton csdkkend sorozat.

Megnézem a kapcsolédd epizédot

A Z a,, sor konvergenciaja a gyok kritérium alapjan igy dénthet6 el:
Ha lim \"/m < 1 akkor Y _ a,, abszoldt konvergens.

Ha lim \"/m > 1 akkor ) _ ay, divergens.

Ha lim \"/m = 1 akkor nem tudunk semmit.

Megnézem a kapcsolddd epizddot

A Z a,, sor konvergencigja a hanyados kritérium alapjan igy dénthet6 el:

Ha lim |a:’l—“| < 1 akkor ) _ a,, abszolit konvergens.
Halim |aZ—+1] > 1 akkor ) _ @y, divergens.
Ha lim |a:’l—“| = 1 akkor nem tudunk semmit.

Megnézem a kapcsolédd epizédot
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Ha a,, — 0 pozitiv tagti monoton csdkkend sorozat, akkor a
Y (-1)"a, =—a;+as —az+ag—...
végtelen sort Leibniz sornak nevezzik.

Megnézem a kapcsolddd epizédot

Ha ) ay és Y by, nem negativ tagu sorok, és egy bizonyos tagtéla,, < b, akkor
Z bn konvergens = Z a,, is konvergens
> a, divergens = > b,, is divergens

Megnézem a kapcsolddé epizddot

oo 1 konvergens, ha o > 1
n=l no divergens, haa < 1

Megnézem a kapcsolddo epizddot

A teleszkopikus sorok olyan végtelennek tlind 6sszegek, amik megfeleld atalakitasok utan mar csak véges sok tagbdl
allnak.

Példaul:
° 1 1 1 L ... 1 - 1_1,1_ 1,1 1.4, 1_ 1 1
Zn:1n(n+1)_ﬁ+ﬁ+ﬁ+ +n(n+1) 12 T2 3 T3 4Tty nt+l 1 n+1

Megnézem a kapcsolodd epizédot

Ha Xy a hatvanysor kézéppontja, akkor az ( pont 7 sugaru kérnyezetét konvergencia tartomanynak nevezzik, ahol7 a
konvergenciasugar.

A konvergencia tartomany belsé pontjaiban a hatvanysor abszolit konvergens, a végpontokat pedig kiilén kell vizsgalni.

Megnézem a kapcsolddo epizddot

Ha T\ a hatvanysor kdzéppontja, akkor az Iy pont " sugaru kdérnyezetét konvergencia tartomanynak nevezzik.

A konvergencia tartomany belsé pontjaiban a hatvanysor abszolit konvergens, a végpontokat pedig kilén kell vizsgalni.

Megnézem a kapcsolddo epizddot

Legyen f(:E) k-szor differencialhaté egy I intervallumon, ami tartalmazza az @ szamot. Ekkor az f(a:) figgvény a
pontban felirt k-adfoku Taylor polinomja:

T(z) =3, 2 (3 —

n=0

Megnézem a kapcsolddo epizddot
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Legyen f(x) akarhanyszor differencialhaté egy I intervallumon, ami tartalmazza az @ szamot. Ekkor az f(:l?) figgvény a
pontban felirt Taylor sora:

T(z) =¥ L9 (@ —ay

n=0 p

Megnézem a kapcsolédd epizédot

Aze® Inx, sinx éscose flggvények Taylor sorai:

e?=%" Lgn Inz=3> ﬂ(x—l)"

n=0 pI n=1 n

_xoo (D) on s x~oo ((1)Y opgg
cosT =3 ", o T sinz =) ", o) T

Megnézem a kapcsoldédd epizédot

Ha f () egymas utan k-szor folytonosan differencialhaté az [, b] zért intervallumon, és k + 1-edszer differenciélhaté az
(a,b) nyilt intervallumon, akkor Iétezik olyanc & (a, b) amire

F0) =TO) + R(b) = X5y L0 b —ay + L0 g

n=0 pl (k+1)!

Megnézem a kapcsolddo epizddot

Azokat a végtelen sorokat, amelyek igy néznek ki, hatvanysornak nevezzik:

> an (T — )"

Megnézem a kapcsolédd epizédot
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Fourier sorok

A Fourier sor a 27T szerint periodikus fiiggvények egy specidlis fliggvénysora:
ap + > o, a, cosnx + b, sinnz
ahol az agynevezett Fourier-egyUtthaték:
_ 1 C+2or _ 1 C+2n _ 1 C+2r .
a =5 Jo  fl@)dr ay=1 [ f(z)cosnzdr b, =+ [, f(x)sinnz dz

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

/
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Laplace transzformacio

Az f(x) fuggvény Laplace transzformaltja a kdvetkez§ integrélés:

f(x) = F(s) = [;° f(x)e = d=

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Néhany fliggvény Laplace transzformalija:

flz)=C— F(s)=¢

fiw) =2 = Flo) = 24

flz)=e= = F(s) =

f(z) =sin (az) — F(s ):32%12

(o) = cosaz) = Pls) = 25

fla) = e F(s) = 2

f(z) = e sin (be)  F(s) = —L—

fl@) = e cos (ba) = F(s) = =
fl) = sin (az) > F(s) = 2

f(z) = zcos(az) — F(s) = (iﬁj 2

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Néhany fliggvény inverz Laplace transzformaltja:

F(s)=<— fz)=C

F(s)=-"" — f(z) =z"

(8) = 35
F(s)=-L = f(z) =e®
F(s) = L5 — f(x) = sin(ax)
F(s) = 327 — f(x) = cos(ax)
F(s) = 2y = flo) = e
F(s) = m — f(x) = e* sin (bx)
F(s) = ﬁ — f(x) = e*® cos (bx)
F(s) = (321“:2)2 — f(x) = zsin(az)
F(s) = S, f(x) =z cos(ax)

(1)

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Paraméteres gorbék

A ciklois egyenlete:
z = R(—sinu+u) y=R(—cosu+1)
U= %t

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A paraméteres gorbe egyenlete a gérbén mozgé pont pillanatnyi koordinatait irja le.
r=x(t) y=y()

A paraméteres gorbe derivalasaval kapjuk av(t) sebességvektort, ami minden idépillanatban megadja a gérbén
mozgd PP pont sebességének iranyat és nagysagat:

v(t) = (@ @),y'®) o) [= V(') + [v'(?))*

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A gorbe ivhossza a ty és t; id6pillanatokhoz tartozé pontok kdzot:

L= [ J@OF T WO di

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az T(t) paraméteres gorbe elsé derivaltja a gérbe érintévektora vagy mas néven sebességvektora.

Hogyha ezt elosztjuk a sajat hosszaval, akkor egy egységnyi hosszu vektort kapunk, amitI -vel jeldlink.

()
T=

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az r(t) paraméteres gbérbe masodik derivaltja a gérbe gyorsulasvektora. Ha ezt elosztjuk a sajat hosszaval:

N =S

[ (2)]
Az igy keletkez8 egységnyi hosszu vektor a gérbe fénormalisvektora.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Binormalisvektornak nevezzlk a gérbe sebességvektoraval és gyorsulasvektoraval alkotott szorzatot:

B(t) = T(t) x N(t)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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AT(t), N(t) és B(t) vekiorok egyilttes elnevezése kiséré triéder.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az T(t) paraméteres gérbe méasodik derivaltja a gyorsulést irja le. Ezek avekiorok egy sikot feszitenek ki, ezt a sikot
a gbrbe simulésikjanak nevezziik. A simulésik normalvektora éppen 77 (t) < 1 (t).

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A gbrbiilet azt irja le, hogy a simulésikon belil milyen erésen kanyarodik a gérbe. A térgérbék azonban nem csak a
simulésikon belll kanyarodnak, hanem kézben ki is csavarodnak abbdl. Azt, hogy egy térgérbe éppen milyen
ttemben csavarodik ki a simulésikjabdl, a torzio irja le.

Hogyha egy gérbe minden pontjaban nulla a torzid, az annak a jele, hogy ez a gdérbe egy sikgdrbe. Egy gbérbe akkor
tud kilépni a simuldsikjabdl, ha a torzié legalabb egy pontban nem nulla. Vagyis olyankor, ha a gérbe elmozdul a
binormalis vektor irdnyaban is. A torzié kiszamitdsahoz sziikséglnk van a gérbe harmadik derivaltjara:

() Y 2]

det | () ') 20)

_ (T’(t)xr”(t))-r”’(t) _ :L""(t) y”’(t) z’”(t) ]
v (£) > (t) 2 i J E e

det [2/(t)  yft) ()
M (t) y" (t) 2 (t)

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az7(t) = (x(t),y(t)) paraméteres gérbe gérbillete:
_ POxr @) )y )y @) ()]
V@ )+ )

)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Hogyha a gérbének egy PP pontjaban Iétezik nem nulla gérbiilete, akkor azt a kért, amel aP-ben érinti a gorbét és a
gorbiilete megegyezik a gérbe P-beli gorbiiletével és a kdzéppontja a gdrbe konkav részében talalhato, a gérbe P
pontbeli simulékdrének nevezziik.

A simuldkér sugarat a gorég ré betlivel jeldljik, és

p=r

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A simuldkérok kdzéppontjai altal kirajzolt alakzatot evolutanak hivjuk.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Ha az ellipszis fél-nagytengelyének hossza a, fél-kistengelyének hossza b, akkor egyenlete:
z2 2 _
%=1

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Ha a hiperbola fél-nagytengelyének hossza a, fél-kistengelyének hossza b, akkor egyenlete:

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Vektormezék, gorbementi és fellileti integralok

A vektormez6 egy olyan fliggvény, ami egy tér pontjaihoz vektort rendel.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Av(z,y) vektormezének az(t) = (x(t),y(t)) gorbe mentén vett integraliat; és ty kézétt:

Jyo(@,y) ds = [ o((t),y(t) - (' (£),¥'(1)) dt

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A fluxus azt mondja meg, hogy egy adott fellleten mekkora az atdramlé anyag vagy energia.
A fluxust a vektormezd vektorainak és a fellilet normalvektorainak skalaris szorzata adja.
Jsv(@,y,2)ds = [, v(z,y,2) -ndA

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Av(z,y, 2) vektormezének az S(t,u) = (x(t,u),y(t,u), 2(t,w)) felileti integralja:

Jsv(z,y,2) ds = jZQ S v(@(tw),y(t ), 2(t,w)) - S} x Si, dudt

ahol
i ik
S x S, =det | 2l dulbw) - dillw)
dz(t,u) dy(t,u) dz(t,u)
du du du

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Av(z,y, 2) vektormezének azT(t) = (x(t),y(t), 2(t)) gérbe mentén vett integralja:

Sy vo(@,y,2) ds = [ v(2(t),y(t),2(t)) - («' (), ' (1), 2' (1)) dt

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Divergencia és rotacio

A vektormez6 divergenciaja egy olyan fliggvény, amely a vektormez8 minden pontjaban megméri, hogy ott mennyi
anyag &ramlik a rendszerbe vagy épp mennyi tdnik el.

A képlete:

div (v(a,y)) = 52 4 P

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A rotaci6 a vektormezd érvénylését irja le.

dva(z,y)  Ovi(zy)
oz dy

rot (v(z,y)) =
Azokban a pontokban, ahol = Y a rotacié épp nulla.
Ha T > Y akkor a rotacio pozitiv, és ha < Y akkor negativ.

R3 — RS vektormez6 esetén:

iog k

(% _dv ) g (Ov O ) s (Ove Oy ) p i o 4
TOt(’U)_(Jy 5z) 2+((5z &c) l—i_(&x (Sy) E_det ox by bz
vy U2 U3

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy vektormezd akkor forrdsmentes, ha nincs benne forras, vagyis nincs benne olyan pont, amelynek pozitiv a
divergencigja.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy vektormez§ akkor 6rvénymentes, ha a vektormezd rotacidja mindenditt nulla.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

&5 MATEKING.HU - MUSZAKI MATEMATIKA 2 KEPLETGYUJTEMENY
64. OLDAL


https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/divergencia-es-rotacio/vektormezo-divergenciaja
https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/divergencia-es-rotacio/vektormezo-rotacioja
https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/divergencia-es-rotacio/divergencia-rotacio-forrasmentes-es-orvenymentes-vektormezok
https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/divergencia-es-rotacio/divergencia-rotacio-forrasmentes-es-orvenymentes-vektormezok

65. OLDAL
&5 MATEKING.HU - MUSZAKI MATEMATIKA 2 KEPLETGYUJTEMENY

A konzervativ vektormezd8re tébb kildnbdz8 definicié van forgalomban attél fliggéen, hogy fizikusok vagy
matematikusok alkottak-e meg magat a definiciot.

#0 A U(:C, v, z) egyszeresen 6sszefligé tartomanyon értelmezett vektormez8 pontosan akkor konzervativ, ha
barmely pontjaban a rotacié nulla.

#1A ’U(:E, Yy, z) vektormez@ konzervativ, ha létezik primitiv figgvénye. Ezt a fliggvényt potenciél-fliggvénynek
nevezzUk, és ime, itt is van:

Pl o) = (3,5, 5%)

#2 Av(T, Yy, z) vektormez6 konzervativ, ha tetsz8leges A és B pontjara igaz, hogy barmely A és B kdzti gdrbén
ugyanakkora a vektormez§ integralja:

frl(t) v(z,y) ds = frz(t) v(z,y) ds
A—B A—B

#3 A ’U(:E, Yy, z) vektormez§ konzervativ, ha barmely zart gérbén a vektormez§ integralja nulla.
o v(,y) ds =0

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A vektormez6 akkor konzervativ, ha létezik F' primitiv fliggvénye. Ez az F’ fiiggvény a vektormez6 potencial-
figgvénye.

A potencial-figgvény egy vektor-skalar figgveny, és azt tudja, hogy a vektormez8 minden pontjadhoz hozzarendel
egy szamot.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Green-tétel #1 (zart gorbén vett 6rvénylés):

$0 v(@,y) ds = [ rot(v) dydx

Az els6 Green-tétel azt irja le a rotacid segitségével, hogy mekkora egy vektormezg érvénylése a zart gérbén.
Green-tétel #2 (zart gorbén vett fluxus)

A masodik Green-tétel pedig azt irja le a divergencia segitségével, hogy mekkora egy vektormez§ fluxusa a zart
gorbén.

ﬁ,(t) v(r(t)) -n(t) dt = [}, div(v) dydz

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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A masodik Green-tétel térbeli valtozata azt mondja, hogy egy vektormezé integralja az S kifelé iranyitott zart feliileten
egyenld a divergencia integraljaval a felllet ltal hatéarolt D tartomanyon.

Foey V(S )) - 8] x 8}, dudt = [}, div(v) dzdydz

Ezt a tételt divergencia-tételnek vagy masként Gauss-Osztrogradszkij-tételnek nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az els6 Green-tétel térbeli megfeleléje azt mondja, hogy a vektormez§ érvénylése egy zart goérbén kiszamolhatoé ugy
is, ha a gorbe altal hatarolt S feliileten integraljuk a vektormezé rotaciojat.

o V@59, 2) ds = [grot(v) -nds
Réadasul teljesen mindegy, hogy melyik fellleten.
Az els6 Green-tétel térbeli valtozatat Stokes-tételnek nevezzik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Valszam alapok, Kombinatorika

Megkulénbdztetlink elemi eseményeket, ilyen példaul, hogy egy dobdkockaval 1-est dobunk. Vannak azonban olyan
események is amik tébb elemi eseménybdl épulnek fel, ilyen példaul az, hogy parosat dobunk.

Az eseményeket az ABC nagybetdivel jel6ljuk.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A valészinliség kiszamitasanak klasszikus modelljét akkor alkalmazhatjuk, ha egy kisérletnek véges sok kimenetele
van és ezek valdszinlisége egyenl8. Ekkor az esemény valbészinliségét ugy kaphatjuk meg, hogy megszamoljuk hany
elemi eseménybdl all és ezt elosztjuk az ésszes elemi esemény szamaval.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az Aés B eseményt egymastol fliggetlennek nevezziik, ha teljesul rajuk, hogy
P(ANB) = P(A)-P(B)

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Az Aés B eseményt kizarénak nevezink, ha
ANB=10

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az A esemény valészinlisége, ha tudjuk, hogy a B esemény biztosan bekdvetkezik:

P(ANB)
P(B)

P(A|B) =

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B)
P(ANB) = P(A)+ P(B) — P(AUB)
P(A\ B) = P(A) — P(AN B)
P(A)=1—-P(A)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

&5 MATEKING.HU - MUSZAKI MATEMATIKA 2 KEPLETGYUJTEMENY
67. OLDAL


https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/valszam-alapok-kombinatorika/esemenyek-valoszinusegek
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/valszam-alapok-klasszikus-valszam
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/valszam-alapok-klasszikus-valszam
https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/valszam-alapok-kombinatorika/esemenyek-valoszinusegek
https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/valszam-alapok-kombinatorika/fuggetlen-es-kizaro-esemenyek
https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/valszam-alapok-kombinatorika/fuggetlen-es-kizaro-esemenyek
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/valszam-alapok-klasszikus-valszam
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/valszam-alapok-klasszikus-valszam
https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/valszam-alapok-kombinatorika/a-felteteles-valoszinuseg
https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/valszam-alapok-kombinatorika/a-felteteles-valoszinuseg

&5 MATEKING.HU - MUSZAKI MATEMATIKA 2 KEPLETGYUJTEMENY

68. OLDAL

Teljes valdszinliség tétele, Bayes tétel

Ha Bj, By és igy tovabb B,, telies eseményrendszer, valamint A tetszéleges esemény, akkor
P(A)=P(A|B,)P(B,)+P(A|By)P(By)+---+ P(A| B,)P(B,)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Bayes tételt akkor hasznaljuk, ha egy korabban bekévetkezett (Bk) esemeény valészinliségét akarjuk kiszamolni

egy késébb bekdvetkezett (A) tikrében.

Ha Bj , By és igy tovabb B,, teljes eseményrendszer, valamint A tetszéleges esemény, akkor barmely By,

esemeényre

P(A|By,)P(By,)
A|By)P(B,)+P(A|B;)P(By )+ - +P(A|B,)P(B,)

P(By | 4) = 5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Geometriai valoszinliség, Binomialis tétel

(a+b)" =3 (5)am *ok

Megnézem a kapcsolédo epizdédot

Binomialis tétel:
(@07 = S (a0 = () + (e 1o+ (ar 282 ek ()

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Eloszlas, eloszlasfliggvény, stirliségfiggveény

Folytonosnak nevezziik azokat a valészin(iségi valtozokat, amik folytonos mennyiségeket mérnek, ilyen példaul az
id8, a tavolsag. Ebben az esetben az eloszlas figgvény is mindig folytonos fliggvény lesz.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Diszkrétnek nevezziik azokat a valoszinliségi valtozdkat, amik megszamlalhatéan sok értéket vesznek fel. Ez azt
jelenti, hogy vagy véges sokat, vagy végtelent, de ugy, hogy fel tudjuk sorolni az értékeit.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az X valészin(iséqi valtozo eloszlasfliggvénye:

F(z)=P(X <)

Ha az X valosziniségi valtozo diszkrét és értékei X = a, X = b, X = ¢ meg ilyenek, akkor az eloszlasfiiggvény
mindig egy lépcsézetes fliggvény, ami minden szamnal pontosan akkorat ugrik, mint az adott szam val6szinlisége,
amig el nem érjik az 1-et.

0 haz<a
P(X=a) haa<z<b
F(z)=¢ P(X=a)+P(X=0b) hab<z<c

1
Ha az X valésziniiséqgi valtozo folytonos, akkor az @ és b szamok kozott barmilyen valos értéket félvehet. llyenkor az

eloszlasfiiggvény is folytonos, ami a-ig nullat vesz fol,a és b kdzt ndvekszik és b utan végig egyet vesz fél.Vagyis
ahol az X valészin(iséqgi valtozé miikddik, ott a fliggvény életre kel, elétte és utana pedig hibernalt allapotban van.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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A slrlségfiuggvény ugy mikddik, hogy a valdszinldségeket a gorbe alatti terliletek adjak meg. Azeloszlasfiggvény
jele F(m) volt, asdrdségfugavény jele f(:v) Aza< X <b valdszinliség éppen a goérbe alatti teriileta-tél b-ig.

Pla< X <b)= [*f(z) dz

Ha az X < a valészinlséget szeretnénk kiszamolni:
P(X <a)= [* f(z)dz

Ha ab < X valészintiséget:

Pb<X)=[" f(z)dz

Ha ezt a harom terlletet 6sszeadjuk, akkor éppen a teljes gérbe alatti terliletet kapjuk, ami a 100%-ot jelenti, igy hat
ez a terllet éppen 1.

A slrldségfuggveny tulajdonséagai:
o0
[ f(x)de=1

nem negativ

Megnézem a kapcsolddo epizédot

t.lim_ F(x)=0
2.lim,, F(z)=1
3. monoton nd

4. balrdl folytonos

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

1 [ f(z)de=1

2. nem negativ

Megnézem a kapcsolddod epizédot

P(X <a)=F(a)= [ f(x)dx
Pb<X)=1-F()= [, f(z) dz
P(a< X <b)=F(b) — F(a) = [ f(z) d

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Az X valosziniséai valiozé F'() eloszlésfiiggvényébsl ugy kapjuk meg az f() stiriségfiiggvényét, hogy az
F(z) eloszlasfuggvényt derivéljuk, azaz:

Fi(z) = f(2)

Ha az X valoszindséai valiozé f(x) strdségi fliggvényét ismerjik, és meg akarjuk adni azF'(x)
eloszlasfliggvényét, akkor azt pedig igy tehetjik:

F(z) = [7, f(t) dt

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Varhato érték és szoras

A vérhato ériék jele E(X).
Diszkrét esetben ugy kell kiszdmolni, hogy
E(X) = > XiP(X;)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A sz6ras azt mutatja meg, hogy avarhaté érték kérdl milyen nagy ingadozasra szamithatunk.
Jele: D(X))
Kiszamitasanak modja diszkrét esetben:

D(X) = vE(X?) - E*(X)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Folytonos valészin(iségi valtozok esetén a varhato érték:
o
E(X)= [T - f(z)dz

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Folytonos valészintiségi valiozé esetén a szérast ugyanugy kell szamolni, mint diszkrétvaloszinlséqi valtozo esetén:

D(X) = \/E(X?) ~ B¥(X)

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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Markov és Csebisev egyenlétlenségek

A Markov-egyenlétlenség egy nagyon egyszer( dolgot allit. Az, hogy az X valoszinliségi valtozé sokkal nagyobb
legyen a varhato értéknél nem tal valészin(:

P(X >t B(X))<1

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A Csebisev egyenlétlenség arrol szél, hogy a varhaté értéktdl vald eltérés nem lehet tdl nagy.

Ha ez az eltérés nagyobb, mint a szérést-szerese, akkor ennek a valészin(isége kicsi:

P(|X-E(X) [>t-D(X)) < 5

Ha az eltérés kisebb, mint a szorast-szerese, akkor ennek valdsziniisége nagy:

P(| X —B(X)|<t-D(X))>1-1

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Ha egy esemény bekdvetkezésének elméleti valdszinlisége p, akkor minél tébbszdr végezzik el a kisérletet, a
relativ gyakorisag és az elméleti valoszin(iség eltérése anndl kisebb lesz.

p(‘z p‘<6)21_p(1—2p) P(‘%_p’>e)<p(1_p)

n ne ne2

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Nevezetes diszkrét és folytonos eloszlasok

A hipergeometriai eloszlas egy diszkrét eloszlas.

Ismert, hogy mennyi az dsszes elem és az dsszes selejt, vagyis IV, K ésn.

pix -y - 0D
()
A hipergeometriai eloszlas varhat6 értéke:
E(X)=nk
A hipergeometriai eloszlas szérasa:
_ K K\ N—
D(X) = \Jnk(1-£) 3=

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A binomialis eloszlas egy diszkrét eloszlas.

Csak valami %-os izé ismert, avarhatd érték, az atlag, az arany, a valészinliség, tovabba X korlatos diszkrét

valészinlséqi valtozé.
P(X=k)=()p" 1 —p*
A binomialis eloszlas varhato értéke:

E(X)=np

A binomialis eloszlas szérasa:
D(X) = y/np(1 - p)

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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A Poisson eloszlas egy diszkrét eloszlas, ahol el6re ismert a varhato érték, és avalészinlséqgi valtozé nem korlatos,
vagyis tetsz6leges barmilyen nagy érték is lehet.

Példaul valamilyen anyagban a hibak szama, vagy egy adott id6 alatt bekdvetkez6 események szama. APoisson
eloszlasos feladatokban altalaban valamilyen szazalék vagy arany vagy varhato érték vagy atlag vagy valészinlség
van megadva. Mondjuk egy kényvben az oldalak 80%-aban nincs hiba, vagy az 20 méter hosszu ruhaszdvetek
harmadaban nincs hiba, vagy egy lzletben 6ranként varhatdéan 13 vevd érkezik, vagy egy bankban percenként atlag
24 tranzakcio6 torténik, vagy 0,2 a valdszin(isége, hogy 10 perc alatt nem érkezik segélyhivas. Ezek mind Piosson
eloszlasok, ahol az X nem korlatos diszkrét valészin(iséqgi valtozo.

P(X=k)=2e?

!
A Poisson eloszlas varhat6 értéke:
E(X) =\
A Poisson eloszlas szbrasa:
D(X) = VX

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az exponencialis eloszlas egy folytonos eloszlas.

Eloszlasfuggvénye:

0 haz<0
F(z)= =
() {1—6_)"3 ha0 <z
Sdrlségfliggvénye:

)0 haz<0
f(x)_{)\em haO0< 2

Az exponencidlis eloszlas varhato értéke:

B(X) =1

Az exponencialis eloszlas szérasa:

D(X) =1

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Az egyenletes eloszlas egy folytonos eloszlas.

Eloszlasfliggvénye:

0 haz< A4
Fz)={ 4 haA<z<B

1 haB<z
Sdrliségfiiggvénye:

1
f(z) = {B—A hadA<xz<B
0 kalsnben

Az egyenletes eloszlas varhato értéke:

B(X) = 43

Az egyenletes eloszlas szérasa:

D(X) = %

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A normalis eloszlas egy folytonos eloszlas.

Eloszlasfiiggvénye:
_ z—p
F(z) =& (%)

Sdrlseégflggvénye:

- @w?

f@) = e 5

A normalis eloszlas varhato értéke:
EX)=p
A normalis eloszlas szérasa:

D(X)=0

Megnézem a kapcsolédo epizdédot
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Becslések

Olyan esetekben, amikor valamiért nem tudjuk vagy nem akarjuk a teljes sokasagot megvizsgalni, hogy
meghatarozzuk a fontosabb statisztikai mutatéit, becslést alkalmazunk. A becslés |ényege, hogy egy minta alapjan
probalunk ezekre a mutatékra kdvetkeztetni.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A megbizhatésagi szintet konfidencia szintnek nevezziik. A konfidencia szint szokasos jelélésel — av.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az 1 — a megbizhatésagi szinthez, vagy masként konfidencia szinthez tartozé konfidencia intervallumok azok az
intervallumok, amik a sokasagi atlagot 1 — « valészin(iséggel tartalmazzak.

A konfidencia intervallum végpontjai:

T+ Zl_% . % ahol

X = a minta atlaga
7L = a minta elemszama

0 — ateljes sokasag szérasa

Z,_ o pedig astandard normalis eloszlas 1 — %-hc")z tartoz6 Z értéke.
2

Megnézem a kapcsol6do epizédot

T+ Z17% . % ahol

X = a minta atlaga
7L — a minta elemszama

0 = ateljes sokasag szérasa

Z,_ 2 pedig astandard normalis eloszlas 1 — 5-h6z tartozé Z értéke.
2

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A FAE minta azt jelenti, hogy amintavétel soran barmely mintaelemet azonos eséllyel valasztunk ki. llyen a
visszatevéses mintavétel, vagy pedig abban az esetben ha az alapokasag elemszadma nagyon nagy, akkor a
visszatevés nélkili mintavétel is.

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Tt tl_% . % ahol

1 — a = konfidencia szint

X = a minta atlaga

7L = a minta elemszama

S8 — ateljes sokasag szo6rasa, a sokasagi sz6rds nem ismert

;o pedig ateloszlas 1 — %-héz tartozé értéke.
2

Megnézem a kapcsolddo epizédot

- p1-p)

p* Zlf% . —= ahol

1 — a = konfidencia szint

p = a minta alapjan kapott valészinliség

7, = a minta elemszama

Z,_ o pedig astandard normalis eloszlas 1 — %-hé‘)z tartozé Z értéke.
2

Megnézem a kapcsolddod epizédot

—~1)-52 —1).42
(Z&<02<(n2ﬁahol

Xz @) Xa )
1 — a = konfidencia szint
1_) — a minta alapjan kapott valészin(iség
7 = a minta elemszama

S — a minta szérésa, a sokasagi széras nem ismert

X2 (v) pedig a khi-négyzet eloszlas megfelel§ értéke

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az EV-minta abban kiilénbdzik a FAE-mintatél, hogy a kivalasztott mintaelemek nem fliggetlenek egymastol.

Ez olyankor fordulhat el8, ha a teljessokasag mérete viszonylag kicsi a minta elemszamahoz képest. EV-mintak
esetén tehat a minta fontos jellemzdjévé valik, hogy mekkora a teljes sokasag, amelynek elemszamat N jeldli.

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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f:l:tl_% % “4/1— % ahol
1 — a = konfidencia szint

& = a minta atlaga

7. = a minta elemszama

N = ateljes sokasag elemszama

§ — a minta szérasa

t;_o pedig ateloszlas 1 — %-héz tartoz6 értéke.
2

Megnézem a kapcsolddo epizédot

pEZis /2D 1T anol

1 — a = konfidencia szint
p = a minta alapjan kapott valészin(iség
7L = a minta elemszama

N = ateljes sokasag elemszama

Z,_ o pedig astandard normalis eloszlas 1 — %-hc")z tartoz6 Z értéke.
2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha a teljes sokasagot felosztjuk viszonylag homogén rétegekre, és a mintat is ezen a rétegek szerint vizsgaljuk, a
variancia cstkkenthetd.

T :l:Zig *S~
R 1-3 Xx

1 — a = konfidencia szint

X = a minta atlaga

7L = a minta elemszama

Tj = a minta j-edik rétegének elemszama

N = ateljes sokasag elemszama

J\fj — ateljes sokasag j-edik rétegének elemszama

I/Vj = ateljes sokasag j-edik rétegének a teljes sokasaghoz viszonyitott aranya

§j = a minta j-edik rétegének szérasa

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A kétmintas becslésekre akkor van sziikség, amikor kétsokasag valamilyen paraméterét, leginkabb az atlagat
szeretnénk dsszehasonlitani.

A kétmintas becslések lehetnek fliggetlen mintas becslések vagy paros mintas becslések.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha mindkét sokasag kdzel normalis eloszlasu, akkor azatlagok kilénbségének becslésére ez a formula van
forgalomban.

d:l:tl_% -Sgahold =2 —7y

nx—1)s%+(ny—1)s2
Sq =S, - i+iitt3§:(x )X(f )y
ny nx nx+ny2

1 — a = konfidencia szint

& = az egyik minta atlaga

}7 — a masik minta atlaga

Nx = az egyik minta elemszédma
Ty —a masik minta elemszédma

A szabadsagfok v = nx + ny — 2

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Egy becslést torzitatlannak neveziink, ha az egyes mintakbdl kapottbecslések varhat6 értéke megegyezik a becsiilni
kivant mennyiséggel.

Ez a tulajdonsag azt jelenti, hogy a becslés soran kapott értékek a becsuini kivant érték koériil ingadoznak, és ez az
ingadozas szimmetrikus. A torzitatlan becsléseket mindig elényben részesitjik a torzitottakkal szemben.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A kérdés az, hogy ha egy sokasagi jellemzdre tdbb becslés johet szdba, hogyan vélasszunk kdziiliik, vagyis mikor
tekintlink egy becslést jonak, kett6é kdzil melyiket tekintjiik jobbnak és kijelenthetjik-e valamelyikrél, hogy a legjobb?

Két alapvet6 szempont alapjan szoktuk a becsléseket versenyeztetni. Az egyik, a mar jél ismert torzitatlansag, vagyis
a becslésnek az a tulajdonsaga, hogy az ésszes lehetséges mintan vett becslések atlaga megegyezik a becsulni
kivant sokaségi jellemz8vel. A méasik az ugynevezett minimélis variancia kritérium.

A minimalis variancia kritérium azt jelenti, hogy ha van két torzitatlan becslésiink, akkor a kett6 k6zil azt tekintjik
jobbnak, aminek az dsszes mintan vett értékeinek varianciaja kisebb.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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MSE(8) =var(0) + (E() —6)*

Az els6 tag a varianciat, a masodik tag a varhat6 értékidl vald eltérést, vagyis a torzitottsagot méri. Ha a becslés

torzitatlan, E(@) = 9 igy ez a masodik tag nulla. Két becslés k6zUl azt részesitjik elényben, amelyre MSE kisebb.

Az E(8) — 0 kulsnbségre, vagyis a torzitas mértékére az angol bias sz6 alapjan aBs jelslés van forgalomban.
Hasznélatos tehat az

MSE(0) = var(d) + Bs%(9)
Képlet is.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Eddigi vizsgalédasaink egyik legfontosabb eredménye a mintaatlagot eloszldsanak jellemzése. Ha a teljessokasag
atlaga W és szérasa pedig 0, akkor az ebbdl vettTr elemi mintak atlagai olyan eloszlassal helyezkednek el, aminek
atlaga szintén i, a szérasa pedig %

Ezt az utébbit a minta standard hibajanak szokas nevezni. A standard hiba tehat azt mondja meg, hogy a
mintaatlagok mekkora szérassal ingadoznak a tényleges sokasagi atlag koérdl.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Mintavételi hibanak azokat a hibakat nevezziik, amik kimondottan azért fordulnak el6, mert nem tudjuk, vagy nem
akarjuk a teljes sokasagot vizsgalni. A mintavételi hiba tehat a sokasag eloszlasan és a mintavételi eljarason kivdil
f6leg a minta elemszama hatérozza meg. Mivel pedig ezeket altaldban mar a mintavételt megel6zéen ismerjik, a
mintavételi hibanak megvan az a kellemes tulajdonsaga, hogy legtébbszor elére megallapithatd. Vagyis még el sem
végeztik a mintavételt, de mar tudjuk, hogy mekkora lesz a mintavétel soran elkdvetett hiba. Ez a kellemes
tulajdonsag lesz a kiinduldpont a becslések és kés6bb a hipotizésvizsgalatok elméletének kiépitésében.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Hipotézisvizsgalat

Az elfogadési tartomany az a tartomany, ahova ha a préba értéke ker(l, akkor a nullhipotézist elfogadjuk.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A kritikus tartomany az a tartomany, ahova ha a proba értéke keril, akkor a nullhipotézist elvet;jik.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A szignifikanciaszint a hibas dontés valdszinlisége.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

ELSO LEPES: A HIPOTEZIS MEGFOGALMAZASA

Minden hipotézisvizsgalat két egymasnak ellentmondo felvetés felirasaval kezdddik. Az egyiket nullhipotézisnek
nevezziik és Hy-al jeléljiik, a masikat pedig ellenhipotézisnek és jele H.

MASODIK LEPES: A PROBAFUGGVENY KIVALASZTASA
A probaflggvények kivalasztasa magatol a hipotézistdl, illetve amintavétel médjatdl is fligg.

HARMADIK LEPES: SZIGNIFIKANCIASZINT ES KRITIKUS TARTOMANY

Ha a probafliggvény értéke az elfogadasi tartomanyba fog esni, akkor ezt a tényt a nullhipotézist igazolo jelnek fogjuk
tekinteni. Hogyha pedig a kritikus tartomanyba, akkor a nullhipotézist elvet;jik.

NEGYEDIK LEPES: MINTAVETEL ES DONTES

Ha a mintavétellel kapott eredményiink szerint a prébafiiggvény az elfogadasi tartomanyba esik, akkor aH
nullhipotézist tekintjlik igaznak, a H ellenhipotézist pedig elvetjiik.

Ha viszont a prébafiiggvény a minta alapjan a kritikus tartomanyba esik, akkor aH|y nullhipotézist vetjik el és a Hy
ellenhipotézist tekintjuk igaznak.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A sokasag normalis eloszlasu, szérasa o, H(y a sokasag atlagéara vonatkozik, a minta elemszaman.

7 — T—[i

VA

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A sokasag normalis eloszlasu, szérasa nem ismert, Hy a sokasag atlagéra vonatkozik, a minta elemszamanmn.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot
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A sokasag tetszéleges eloszlasu, szérasa nem ismert, Hyy a sokasag atlagéara vonatkozik, a minta 72 elemd,
elemszama nagy.

T—
7 — Ho

g

i

Megnézem a kapcsolédé epizddot

A sokasag tetszéleges eloszlasu, H(y a sokasagi aranyra vonatkozik, a mintam elem(, elemszama nagy.
7 PR

Py(1-Fy)

n

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A sokasag normalis eloszlasu, H(y a sokaséagi széréasra vonatkozik, a minta7e elem.

X2 _ (n— 12)-32

9

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A sokasaqg eloszlasara iranyulé vizsgalat.

H): mindegyik osztalykdz valésziniisége egy adott eloszlasnak megfelels érték, vagyis minden i-re az i-edik
osztalykdz valésziniisége a P; érték.

Az ellenhipotézis pedig, H7: van olyan osztalykdz, ami nem az adott eloszlasnak megfelels P; érték. A probat
X%—a (’U) jobb oldali kritikus értékkel végezzik el, a nullhipotézist az ennél kisebb, az ellenhipotézist az ennél

nagyobb értékek igazoljak. A minta elemszama 7.

.—n 2
X2 (v) = Zf:l %

ahol a v szabadsagfok:v = k — b — 1.

lttk = az osztalykdzok szdma és b = az adott eloszlas azon paramétereinek szama, amit a mintabdl becsléssel
hatarozunk meg.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A sokasagon beliil kétismérv fliggetlenségére iranyulé vizsgalat. Hyy: a kétismérv fiiggetlen, az ellenhipotézis pedig,
H: akétismérv kdzti kapcsolat sztochasztikus vagy fliggvényszer.

A probat Xia (v) jobb oldali kritikus értékkel végezzik el, a nullhipotézist az ennél kisebb, az ellenhipotézist az

ennél nagyobb értékek igazoljak. A minta elemszama 71, a minta alapjan készitett kontingencia tabla sorainak szama
T, oszlopainak szamac.

2 o (ni]‘_nfj)2
X“(v) =3 T

()

ahol a v szabadsagfok v = (1 — 1)(c — 1).

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Két sokasagban valamely valtozé eloszlasanak egyez6ségére iranyuld vizsgalat. Hy: a két sokasagban azeloszlas
egyez6, az ellenhipotézis pedig, H7: a kételoszlas nem egyezé.

A prébat X%_a (’U) jobb oldali kritikus értékkel végezzik el, a nullhipotézist az ennél kisebb, az ellenhipotézist az

ennél nagyobb értékek igazoljak. Mintat ezdttal mindkét sokasagbél vesziink, az X sokasagbél vett minta
elemszama N x az Y sokasagbodl vett mintaé 72y mindkét mintaban az osztalykdzék szama k.

\(\chi*2(v) = n_X \cdot n_Y \cdot \sum_{i=1}A{k} \frac{1}{n_{Xi}+n_{Yi}} \cdot \left( \frac{n_{Xi}Hn_X} - \frac{n_{Yi}
{n_Y} \right)*2 \)

ahol a v szabadsagfok v = k — 1.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Mindkét sokasag normadlis eloszlasu, szérasaik Ox és Oy .

7 — (y—z)—d
7Y ")2(

Ty iy
A nullhipotézis: H: Ux — py = 50, ahol § tetszbleges, de el6re megadott érték. A mintak elemszaman x és Ny

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A két sokasag normalis eloszlasu és szoérasaik egyformak.

T—7)—4
t(v) = —S.(y 2Lh

ny nx

(nxfl)sg(Jr(nyf 1)3%,
nx+tny—2

itt $2 =
A nullhipotézis Hy: iy — pty = &g, ahol d tetszéleges, de elére megadott érték.
A mintak elemszdma L x és Ny, szérdsa Sx és Sy, a szabadsagfokv = ny +ny — 2

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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A két sokasag eloszlasa és szérasa nem ismert, mindkett§ szérasa véges, és mindkét minta elemszéama elég nagy.

7 — (y—z)—d
32 52
o 4
ny | nx

A nullhipotézis Hy : iy — pty = &g, ahol d tetszéleges, de elére megadott érték.
A mintak elemszama N x és Ny, szérasa Sx €s Sy

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Két sokasag szoérasanak 6sszehasonlitasara iranyuld préba, ha mindkétsokasag normalis eloszlasu. A nullhipotézis

Hy:0? = o2
_ s P |
F = 3 Fy_,(v1;v2) = Tl

Az F-eloszlas két szabadsagfoka

v =1n1 —1ésvg =n9g—1

1

Bal oldali kritikus érték: =————
Fi_o(vg507)

Jobb oldali kritikus érték: F}_, (v1;v9)

Kétoldali kritikus érték:

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Tobb sokasag varhaté értékének dsszehasonlitadsara vonatkozé préba, ha mindegyiksokasag normalis eloszlasu és
azonos szorasu.

A Hj nullhipotézis: 1 = g = 43 =+ + + = pr = M, vagyis az, hogy a varhaté értékek az dsszes sokasagra
(M db) megegyeznek, mig az ellenhipotézis az, hogy van olyan ft; amire [ ; 7& M.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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A Bartlett-préba tébb sokasag szérasanak 6sszehasonlitdsara vonatkozé préba, ha mindegyik sokasag normalis

eloszlasu.

A Hj nullhipotézis: 07 = 09 = 03 =+ + - = Oy = O, vagyis az, hogy az dsszessokasag (M db.) szérasa

megegyezik, mig az ellenhipotézis az, hogy van olyan gj, amire 0 74 0.

SSB = ZJM; (nj—1)s2  s= 558

J

A prébafiiggvény
2 _ 1. 1ne2 S M ) 1n o2
B —z(v Ins; Zj_lvjlns])

_ 1 M 1 _ 1
=1+ gty (T & —3)
Jobb oldali kritikus értek: x2__ (M — 1)

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Regresszidszamitas

A regresszi6 egyenes egyenlete:

y=by+0b,-x
Aholb; = zdidy ésbp=y—b, -z
T

A regresszids egyenes egyenletében szerepl6 regressziés paraméterek kézﬂlbl az egyenes meredeksége. Abo
erték kevésbé jelentds, ez azt adja meg, hogy a magyarazé valtozé nulla értékéhez milyen Y érték tartozik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A regresszids egyenes egyenlete@ = bo + b1 -z

Ez egy linearis fuggvény, ami mindegyik x-hez hozzarendel valamilyen y-t. Ezek altaldnan eltérnek a valddi y-oktdl.
Ezeket az eltéréseket reziduumoknak nevezzik.

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

A reziduumokbdl képzett mutaté az igynevezett SSE, jelentése sum of squares of the errors vagyis eltérés-
négyzetdsszeg.

SSE— Y& = ¥(ui ~ i)’

Ha aregresszio tokéletesen illeszkedik, akkor aze; = y; — ﬁl klldnbségek mindegyike 0, igy SSE=0. Ha az
illeszkedés nem tokéletes, akkor SSE egy pozitiv érték, ami az illeszkedés pontatlansagat méri.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha az SSE értékeit elosztjuk a megfigyelt pontok szamaval és a kapott eredménynek vesszik a gydkét, akkor kapjuk
a rezidualis szorast:

st — \/@ _ \/? _ /2<yi;@i>2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az illeszkedés egy mér8szama a lineéris korrelacios egyltthato:
> da-dy

Y ey d’y

A lineéaris korrelacios eqyiitthaté azt méri, hogy x és y kdzétt milyen szoros linearis kapcsolat van. Ertéke mindig
-1<r<1.

T =

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A magyarazéerdt méri az igynevezett determinacios egyltthatd, melynek jele R2 . Ez a kétvaltozés lineéris modell
esetében megegyezik 72 tel.

2 _ SSR _1_ SSE
B)’_SS’T_1 SST

Itt SSE az eltérés-négyzetdsszeg, mig SSR az Ugynevezett regresszids, vagy magyarazd négyzetdsszeg, SST pedig
a teljes négyzetdsszeg, a kdztik Iévd kapcsolat pedig...

SST=Y.d% SSR=Y(§; 9’ =0y d*x SSE=Y(yi—9;) =3¢

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A regresszit egyenes egyenlete:
g — bo . wbl
Amibél

lgg =lgbo +b, -lga

Anol b, = =482y (jop —Toy—Tgz - b,

S d?lgz

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A regresszio egyenes egyenlete:

~

. ~ T
y=bg- b1
Amibdl

g =lghy +x - by

Anol lgh, = % éslghby =lgy — 7 -1gb,

2

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az elaszticitas két 6sszefliggd jelenség kozti kapcsolat.

Linearis modellben: El(, ) = e . _be
Yy b0+b1$

Hatvanykitevés modellben: El(, ) = b
Exponencilis modellben: El(y,z) = x - Inb;

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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I. A magyaréazé valtozék nem val6sziniiségi valtozok.

Il. A magyaraz6 valtozék lineérisan fliggetlen rendszert alkotnak.

lll. Az eredményvaltozé kdzel linedris fliggvénye a magyarazo valtozénak.
IV. Az € hibatag feltételes eloszldsa normalis, varhaté értéke nulla.

V. Az € hibatag kilénb6z8 x-ekhez tartoz6 értékei korrelalatlanok.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A paraméterek becslése:
bitt s -(n—k—1)-s;
A regresszi6 becslése:
J.ttig -(n—k—1)-s;

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A tobbvaltozds regresszids modelleket olyankor alkalmazzuk, amikor az eredményvaltozé alakulasat tébb magyarazé
valtoz6 tukrében vizsgaljuk.

A tébbvaltozds linearis regresszié egyenlete:

y:b0+b1$1+b2$2+---+bk$k+€
Az y eredményvaltozo itt k darab magyarazo valtozo6tél és a hibatagtol fligg.

A képletben a bo paraméter a tengelymetszet, a tdbbi bi paraméter pedig azt jelenti, hogy az i-edik magyarazé
valtoz6 egy egységgel torténd valtozasa, mennyivel valtoztatja az g} értéket, ha a tdébbi magyarazé valtozét régzitjik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A kétvaltozés esethez hasonldan akorrelacio itt is a valtozok kdzti kapcsolat szorossagat irja le, csakhogy itt egy

sz

korrelaciématrix.

1 ryg 7y Tyk

rly 1 T2 ... Tk

R= 7"2y T91 1 oo Top
rky Tk1 T2 ... 1

Itt 7;; az T; és az T; magyarazd valtozok kozti korrelaciot irja le, tehat példaul 712 az Ty és az Lo kozti korrelaciot
jelenti.

Ty pedig az T; magyarazo valtoz6 és az y eredmeényvaltozo6 kozti kapcsolatot jelenti.

Mivel 7;; = Tj; a korrelacio-matrix szimmetrikus. Az attekinthet6bb feliras kedveért a fels6 haromszéget el is
szoktak hagyni.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A linearis regresszio egyenlete: §J = by + byxy + boxg + - - - + by,

A tesztelés Ugy zajlik, hogy nullhipotézisnek tekintjilk a H) : bi = ( feltevést, ellenhipotézisnek pedig azt, hogy
H1 : b?, # 0.

A nullhipotézis azt allitja, hogy a modelloen ab; paraméter szignifikansan nulla, vagyis az i-edik magyarazé valtozé
felesleges, annak hatasa az eredményvaltozéra nulla. Az ellenhipotézis ezzel szemben az, hogy bi 75 0 vagyis az i-
edik magyarazé valtozénak a regressziéban nem nulla hatasa van.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Szorodas Négyzetésszeg|Szabadsagfok| |, A“a*_’_“ F
oka négyzetésszeg
., — SSR _ MSR
Regresszio|SSR k MSR= s F = USE
Hiba |SSE n—k—1 |[MSE=_55E
Telies |SST n—1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A multikollinearitas réviden 6sszefoglalva azt jelenti, hogy két vagy tébb magyarazé valtozé kdzoétt tal szoros
korrelacios kapcsolat van, és ez zavarja a becslést.

A multikollinearitas mérésére az Ggynevezett VIF (variance inflator factor) variancia nével6 faktor van forgalomban.

o 1
VIFj=

A képletben szerepl6 R? a j-edik magyarazé valtozé és az dsszes tébbi magyarazé valtozd kézti determinacids

egyutthato.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az autokorrelacio a regresszio maradéktagjanak a sajat késébbi értékeivel valé korrelaciéjat jelenti, vagyis egyfajta
szabalyszer(iséget a maradékvaltozéban. Idealis esetben a maradéktagnak véletlenszerlinek kell lennie, barmiféle
szabalyszer(iségért a magyarazo valtozok felelnek a regresszidban.

Az autdkorrelacio tesztelésére a Durbin-Wattson-tesztet hasznéljuk.

Megnézem a kapcsolédé epizddot

A Durbin-Wattson-teszt Iényegében egy hipotizésvizsgalat, aminek részletezésére nem tériink ki, minddssze a
hasznalatat nézzik meg.

Maga a prébafiiggvény
d= Dis (et*fft—l)2
Y€

A szignifikanciaszint @, a préba elvégzése pedig az alabbi médon térténik:

dy, és dpy értékeket kikeressiik a tablazatbol,

n = a megfigyelések szama,

k = a magyarazé valtozék szama,

végll megnézziik, hogy a probafliggvény melyik tartomanyba esik.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

&5 MATEKING.HU - MUSZAKI MATEMATIKA 2 KEPLETGYUJTEMENY
93. OLDAL


https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/ketvaltozos-eloszlasok
https://www.mateking.hu/adatelemzes-2/regresszioszamitas
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/ketvaltozos-eloszlasok
https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/regresszioszamitas/multikollinearitas-autokorrelacio
https://www.mateking.hu/adatelemzes-2/hipotezisvizsgalat
https://www.mateking.hu/muszaki-matematika-2/regresszioszamitas/multikollinearitas-autokorrelacio

	Komplex számok
	Határozatlan integrálás, primitív függvény
	Határozott integrálás
	Mátrixok, vektorok, vektorterek
	Vektorok, egyenesek és síkok egyenletei
	Lineáris egyenletrendszerek, mátrixok inverze
	Determináns, sajátérték, sajátvektor, leképezések
	Gram-Schmidt ortogonalizáció, LU és QR felbontás, pszeudoinverz
	Kétváltozós függvények
	Kétváltozós határérték és totális differenciálhatóság
	Kettős és hármas integrál
	Differenciálegyenletek
	Izoklinák
	Sorok & hatványsorok & Taylor-sorok
	Fourier sorok
	Laplace transzformáció
	Paraméteres görbék
	Vektormezők, görbementi és felületi integrálok
	Divergencia és rotáció
	Valszám alapok, Kombinatorika
	Teljes valószínűség tétele, Bayes tétel
	Geometriai valószínűség, Binomiális tétel
	Eloszlás, eloszlásfüggvény, sűrűségfüggvény
	Várható érték és szórás
	Markov és Csebisev egyenlőtlenségek
	Nevezetes diszkrét és folytonos eloszlások
	Becslések
	Hipotézisvizsgálat
	Regressziószámítás

