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Fliggvények
Adott az f :A— B fliggvény. A flggvény értékkészlete azoknak az elemeknek a halmaza aB halmazban,

amelyek hozz4 vannak rendelve valamely A halmazbeli elemekhez.

Az értékkészlet jele az angol range szé alapjan, ami azt jelenti, hogy kiterjedés:Rf vagy az akadalymentesitett
jeldlése: E.K.

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Egy kifejezés értelmezési tartomanyan azt a legb&vebb halmazt értjik, ahol értelmezve van.

Flggvény esetén azokat a szerencsés T-eket, amelyekhez a fliggvény hozzérendel egy Y szamot, a figgveny
értelmezési tartomanyanak nevezziik.

A kovetkezbket érdemes megjegyezni:

P08z itt >0 Pralalezitt barmi  log (ezitt > 0)  tort nevezs # 0
pl: f(z) = -

tehat a nevez6 nem lehet nulla (€ 7~ 3)

42 T értelmezési tartomanya VY € R\ {—3}, mert nincs gydk és nincs logaritmus, de tort van,

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Belsé figgvénytranszformacio: f(m + a), ez ugy mikoédik, hogy az T tengely mentén tolja el a fliggvény grafikonjat.
Kiilsé fiiggvénytranszformacio: f(x) + a, ez pedig azy tengelyen tolja el a fiiggvényt.

Flggvény szorzasa szammal: @ - f(.’B) ilyenkor megnyuijtjuk a fliggvényt azy tengely szerint.

Flggvény valtozéjanak szorzasa egy szammal: f(a . :1:) ilyenkor az T tengely szerint nyUjtjuk a fliggvényt.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az f(a:) faggvényt egy]a,b[ intervallumon monoton névekedének mondunk, ha barmely Xy, o E]a, b[ esetén, ha
x1 < To, akkor f(x1) < f(x9)

Szigorian monoton ndévekedd, ha barmely I, Z9 G]a,b[ esetén, hax; < X9, akkorf(:nl) < f(:BQ)

Az f(x) fuggvényt egy |a, b[ intervallumon monoton csékkendnek mondunk, ha barmely T, o €]a, b esetén, ha
Ty < To, akkor f(x1) > f(x2)

SzigorGian monoton csékkend, ha barmely T1, T2 €]a, b esetén, ha Ty < g, akkor f(1) > f(x2)

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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Flggvény széls6értékén a maximumat illetve minimumat értjik.
Precizebben:

Az f(x) fuggvénynek az Ty € D pontjaban (globalis) maximuma van, ha minden € D esetén
f(z) < f(z0).
Az f(x) fuggvénynek az Ty € Dy pontjaban (globalis) minimuma van, ha mindenx € D esetén

f(z) = f(@o)-

Az f(x) fuggvénynek az £y € D pontjaban lokalis maximuma van, ha létezik olyan nem nulla kérnyezete, hogy
ott 6 a maximum.

Az f(x) fuggvénynek az Ty € D pontjaban lokalis minimuma van, ha létezik olyan nem nulla kérnyezete, hogy ott
6 a minimum.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Konkavnak nevezzik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "szomoru hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekdtsd egyenes felett halad.

Konvexnek nevezzik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "vidam hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekdt egyenes alatt halad.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Minden olyan fliggvényt, ami az Yy tengelyre szimmetrikus, paros fliggvénynek hivunk. Ezek a fliggvények azt tudjak,
hogy barmely -re amelyre értelmezve vannak:

f(-2) = f(z)

Azokat a fliggvényeket, amelyek az origéra szimmetrikusak, paratlan fliggvénynek nevezziik. A paratlan figgvények
ugy miikddnek, hogy barmely x-re amelyre értelmezve vannak:

f(-2) = ~f(2)

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha az & kilénb6z6 pozitiv egész kitevls hatvanyait dsszeadjuk vagy kivonjuk, akkor polinomokat kapunk.
A polinomfuiggvény altalanos alakja:

fl®)=a, 2" +a, 12" 1 +...a1x+qp

A legmagasabb foku tag egydtthatéjat hivjuk féegyitthatonak.

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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Osszetett fliggvények és inverz fliggvény

Ha az f(x) és g() fiiggvényeket egymésba agyazzuk, azaz az f fiiggvény T véltozéjanak helyére
behelyettesitjiik a g() fiiggvényt, dsszetett fiiggvényt kapunk.

fog=f(9())
Ebben az 6sszetett fliggvényben f fiiggvényt hivjuk kiils fiiggvénynek, ag fliggvényt pedig belsé fliggvénynek.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Minden figgvény egy & — Y hozzérendelés, aminek az inverze, ha az egydltalan létezik, azy +— I forditott
hozzarendelés.

Inverze csak azoknak a fuggvényeknek van, amik két kuldnbdz8-hez kildnbézd Y-okat rendelnek, ezt ugy
mondjuk, hogy kdlcsénesen egyértelm(iek, vagy kicsit révidebben injektivek.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Kamatos kamat és pénziigyi szamitasok

A kamatos kamat |ényege, hogy betesziink a bankba egy 6sszeget, amit t6kének neveznek és -lal jeldlink. Erre
egy bizonyos id6szak alatt p%-os kamatot kapunk. Eddig ezt gy hivjuk, hogy egyszer( kamat. Attél lesz beléle
kamatos kamat, hogy a kamattal megnévelt 6sszeget Ujra kamatoztatjuk, és igy elindul a kamatos kamat folyamata.
Maganak a kamatos kamatnak a képlete nagyon egyszer(, csupan néhany dologra kell figyelni, amiket részletesen
be is mutatunk a kamatos kamat feladatok megoldésa kdzben.

AT} 6sszegb6l m darab kamatperiédus utan a kévetkez6 1, 6sszeg lesz, ha minden periédusban p-os a kamat:
= . Py
T =T - (1+ 1)

A képletben p jelenti a kamatot és 71 pedig a kamatperiédusok szamét. Ezek azok a periédusok, amiknek a végén
jovairjak a kamatot. Hogyha a kamatot havonta irjak jova, akkor a periddusok hénapok, és 11 a hdnapok szama.
Hogyha féléves jovairas van, akkor 71 a félévek szama, hogyha évente irjak jova a kamatot akkor? az évek szama
és igy tovabb. Vannak mindenféle bonyolult képletek, amik ezt megprobaljdk kezelni, de kar foglalkozni vellk, sokkal
egyszerlbb megérteni a dolog lIényegét és a sima kamatos kamat képletet hasznaln. Mindig azt a kérdést tegylk fél
magunknak, hogy milyen gyakorisaggal irjak j6va a kamatot, hany jévairas van és egy periédusra mekkora kamat jut.

Ha példaul az éves kamat 6% és évenkénti a kamatozas, akkorp = 6. Ha a jovairas félévente térténik, akkor a 6%-
0s éves kamatot is felezzik, tehat p = 3, vagy éppen havi j6vairas esetén az éves kamatot 12-vel kell osztani és igy
p= 0, 5. Ha ezt a gondolatmenetet megértjiik, a kamatos kamat képlete 8riilten egyszeri.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

T 6sszeget 11 darab periéduson keresztiil azonos méretli pénzdsszegekben térlesztiink. Minden periédusban P%-0s
a kamat. Az egy periddusra es6 torlesztérészlet:

_ q"(g-1) _ P

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

T darab peridduson keresztil azonos méret(i @ pénzdsszegeket fizetlink be, peri6dusonkénti p%-os kamat mellett.
Az 1 periddus végén dsszegylilt pénzmennyiség:

q"—1

Sn:a.q. =

g=1+ 2

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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150 250 -0 2L
n n n

Megnézem a kapcsolédo epizdédot

Sorozatok hataréertéke

n—o0o n:—oo0o ndP—oo nfF— oo

Megnézem a kapcsolédo epizdédot

Megnézem a kapcsolddo epizédot

oohag>1
. Oha —1<g<1
7 7V 1hag=1
divhag < —1

Megnézem a kapcsolédo epizddot

(+5)" e

1Z¢
[0 Qo
(1 + E) — €

Ha IZE — 00

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Egy sorozatot konvergensnek neveziink, ha van egy olyan valds szam, ami a sorozat hatarértéke.

Ha ilyen sz&m nem létezik, akkor a sorozat divergens.

Egy sorozat lehet azért is divergens, mert végtelenbe tart, és lehet azért is, mert az égvilagon nem tart sehova. A
sehova nem tartd sorozatok mindig oszcillallé sorozatok.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Haa, — A ésc, — A ésvan olyan 1y, hogy mindenn > ng eseténa,, < b,, < ¢, akkorb,, — A.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Ja—1 ym—1 nk—=1

Megnézem a kapcsolédo epizddot

&5 MATEKING.HU - GAZDASAGI MATEK 1 KEPLETGYUJTEMENY

6. OLDAL


https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-1/sorozatok/sorozatok-hatarerteke
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-1/sorozatok/sorozatok-hatarerteke
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-1/sorozatok/sorozatok-hatarerteke
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-1/sorozatok/sorozatok-hatarerteke
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-1/sorozatok/az-e-hez-tarto-sorozatok
https://www.mateking.hu/analizis-1/sorozatok-hatarerteke
https://www.mateking.hu/analizis-1/sorozatok-hatarerteke
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-1/sorozatok/konvergens-divergens-es-oszcillalo-sorozatok
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-1/sorozatok/a-rendor-elv
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-1/sorozatok/a-rendor-elv

7. OLDAL
&5 MATEKING.HU - GAZDASAGI MATEK 1 KEPLETGYUJTEMENY

A végtelenbe tart6é sorozatok nagysagrendi sorrendje azt mondja meg, hogy melyik sorozat milyen Gtemben tart a
végtelenbe. Minél nagyobb nagysagrend(i egy sorozat, annal gyorsabban tart a végtelenbe. A nagysagrendi rangsor:

log, << ¥/n <<nk << g" <<nl<<n®

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Egy sorozatnak torlédasi pontja az A szam, ha barmilyen kis kérnyezetében a sorozatnak végtelen sok tagja van.

Ennél precizebben az a,, sorozatnak torlédasi pontja az A szam, ha minden € > 0 esetén végtelen sok tagja van,
hogy A —e<a, <A+e€

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az a,, sorozat torlédési pontjainak halmaza legyen{ A; }
Ekkor a sorozat limesz inferiorja:

liminfa, =inf{4;}

Es a limesz szupetior:

limsupa, =sup{4;}

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Konvergencia és divergencia definicidja, kiisz6bindex keresése

Az a,, sorozat konvergens és hatérértéke az A szam, ha minden € > 0 esetén van olyan 13y kiiszdbindex, hogy
|an —A |< € minden 1t > Nyy-ra.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az a,, sorozat konvergens és hatérértéke az A szam, ha minden € > 0 esetén van olyan 1y kiiszébindex, hogy
la, — A |< emindenn > ng-ra

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az a,, sorozat divergens, és hatarértéke plusz végtelen, ha barmely M > 0 szam esetén van olyanny
kiiszébindex, hogy M < a,, mindenn > ny-ra.

Az a,, sorozat divergens, és hatarértéke minusz végtelen, ha barmely M < 0 szam esetén van olyan1y
kiiszébindex, hogy M > a,, mindenn > ny-ra.

Az a,, sorozat oszcillalva divergens, ha nincs semmilyen hatérértéke, vagysi sem egy valés szdmhoz, sem plusz
vagy minusz végtelenbe nem tart.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Monotonitas és korlatossag

Az a,, sorozat szigortian monoton né, ha0 < @11 — ay,.

Az a,, sorozat szigorian monoton csékken, ha( > Apy1 — Ay
Az a,, sorozat monoton né, ha0 < @, 1 — a,.

Az a,, sorozat monoton csdkken, ha( > Apy1 — Ay

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Fliggvények hatarértéke

Az f(x) fuggvény folytonos az a-ban, ha értelmezve van aza-ban, létezik és véges a hatarértéke aza-ban, és ami
a lényeg:

lim,, f(z) = f(a)
Az f(a:) flggvény folytonossa tehet az a-ban, ha létezik véges hatarértéke az a-ban.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Megszintethetd szakadas:

Ha létezik véges hatarériék az a-ban, de ez nem egyezik meg a fliggvényértékkel, akkor megszintethet§ szakadasa
van.

dlim, ,, f(z) =szam lim, ,, f(z) # f(a)

Nem megsziintehet§ szakadas, ugras:

Ha a bal és jobb oldalihatarérték két kiildnbdz8 szam az a-ban, akkor a szakadas nem megsziintethet6 és ugrasnak
hivjuk.

lim, ,,- f(z) =szam lim, ,,+ f(z) = masikszam lim, - f(z) # lim, ..+ f(2)

Nem megszintethet§, nem véges szakadas:
Ha a bal és jobb oldalihatarériék nem is véges az a-ban, akkor plane nem tehet6 folytonossa a fliggvény.

lim, ,,- f(z) =xo00 lim, ..+ f(x)==%o0

Nem megsziintethet§ oszcillalé szakadas:
Végil meglehetésen patologikus esetek is vannak, amikor még csak jobb vagy bal oldalihatarériek sem létezik.
ﬁlimm—m‘ f(m) /Elimm—ﬂﬁ f(ZU)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

; sinz __ : sinlZe

lim,, = 1 limpge e 1

. l-cosz __ 1 . l1-coslZe 1
lim, o0 == =5 limge o —5— =73

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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Derivalas

A derivalas lényege, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgdlja, mégpedig Ugy, hogy megnézi, milyen
meredek érint6 huzhaté a figgvény grafikonjahoz. Az érintd meredekségét pedig Ugy kapjuk meg, hogy veszink
rengeteg szel6t, amelyek egyre jobban "rasimulnak” az érintére, és igy a szel6k meredekségének a hatarértéke lesz
az érint6 meredeksége. A szel6k meredekségét irja le a differenciahanyados:

f(z)—f(=)

T—Iy

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A derivalas ugy m(ikédik, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgalja, mégpedig azzal, hogy megnézi,
milyen meredek érint§ hizhaté a figgvény grafikonjahoz. Ha az érint8 "folfele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"f6lfele megy" vagyis a figgvény ndvekszik. Hogyha pedig az érint6 "lefele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"lefele megy" tehét a figgvény csdkken. Egy figgvény érint6 egyenesének meredeksége a differencialhdnyados:

f(@)—f (=)

m = lim,_,, p—

Ezt nevezzik a fuggvény I pontban vett derivaltjanak. Hogyha a derivalt ebben a pontban pozitiv, az azt jelenti,
hogy pozitiv meredekség érintd hizhato a fliggvényhez. Vagyis a fliggvény ebben a pontban névekszik. Ha pedig a
derivalt ebben a pontban negativ, akkor negativ meredekség( érinté hizhaté a fliggvényhez, és igy a fliggvény
csokken. A derivalt tehat a fliggvény névekedési és csdkkenési szakaszait képes nekiink megmutatni, és hatalmas
szerepe van a fliggvények viselkedésének vizsgalatanal.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

(cy =0 (z") =nz»! (") =€e* (a*) =a”lna
1

lnz) = log 2 =1L (sinz) =cosz (cosz) = —sinz
a zIna
(tanz) = —— (arcsinz) = \/1177 (arccosz) = \/:? (arctanz) = -1

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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f és g derivalhat6 figgvények, és C valds szam esetén aderivalasi szabalyok:

(cf) =cf’ (%)':f?’
(F+g) =F+9
(fg) = F'g+ fd

(1)’ _ fo-1g
g g2
(£>l _ =

f 12

(f(9(2))) = £’ (9(x)) g ()

A derivalasi szabalyok megmutatjak, hogyan kell egy fliggvény konstans-szorosat derivalni, hogyan kell két figgvény
Osszegét vagy épp kilénbségét derivalni, mi lesz két fliggvény szorzatanak a derivaltja, mi lesz két fliggvény
hanyadosanak a derivéltja. Van két extra derivalasi szabaly is, amit érdemes tudni, az egyik amikor egy fliiggvényt
osztunk egy szammal, a masik pedig amikor egy szamot osztunk el egy fliggvénnyel. Mindkét esetben tortet
derivalunk, de nem kell a trotek derivalasara hasznalt eléggé komplikalt képletet hasznalni, hanem ezekre az esetekre
vannak egyszerlibb képletek. Végul pedig jon az 6sszetett fliggvények derivalasi szabalyavagyis a lanc-szabaly.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A lanc-szabaly az 6sszetett fliggvények derivalasi szabalya. Ha f és g derivalhaté fliggvények, akkor az f ésg
figgvények 6sszetételébdl kapott fliggvény derivaltja:

(f(9(2))) = £ (9(x)) 7 ()

Ezt a képletet nevezziik lanc-szabalynak, és érdemes alaposan begyakorlni, ugyanis ez szokta a legtébb gondot
okozni a derivalassal kapcsolatos feladatok megoldasa kézben.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A sinh x és cosh 2 hiperbolikus fliggvények kdzt fennallé azonossagok:
cosh? z —sinh?z =1

sinh 2z = 2sinh x - coshx

cosh 2z = cosh? z + sinh? z

sinh (x +y) = sinhx - coshy & coshz - sinhy

cosh (z £y) = coshx - coshy £ sinhz - sinhy

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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(coshz) =sinhz

(sinhz) = coshz

(tanhz) =

cosh? z

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A cosh x fuggvény inverze:

arcoshz = In (:13 + /22 =1 )

A sinh x figgvény inverze:

arsinhz = In (:1: + /x2 + 1)

A tanh x fiiggvény inverze:

11—z

artanhz = —;ln (Hm )

Megnézem a kapcsolddo epizédot

P 1
(arcoshz) = _—
: 1
(arsinhz) = o
(artanhz) =

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Differencialhatésag és az érinté egyenlete

A derivalas lényege, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgdlja, mégpedig Ugy, hogy megnézi, milyen
meredek érint6 huzhaté a figgvény grafikonjahoz. Az érintd meredekségét pedig Ugy kapjuk meg, hogy veszink
rengeteg szel6t, amelyek egyre jobban "rasimulnak” az érintére, és igy a szel6k meredekségének a hatarértéke lesz
az érint6 meredeksége. A szel6k meredekségét irja le a differenciahanyados:

f(z)—f(=)

T—Iy

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A derivalas ugy m(ikédik, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgalja, mégpedig azzal, hogy megnézi,
milyen meredek érint§ hizhaté a figgvény grafikonjahoz. Ha az érint8 "folfele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"f6lfele megy" vagyis a figgvény ndvekszik. Hogyha pedig az érint6 "lefele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"lefele megy" tehét a figgvény csdkken. Egy figgvény érint6 egyenesének meredeksége a differencialhdnyados:

f(@)—f (=)

m = lim,_,, p—

Ezt nevezzik a fuggvény I pontban vett derivaltjanak. Hogyha a derivalt ebben a pontban pozitiv, az azt jelenti,
hogy pozitiv meredekség érintd hizhato a fliggvényhez. Vagyis a fliggvény ebben a pontban névekszik. Ha pedig a
derivalt ebben a pontban negativ, akkor negativ meredekség( érinté hizhaté a fliggvényhez, és igy a fliggvény
csokken. A derivalt tehat a fliggvény névekedési és csdkkenési szakaszait képes nekiink megmutatni, és hatalmas
szerepe van a fliggvények viselkedésének vizsgalatanal.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A derivalt geometriai jelentése a fliggvény grafikonjahoz hdzott érint§ meredeksége.
Az érint6 egyenlete:
F(z) = f'(z0)(z —z0) + f(0)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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L’Hoépital szabaly

Legyen f és g derivalhaté az a szam kéryezetében (kivéve esetleg a-ban) és tegyiik fel, hogy ittg’ () # 0.

Ekkor, halim, ., f(z) =lim, ,, g(x) = Ovagy lim, ,, g(z) = +o00 éslim, .,

L’Hépital-szabaly (vagy L'Hospital-szabaly) szerint:

lim,_,, % = lim,_,q %

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

létezik, ekkor a

e =0 e*®=x
In0=—-o00 Inoco=o

19 1 _ 1
x==0 m=too S5 o0

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Kénnyebb fliggvényvizsgalatok, gazdasagi feladatok

Az elaszticitas képlete:
—_z
E(z) = 2 - f'(a)

Egy flggvény elaszticitdsa azt mondja meg, hogyha 1%-kal ndveljik az x-et, akkor hany szazalékkal véltozik a
figgvény értéke.

E = 0 Teljesen rugalmatlan

|E |< 1 Rugalmatlan

|E |= 1 Egységnyi rugalmasséagu
|E |> 1 Rugalmas

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Teljes fiiggvényvizsgalat

Ha a fliggvény derivéltja pozitiv, akkor a fliggvény né,
Ha a fliggvény derivaltja negativ, akkor a fliggvény csékken.

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Konkavnak nevezziik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "szomord hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekété egyenes felett halad.

Konvexnek nevezziik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "vidam hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekdtdé egyenes alatt halad.

A flggvény hangulatarél a masodik derivalt szolgaltat informaciot.
Ha a masodik derivalt negativ, akkor a fliggvény konkav, ha pozitiv, akkor konvex

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(x) fuggvény stacionarius pontja Ty, ha f differencialhat6 az o kémyezetében és f'(xp) =0

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Egy kifejezés értelmezési tartomdanyan azt a legb8vebb halmazt értjik, ahol értelmezve van.

Flggvény esetén azokat a szerencsés T-eket, amelyekhez a fliggvény hozzérendel egy Y szamot, a figgveny
értelmezési tartomanyanak nevezziik.

A kovetkezBket érdemes megjegyezni:

WOSezitt >0 PFata/e Gt barmi  log (ezitt > 0)  tort nevezs # 0

pl. f(z) = (zi§)4 értelmezési tartomanya V. € R\ {—3}, mert nincs gyék és nincs logaritmus, de tért van,

tehat a nevez6 nem lehet nulla (€ 7~ 3)

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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Hatarozatlan integralas, primitiv fliggvény

Az f(x) fuggvény primitiv fiiggvényének jele F'() és azt tudja, hogy ha derivaljuk, akkor visszakapjuk f()-et,
azaz

Fl(z) = f(z)
Egy flggvény primitiv fliggvényeinek halmazat nevezzik a fliggvény hatarozatlan integraljanak.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Ha f(:B) integralhaté az [a, b] intervallumon és létezik primitiv fliggvénye ezen az intervallumon, akkor aNewton
Leibniz formula szerint a hatarozott integréljat a kdvetkez6képp szamolhatjuk ki:

J? f(z) de = [F(z)]2 = F(b) - F(a)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

fxndx:%—l—c n# -1
[2dr=In|z|+c
[etdr=e"+c

[a® dm:ﬁ—i—c

Jcosz dr =sinz+c

[sinz de = —cosz +¢

[—2—dz=tanz+c

cos?

[—=—dz=—cotz+c
sm-xr

1 _
J 157 dz = arctanz + ¢

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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f(aa:—i—b)”dsc:%%—{—c

[ —Fdz=Inlaz+b|1+c

fea:v—l—b dr = et=tb 1 +c
a

az+b At 1
[A de=4—2+c

J cos (ax + b) dx = sin (az +b)1 + ¢
[sin (az +b) dz = —cos (ax 4+ b)2 + ¢

fm dz = tan (az + )1 +c

1 dr=—cot(ax+b)l+c
sin? (az+b) a

1 _ 1
IW dx = arctan (az +b) 1 + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Integralaskor a konstans szorz6 kivihetd:
fc . f = C- f f

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Osszeget kiildn-kiilén is integralhatunk:

[f+9=[Ff+[g

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha a szorzés elvégezhetd, akkor végezziik el, és utdna integraljunk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

[fe-f = e
a+1

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A parcialis integrélast szorzatok integralasara fejlesztették ki. Az elnevezés onnan ered, hogy a szorzatot részenként

fogjuk integralni:
Jf-d=fg9-[Ff-9

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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[f(g(x)) g (x)=F(g9(z))+c

Ez a tétel az dsszetett fliggvények integralasardl szél. Csak sajnos az a gond az 6sszetett fliggvényekkel, hogy az

integralasuk altalaban elég reménytelen vallalkozas.

Erdemes még néhany specialis esetet megjegyezniink:

feg.g’:eg+c fag.g’:i+c

Ina

g _ g _ :
[ [ir = arctang +c [ wer e arcsing + ¢

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Prébéalkozzunk a tort foldarabolasaval és utdna integraljunk.

actb g _ elatd)tb-% o dleatd) | B g
f cr+d dz = f cr+d dz = f ce+d + cr+d dz =

:f%—l—%da@:%mﬁ—Elnkx—i—dE

Megnézem a kapcsol6do epizédot

J&=m|f|+c

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A helyettesitéses integralas Iényege, hogy egy kifejezést u-val helyettesitiink annak reményében, hogy hatha igy

képesek lesziink majd megoldani a feladatot.

Hasznos helyettesitések:

az+b _
[ o dx vexr+d=u
[f(g(z)) dz  g(z)=u
J1-F f = sinu
JVIF S f=sinh®u

f—1 f = cosh?u

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

&5 MATEKING.HU - GAZDASAGI MATEK 1 KEPLETGYUJTEMENY

20. OLDAL


https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-1/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/osszetett-fuggvenyek-integralasa-s4
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-1/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/jonnek-a-tortek-t1
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-1/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/egy-fontos-szabaly-t2
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-1/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/integralas-helyettesitessel-0

21. OLDAL
&5 MATEKING.HU - GAZDASAGI MATEK 1 KEPLETGYUJTEMENY

Barmilyen raciondlis tortfliggvényt nagyon egyszerlen tudunk integralni. Mindéssze annyit kell tennliink, hogy
félbontjuk elemi tortekre és az elemi t6rteket az elébbi mddszereinkkel integraljuk.

f A dx—Afﬁdw:Alnm;c—kb’.%

f Az+B d A f _ A 2am+% dr =
az?+bztc = azr?+bz+tc L= 2a J az2+brte L=
2aB
2a az?+bz+c 2a az?+bx+tc ax?+bz+c

=4 (111 laz? + bz + |+ Zarctan (%:{: + 2a\/D) - \/TD)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A helyettesitéses integralas ugy miikédik, hogy egy kifejezést u-val helyettesitiink annak reményében, hogy hatha
igy képesek lesziink megoldani a feladatot.

A helyettesitéses integralas egyik legfurcsabb esete azu = tan % Olyankor hasznaljuk, ha a tortbensin x és
COS T is csak els@ fokon szerepel.

. 2u 1—u2 2
sine =-% cosx=-—% dxr= du
1+u? 1+u? 1+u?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Hatarozott integralas

Ha f(w) integralhaté az [a, b] intervallumon és létezik primitiv fliggvénye ezen az intervallumon, akkor aNewton
Leibniz formula szerint a hatarozott integraljat a kévetkezéképp szdmolhatjuk ki:

J? f(z) dz = [F(z)]) = F(b) — F(a)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f [a, b] intervallumon korlatos fiiggvény Riemann integralhaté az [a, b] intervallumon, ha egyetlen olyan szam
létezik, hogy barmely felosztasra:

s<I<S
ahol s az alsé kozelits 6sszeg:s = » »  M;(T; —T; 1) m; = inf{f(z), ¢ € [x; 1,2}
ahol S a fels6 kozelits 6sszeg: S = Y r, M;(x; — ;1) M; =sup{f(z), = € [z;_1,2;]}

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha integraljuk a pozitiv szamegyenesen az
_ 1
flz) ==
fuggveényt, akkor 0-t6l 1-ig is improprius integralt kapunk és 1-t8l végtelenig is.

Ha 0-t6l 1-ig integralunk:

1
jg]liadxz{T‘I‘lha‘a<1
w ochaa>1
Ha 1 és végtelen kéz6tt integralunk:

1
‘ﬁooiada}‘:{ahaa>1
m ocohaa<1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Forgastest térfogata:
V=n/’f(z)de

Forgastest felszine:

A=2r [* f(2)\/T+ (f (@) d

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Tobbvaltozés fliggvények

A kétvéltozos fliggvények gy mikédnek, hogy két valdés szamhoz rendelnek hozza egy harmadik valdés szamot.
Maskeént fogalmazva szdmparokhoz rendelnek hozza egy harmadik szdmot.

Ezeket a szamparokat tekinthetjik gy, mint a sik pontjainak koordinatait.
A kétvaltozés fliggvények ennek a siknak a pontjaihoz rendelnek hozza egy harmadik koordinatat, egy magassagot.

Az értelmezési tartomany minden pontjahoz hozzarendelve ezt a harmadik, magassag koordinatat, kirajzolddik az x,
y sik felett a fliggvény, ami egy felllet.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A Young-tétel szerint vegyes masodrend(i derivaltak egyenlék (egészen pontosan akkor egyenldk, ha a fliggvény
kétszer totalisan derivalhatd):

2 (Z,Y) = fyz(2,Y)

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az f(:l’:, y) flggvény T szerinti parcialis derivaltja:
fz(2,9)

Ez azt jelenti, hogy  szerint derivalunk, Yy most csak konstansnak szamit, ha énalléan all, akkor derivaltja nulla, ha
szorozva van valami Z-essel, akkor marad

Az f(a:, y) flggvény Y szerinti parcialis derivéltja:
y(z,y)

Ez azt jelenti, hogy Y szerint derivalunk, £ most csak konstansnak szamit, ha énalléan all, akkor derivaltja nulla, ha
szorozva van valami Y-ossel, akkor marad

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Elsé lépés:

of
S fi(2,9)

Masodik lépés:
fi(z,y) =0
fz; (3373/) =0

of
Ty = fy(z,y)

Az egyenletrendszer megoldasai a stacionarius pontok

Harmadik lépés:

f” —
Hadet
Hadet

Hadet

Hadet

v (2,y)  foy(z,y)

n
0z (Z,Y)
- £ n 7
xx Ty
n "
L J YT Yy
- £/ [/
xx Ty
n n
L J YT yy |
- £ "o
TT Ty
n n
L J YT Yy
- £ n 7
xx Ty
n "
L J YT Yy

fi(2,y)

pozitiv, és f!. > 0, akkor lokalis minimum van.

pozitiv, és f. < 0, akkor lokalis maximum van.

negativ, akkor nyeregpont van.

nulla, akkor tovabbi vizsgdlat sziikséges, de ilyen nem nagyon szokott lenni.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(z,y) fiiggvény értelmezési tartomanyénak azon pontjait, ahol mindkétparcidlis derivalt nulla, az f(x, y)
figgvény stacionarius pontjainak nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha az f tébbvaltozos fuggvénynek az &y & D f pontban leteznek f elsé parcialis derivaltjai és

1 f(xo) = 02 (o) = - -+ = Op f(w0) =0

akkor x( az f tébbvaltozos fliggvény stacionarius pontja.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A masodrend(i derivaltakbdél képzett matrix, amely segit eldénteni, hogy a fliggvénynek a stacionarius pontokban
minimuma, maximuma, vagy éppen nyeregpontja van-e.

[ 2z (T,Y)  fay(z,y)
- e (2,Y)  Fy(2,y)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A sik azon pontjainak 6sszességét, amelyekben azf flggvény ugyanazt a konstans értéket veszi fel, azaz
f(m, y) = ¢, az f fuggvény szintvonalanak nevezziik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az f(a:) flggvényhez a P(:BO >0 5 zo) pontban huzott érintésik egyenlete:

z=fi(zo,0)(x —x0) + (2o, %) (¥ — ) + f(20, %)

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az f(:l’:, y) fliggveény T és Y szerinti derivaltjaibdl allé vektort derivalt-vektornak vagy méasként gradiensnek hivjuk.

ime a derivalt-vektor:

) _ fé(wo,yo)] sviden /:[fé]
Feow) lfé(l’o,yo) roviden f= 1%

A derivalt-vektor segitségével tudjuk kiszamitani az iranymenti derivaltat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az iranymenti derivalt azt jelenti, hogy egy altalunk megadott tetsz6leges v irany mentén milyen meredeken
emelkedik a figgvény felllete.

Az f(a:, y) fliggvény v iranymenti derivaltja az (:130 y yg) pontban:

6f(xo,
f(gg#yyo):f'(l’o,yo)'y

(Itt v egységvektor)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy flggveény akkor implicit, ha ¥y nincs kifejezve, vagyis nemy = . . . alaku.

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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]
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Ha F'(x,y) = 0 egy egyvaltozés implicit fiiggvény, akkor derivaltja:

by _ _ Fy(zy) Sz _ _ng(%’y)
oz Fy(zy) dy Fy(z,y)

Ha F(xl sy LYy, :I)n_l) = 0 egy 1 véltozés implicit fliggvény, akkor az &;, mint implicit fliggvény derivéltja az
Z; valtozd szerint:

(5(1:1' o Fj,(xlaer . '7xn+1)

6:1:,] N E/(xl % PERRIY | )

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Kettés integral

A kétvaltozés fliggvények ugy mikodnek, hogy két valés szamhoz rendelnek hozza egy harmadik valés szamot. Az
értelmezési tartomany minden pontjdhoz hozzarendelve ezt a harmadik, magassag koordinatéit, kirajzolédik az T, Y
sik felett a fliggvény, ami egy felllet.

A kétvaltozés fliggvények hatarozott integralja igy egy test térfogata.

[2 [P f(z,y) dzdy

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kettdsintegralok segitségével kilonb6z§ fellletek alatti térfogatokat tudunk kiszamolni.

A legegyszer(ibb eset, amikor egy téglalapon integralunk. llyenkor az integralas hatarai valamilyen szamok.

[P 2 f(x,y) dyde = [ [° f(z,y) dedy

A sorrend megcserélhet6: mindegy, hogy el8szér az T szerinti hatdrokat adjuk meg és utdna azy szerintit vagy
forditva.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

4
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Kombinatorika
Egy adott 72 elem( halmaz elemeinek egy ismétlés nélkiili permutaciéjan az7 kilénbdz8 elem egy sorba rendezését
ertjuk.

7 darab kilénb6z6 elem permutacidinak szama:

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

T faktorialisan az 1-nél kisebb vagy egyenld pozitiv egész szamok szorzatat értjik.
nl=n-(n—-1)-(n—-2)-...3-2-1

pl.:

41=4-3-2-1=24

5!=5-4-3-2-1=120

=1

Tovabba definicié szerint 0! = 1.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha 1 db. egymastdl kiilénbdzé elem kdzal kivalasztunk k (k < m) db.-ot (igy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje is

7 darab kiilonbéz6 elembdl kivalasztott k darab elem variaciéinak szama:

n-(n—1)-(n—2)----- (n—k—l—l):ﬁ

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha 72 kiilonboz6 elem kozil kivalasztunk k (k < 72) db.-ot tigy, hogy a kivalasztott elemek sorrendjére nem vagyunk
tekintettel, akkor 1 elem k-ad osztalyu ismétlés nélkuli kombinéaciéjat kapjuk.

7 darab kilénbdz6 elem kdziil kivalasztott k darab elem kombinaciinak szama:

n'

&) = momr

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Han elem kozott van kq, ks, . . ., k, egymassal megegyez, akkor az elemek egy sorba rendezését ismétléses
permutacionak nevezzik.

1 elem kozotti ky, ko, . . ., k, egymassal megegyezG ismétléses permutacioinak szama:

n!
Kyl ko - -k, !

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha 711 db. egymastél kiilonb6z8 elem kdzil kivalasztunk k db.-ot agy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje is szamit

......

Az 1 elem k-ad osztalyu ismétléses variaciok szama: nk.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Ha kor alakban helyezink el7t kiilbnbdz8 elemet és azok sorrendjét vizsgaljuk, akkor ciklikus permutéaciérél
beszéllnk.

7 darab kiilonb6z4 elem ciklikus permutacidinak szama %’ =(n—-1)!

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Valszam alapok, klasszikus valszam

Megkulénbdztetlink elemi eseményeket, ilyen példaul, hogy egy dobdkockaval 1-est dobunk. Vannak azonban olyan
események is amik tébb elemi eseménybdl épulnek fel, ilyen példaul az, hogy parosat dobunk.

Az eseményeket az ABC nagybetdivel jel6ljuk.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A valészinliség kiszamitasanak klasszikus modelljét akkor alkalmazhatjuk, ha egy kisérletnek véges sok kimenetele
van és ezek valdszinlisége egyenl8. Ekkor az esemény valbészinliségét ugy kaphatjuk meg, hogy megszamoljuk hany
elemi eseménybdl all és ezt elosztjuk az ésszes elemi esemény szamaval.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az Aés B eseményt egymastol fliggetlennek nevezziik, ha teljesul rajuk, hogy
P(ANB) = P(A)-P(B)

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Az Aés B eseményt kizarénak nevezink, ha
ANB=10

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az A esemény valészinlisége, ha tudjuk, hogy a B esemény biztosan bekdvetkezik:

P(ANB)
P(B)

P(A|B) =

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B)
P(ANB) = P(A)+ P(B) — P(AUB)
P(A\ B) = P(A) — P(AN B)
P(A)=1—-P(A)

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Teljes valdszinliség tétele, Bayes tétel

Ha Bj, By és igy tovabb B,, telies eseményrendszer, valamint A tetszéleges esemény, akkor
P(A)=P(A|B,)P(B,)+P(A|By)P(By)+---+ P(A| B,)P(B,)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Bayes tételt akkor hasznaljuk, ha egy korabban bekévetkezett (Bk) esemeény valészinliségét akarjuk kiszamolni

egy késébb bekdvetkezett (A) tikrében.

Ha Bj , By és igy tovabb B,, teljes eseményrendszer, valamint A tetszéleges esemény, akkor barmely By,

esemeényre

P(A|By,)P(By,)
A|By)P(B,)+P(A|B;)P(By )+ - +P(A|B,)P(B,)

P(By | 4) = 5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Geometriai valészinliség

Ha egy esemény el6fordulasat geometriai alakzat (vonal, sikidom, test) mértékével jellemezzik, akkor geometriai
valészinlségrél beszéllnk.

kedvezs

: _ Tkedvezd
~sszes lehet mondjuk P = ===

o0sszes

llyenkor a szokasos P =

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Eloszlas, eloszlasfliggvény, stirliségfiggveény

Folytonosnak nevezziik azokat a valészin(iségi valtozokat, amik folytonos mennyiségeket mérnek, ilyen példaul az
id8, a tavolsag. Ebben az esetben az eloszlas figgvény is mindig folytonos fliggvény lesz.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Diszkrétnek nevezziik azokat a valoszinliségi valtozdkat, amik megszamlalhatéan sok értéket vesznek fel. Ez azt
jelenti, hogy vagy véges sokat, vagy végtelent, de ugy, hogy fel tudjuk sorolni az értékeit.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az X valészin(iséqi valtozo eloszlasfliggvénye:

F(z)=P(X <)

Ha az X valosziniségi valtozo diszkrét és értékei X = a, X = b, X = ¢ meg ilyenek, akkor az eloszlasfiiggvény
mindig egy lépcsézetes fliggvény, ami minden szamnal pontosan akkorat ugrik, mint az adott szam val6szinlisége,
amig el nem érjik az 1-et.

0 haz<a
P(X=a) haa<z<b
F(z)=¢ P(X=a)+P(X=0b) hab<z<c

1
Ha az X valésziniiséqgi valtozo folytonos, akkor az @ és b szamok kozott barmilyen valos értéket félvehet. llyenkor az

eloszlasfiiggvény is folytonos, ami a-ig nullat vesz fol,a és b kdzt ndvekszik és b utan végig egyet vesz fél.Vagyis
ahol az X valészin(iséqgi valtozé miikddik, ott a fliggvény életre kel, elétte és utana pedig hibernalt allapotban van.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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A slrlségfiuggvény ugy mikddik, hogy a valdszinldségeket a gorbe alatti terliletek adjak meg. Azeloszlasfiggvény
jele F(m) volt, asdrdségfugavény jele f(:v) Aza< X <b valdszinliség éppen a goérbe alatti teriileta-tél b-ig.

Pla< X <b)= [*f(z) dz

Ha az X < a valészinlséget szeretnénk kiszamolni:
P(X <a)= [* f(z)dz

Ha ab < X valészintiséget:

Pb<X)=[" f(z)dz

Ha ezt a harom terlletet 6sszeadjuk, akkor éppen a teljes gérbe alatti terliletet kapjuk, ami a 100%-ot jelenti, igy hat
ez a terllet éppen 1.

A slrldségfuggveny tulajdonséagai:
o0
[ f(x)de=1

nem negativ

Megnézem a kapcsolddo epizédot

t.lim_ F(x)=0
2.lim,, F(z)=1
3. monoton nd

4. balrdl folytonos

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

1 [ f(z)de=1

2. nem negativ

Megnézem a kapcsolddod epizédot

P(X <a)=F(a)= [ f(x)dx
Pb<X)=1-F()= [, f(z) dz
P(a< X <b)=F(b) — F(a) = [ f(z) d

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Az X valosziniséai valiozé F'() eloszlésfiiggvényébsl ugy kapjuk meg az f() stiriségfiiggvényét, hogy az
F(z) eloszlasfuggvényt derivéljuk, azaz:

Fi(z) = f(2)

Ha az X valoszindséai valiozé f(x) strdségi fliggvényét ismerjik, és meg akarjuk adni azF'(x)
eloszlasfliggvényét, akkor azt pedig igy tehetjik:

F(z) = [7, f(t) dt

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Varhato érték és szoras

A vérhato ériék jele E(X).
Diszkrét esetben ugy kell kiszdmolni, hogy
E(X) = > XiP(X;)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A sz6ras azt mutatja meg, hogy avarhaté érték kérdl milyen nagy ingadozasra szamithatunk.
Jele: D(X))
Kiszamitasanak modja diszkrét esetben:

D(X) = vE(X?) - E*(X)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Folytonos valészin(iségi valtozok esetén a varhato érték:
o
E(X)= [T - f(z)dz

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Folytonos valészintiségi valiozé esetén a szérast ugyanugy kell szamolni, mint diszkrétvaloszinlséqi valtozo esetén:

D(X) = \/E(X?) ~ B¥(X)

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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A binomialis eloszlas és a hipergeometriai eloszlas

Ezt a képletet hivjuk binomialis eloszlasnak:
P=()-p-(1-py*

ahol 1 a kisérletek szama,

k a sikeres kisérletek szama,

P pedig a sikeres kisérlet valoszinlisége.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Visszatevéses mintavételr6l beszéllnk, ha egy p valdszinliségli elem t6bbszéri kihtizasanak esélyét vizsgaljuk ugy,
hogy ha kihGzunk egy ilyen elemet, akkor ezt kdvetéen azt visszarakjuk.

Példaul ha azt vizsgaljuk, hogy egy kosarban van 8 piros és 5 kék golyd, és mennyi a valdészinlsége, hogy haromszor
huzva két piros és egy kék golyét hiznank ugy, hogy a kihizott golyokat mindig visszatessziik, akkor az egy
visszatevéses mintavétel.

A visszatevées mintavételhez kapcsolddo eloszlas a binomidlis eloszlas.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A visszatevés nélkiili mintavétel tipikus példaja, hogy van egy doboz, benne N darab elem. Kdziiliik /X darab
valamilyen tulajdonsagu, az egyszer(iség kedvéért hivjuk selejtesnek. Mondjuk sarga vagy szép vagy ronda.
Kihdzunk 72 darab elemet, és ez a képlet meg fogja nekliink mondani, hogy mekkora az esélye, hogy kozilikk darab
a vizsgalt tulajdonsagu:

K\ (N-K
P(X _ k) — (k) (”-k)
(%)
De vannak olyan esetek, amikor a visszatevées nélkuli mintavételnél masik képletet kell hasznalnunk. Ezt a méasik

képletet binomialis eloszlasnak nevezzik, és olyankor hasznaljuk, amikor a selejtek szama helyett csak a selejtek
aranyat ismerjik.

Ez a binomialis eloszlas képlete:
P=()-p-Q-prt

ahol 1 a kisérletek szama,

k a sikeres kisérletek szama,
P pedig a sikeres kisérlet valészinlisége.

Es, hogy mi alapjan dontjik el, hogy a két képlet kdziil melyiket kell hasznalni? A dolog nagyon logikus, nézd meg a
kapcsolddo epizddot és minden vilagos lesz.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A hipergeometriai eloszlas a visszatevés nélkili mintavételhez kapcsol6dé eloszlas, képlete pedig:

P(X =k) = —<I’f)'(g:f)

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Nevezetes diszkrét és folytonos eloszlasok

A hipergeometriai eloszlas egy diszkrét eloszlas.

Ismert, hogy mennyi az dsszes elem és az dsszes selejt, vagyis IV, K ésn.

pix -y - 0D
()
A hipergeometriai eloszlas varhat6 értéke:
E(X)=nk
A hipergeometriai eloszlas szérasa:
_ K K\ N—
D(X) = \Jnk(1-£) 3=

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A binomialis eloszlas egy diszkrét eloszlas.

Csak valami %-os izé ismert, avarhatd érték, az atlag, az arany, a valészinliség, tovabba X korlatos diszkrét

valészinlséqi valtozé.
P(X=k)=()p" 1 —p*
A binomialis eloszlas varhato értéke:

E(X)=np

A binomialis eloszlas szérasa:
D(X) = y/np(1 - p)

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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A Poisson eloszlas egy diszkrét eloszlas, ahol el6re ismert a varhato érték, és avalészinlséqgi valtozé nem korlatos,
vagyis tetsz6leges barmilyen nagy érték is lehet.

Példaul valamilyen anyagban a hibak szama, vagy egy adott id6 alatt bekdvetkez6 események szama. APoisson
eloszlasos feladatokban altalaban valamilyen szazalék vagy arany vagy varhato érték vagy atlag vagy valészinlség
van megadva. Mondjuk egy kényvben az oldalak 80%-aban nincs hiba, vagy az 20 méter hosszu ruhaszdvetek
harmadaban nincs hiba, vagy egy lzletben 6ranként varhatdéan 13 vevd érkezik, vagy egy bankban percenként atlag
24 tranzakcio6 torténik, vagy 0,2 a valdszin(isége, hogy 10 perc alatt nem érkezik segélyhivas. Ezek mind Piosson
eloszlasok, ahol az X nem korlatos diszkrét valészin(iséqgi valtozo.

P(X=k)=2e?

!
A Poisson eloszlas varhat6 értéke:
E(X) =\
A Poisson eloszlas szbrasa:
D(X) = VX

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az exponencialis eloszlas egy folytonos eloszlas.

Eloszlasfuggvénye:

0 haz<0
F(z)= =
() {1—6_)"3 ha0 <z
Sdrlségfliggvénye:

)0 haz<0
f(x)_{)\em haO0< 2

Az exponencidlis eloszlas varhato értéke:

B(X) =1

Az exponencialis eloszlas szérasa:

D(X) =1

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Az egyenletes eloszlas egy folytonos eloszlas.

Eloszlasfliggvénye:

0 haz< A4
Fz)={ 4 haA<z<B

1 haB<z
Sdrliségfiiggvénye:

1
f(z) = {B—A hadA<xz<B
0 kalsnben

Az egyenletes eloszlas varhato értéke:

B(X) = 43

Az egyenletes eloszlas szérasa:

D(X) = %

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A normalis eloszlas egy folytonos eloszlas.

Eloszlasfiiggvénye:
_ z—p
F(z) =& (%)

Sdrlseégflggvénye:

- @w?

f@) = e 5

A normalis eloszlas varhato értéke:
EX)=p
A normalis eloszlas szérasa:

D(X)=0

Megnézem a kapcsolédo epizdédot
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Markov és Csebisev egyenlétlenségek

A Markov-egyenlétlenség egy nagyon egyszer( dolgot allit. Az, hogy az X valoszinliségi valtozé sokkal nagyobb
legyen a varhato értéknél nem tal valészin(:

P(X >t B(X))<1

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A Csebisev egyenlétlenség arrol szél, hogy a varhaté értéktdl vald eltérés nem lehet tdl nagy.

Ha ez az eltérés nagyobb, mint a szérést-szerese, akkor ennek a valészin(isége kicsi:

P(|X-E(X) [>t-D(X)) < 5

Ha az eltérés kisebb, mint a szorast-szerese, akkor ennek valdsziniisége nagy:

P(| X —B(X)|<t-D(X))>1-1

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Ha egy esemény bekdvetkezésének elméleti valdszinlisége p, akkor minél tébbszdr végezzik el a kisérletet, a
relativ gyakorisag és az elméleti valoszin(iség eltérése anndl kisebb lesz.

p(‘z p‘<6)21_p(1—2p) P(‘%_p’>e)<p(1_p)

n ne ne2

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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