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1. OLDAL

1. OLDAL



Mátrixok és vektorok

Egy nXk-as mátrix tulajdonképpen nem más, mint egy táblázat, aminek n darab sora és k darab oszlopa van.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy mátrixot egy számmal szorzunk, akkor a mátrix összes elemét meg kell szorozni a számmal.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy mátrixot osztunk egy számmal, akkor a mátrix minden elemét osztani kell a számmal.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két mátrix összeadásakor összeadjuk az ugyanazon pozícióban lévő elemeket. Két mátrixot csak akkor lehet
összeadni, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

pl.: 

A mátrixok összeadása kommutatív, azaz

És asszociatív, azaz

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két mátrix kivonásakor kivonjuk az ugyanazon pozícióban lévő elemeket. Két mátrixot csak akkor lehet kivonni
egymásból, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Két mátrix szorzata akkor létezik, ha a bal oldali mátrix oszlopainak száma megegyezik a jobb oldali mátrix sorainak
számával.

Ha az A mátrix m x n-es a B mátrix pedig n x k-s, akkor az eredménymátrix m x k-s lesz.

Az eredménymátrix i-edik sorának j-edik elemét úgy kapjuk, hogy a bal oldali mátrix i-edik sorát skalárisan szorozzuk
a jobb oldali mátrix j-edik oszlopával. (Tehát az első elemet az elsővel, a másodikat a másodikkal stb. szorozzuk,
majd összeadjuk)

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két mátrixot csak akkor adhatunk össze, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

A mátrix összeadás kommutatív:

És asszociatív:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A mátrixszorzás nem kommutatív, azaz:

De asszociatív, azaz:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A kvadratikus mátrix négyzetes mátrix vagyis ugyanannyi sora van, mint oszlopa.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A diagonális mátrix olyan kvadratikus mátrix, aminek a főátlóján kívüli elemek nullák.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az egységmátrix olyan mátrix, ami azt tudja, hogy bármely  mátrixra .

Az egységmátrixok olyan diagonális mátrixok, aminek minden főátló-eleme egy.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az inverz mátrix jele  és ez egy olyan mátrix, ami azt tudja, hogy

 (jobb inverz)

 (bal inverz)

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A transzponált a mátrix sorainak és oszlopainak felcserélése. Jele  vagy 

pl.:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Azokat a mátrixokat, melyek transzponáltjuk önmaga, szimmetrikus mátrixnak nevezzük.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Vektort egy számmal úgy szorzunk, hogy a vektor minden koordinátáját megszorozzuk a számmal.

Pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

 MATEKING.HU - GAZDASÁGI MATEK 2 KÉPLETGYŰJTEMÉNY

 MATEKING.HU - GAZDASÁGI MATEK 2 KÉPLETGYŰJTEMÉNY
4. OLDAL

4. OLDAL

https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/matrixok-es-vektorok/nehany-specialis-matrix
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/matrixok-es-vektorok/nehany-specialis-matrix
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/matrixok-es-vektorok/nehany-specialis-matrix
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/matrixok-es-vektorok/nehany-specialis-matrix
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/matrixok-es-vektorok/vektorok


Vektort egy számmal úgy osztunk, hogy a vektor minden koordinátáját leosztjuk a számmal.

Pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két vektort úgy adunk össze, hogy minden egyes koordinátájukat külön-külön össze adjuk.

Pl.: 

Tulajdonságok:

kommutatív: 

asszociatív: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két vektort úgy vonunk ki egymásból, hogy minden egyes koordinátájukat külön-külön kivonjuk egymásból.

Pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A skaláris szorzat két vektor közti művelet, ami csinál belőlük egy számot.

Pl.: 

Tulajdonságok:

kommutatív: 

nem asszociatív: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Két vektor diadikus szorzata egy mátrix. Lássuk milyen.

Pl.: 

Tulajdonságok:

nem kommutatív

nem asszociatív

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy mátrixot beszorzunk az  vektorral, akkor az szépen összeadja a mátrixunk soraiban lévő

elemeket.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy mátrixot beszorzunk az  vektorral, akkor az szépen összeadja a mátrixunk
oszlopaiban lévő elemeket.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy mátrixot megszorzunk jobbról egy  egységvektorral, akkor megkapjuk a mátrix i-edik oszlopát.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy mátrixot megszorzunk balról egy  egységvektorral, akkor megkapjuk a mátrix i-edik sorát.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Determináns, adjungált

Ha az  egy -es mátrix, akkor determinánsa

ahol  az oszlopindexek permutációi,  pedig ezen permutációk inverziószáma.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy 2x2-es mátrix determinánsa:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A 3x3-as mátrixok determinánsának kiszámolására van egy szabály, ami szarrusz szabály néven ismert. A szabály
lényege, hogy fogjuk a mátrixot és leírjuk saját maga mögé még egyszer, majd vesszük a főátlókat és a mellékátlókat,
így

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha az  egy nxn-es mátrix, akkor determinánsa

Itt  az  elemhez tartozó aldetermináns.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az  mátrix determinánsa nulla, ha

van csupa nulla sora
van két azonos sora
egyik sora a másik sor számszorosa
egyik sora más sorok lineáris kombinációja
mindez sor helyett oszlopra is elmondható

Determinánsok szorzási tétele:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Azokat a mátrixokat nevezzük szingulárisnak, amelyek determinánsa nulla.

Az  mátrix szinguláris:

Nem létezik  inverz mátrix
RANG<n
Az  mátrix oszlopvektoraiból álló vektorrendszer lineárisan összefüggő
Az  egyenletrendszernek vagy végtelen sok megoldása van vagy nincs megoldása
Az  homogén lineáris egyenletrendszernek végtelen sok megoldása van

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Azokat a mátrixokat nevezzük regulárisnak, amelyek determinánsa nem nulla.

Az  mátrix reguláris:

Létezik  inverz mátrix
RANG=n
Az  mátrix oszlopvektoraiból álló vektorrendszer lineárisan független
Az  egyenletrendszernek csak egy megoldása van
Az  homogén lineáris egyenletrendszernek csak egy megoldása van (a triviális megoldás)

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A Cramer szabály szerint az  egyenletrendszer megoldásai a következőképp állnak elő:

ahol  annak a mátrixnak a determinánsát jelenti, hogy az  mátrix k-adik oszlopát kicseréljük a  vektorral.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Itt egy 3x3-as mátrix.

Adjungáltja pedig ez lesz.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Itt egy 2x2-es mátrix.

Adjungáltja pedig ez lesz.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az adjungált egyik legnagyobb haszna, hogy segítségével meg tudunk alkotni egy képletet a négyzetes mátrixok
inverzére.

Itt is van:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az egyenletrendszerek megoldására is megalkothatunk egy új képletet az adjungált segítségével.

Legalábbis abban az esetben, hogyha az  nxn-es invertálható mátrix.

Az egyenletrendszer megoldását úgy kapjuk meg, hogy beszorzunk az  mátrix inverzével...

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az  elemek által generált Vandermonde-determináns első sorában  hatványai szerepelnek, aztán
a második sorában  hatványai jönnek, és így tovább.

A Vandermonde-determinánst ezzel az egyszerű képlettel ki tudjuk számolni:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Vektorterek, független és összefüggő vektorok

A  nem üres halmazt vektortérnek nevezzük a valós számok felett, ha a  halmazon értelmezve van egy
összeadás nevű művelet, úgy, hogy minden -beli  és  vektorhoz hozzárendelünk egy  vektort, ami
szintén eleme -nek.

1. Az összeadás kommutatív: bármely  -beli vektorra

2. Az összeadás asszociatív: bármely  -beli vektorra

3. Létezik nullelem: van olyan  -beli vektor, hogy bármely  -beli vektorra

4. Létezik ellentett: bármely   beli vektorra létezik olyan  -beli vektor, hogy

Értelmezve van egy skalárral való szorzás nevű művelet is úgy, hogy minden -beli  vektorhoz és bármely valós
számhoz hozzárendelünk egy  vektort, ami szintén -beli.

5. A skalárszoros asszociatív: bármely  -beli vektorra és  skalárra

6. A skalárszoros disztributív a vektorokra: bármely  -beli vektorra és  skalárra

7. A skalárszoros disztributív a skalárokra: bármely  -beli vektorra és  skalárra

8. Egységszeres: bármely  -beli vektorra és az 1 valós számra

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  vektorok lineárisan függetlenek, ha

csak úgy teljesül, ha minden 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A  vektorok lineárisan összefüggők, ha

úgy is teljesül, hogy van olyan 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy  vektortérben a  vektorok generátor-rendszert alkotnak, ha minden  vektor a 
vektortérben előáll  alakban.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  vektorok független rendszert alkotnak, ha

csak úgy teljesül, ha minden 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A bázis független generátorrendszer.

A bázis minden vektort egyértelműen előállít, míg -ben azok a generátor-rendszerek pedig, amelyek -nél több
vektorból állnak, minden vektort végtelensokféleképpen.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy vektorrendszer rangja a benne lévő független vektorok maximális száma. -ban a rang például maximum
három lehet.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  vektortérnek  altere, ha  és  maga is vektortér a -beli műveletekre.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A legfeljebb n-ed fokú polinomok vektorteret alkotnak az összeadás és a skalárral való szorzás műveletekre.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A , ,...  vektorok által generált altér ezen vektorok lineáris kombinációja.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy vektor akkor állítható egy vektorrendszerrel, ha előáll azon vektorok lineáris kombinációjaként.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Lineáris egyenletrendszerek, mátrixok rangja és inverze

Egy egyenletrendszer együtthatómátrixa az x-ek együtthatóiból álló mátrix.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A Gauss-elimináció egy lineáris egyenletrendszerek megoldására használt algoritmus.

Az elimináció lényege, hogy egyenletrendszerünket visszavezetjük vagy valamely háromszög- vagy átlós mátrix
alakra.

A Gauss-elimináció megengedett lépései:

Két sort (egyenletet) felcserélhetünk
Egy sort (egyenletet) nem nulla számmal szorozhatunk
Egyik sorhoz (egyenlethez) hozzáadhatjuk egy másik sor (egyenlet) nem nulla számsorosát

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az elemi bázistranszformáció (Szuper-Gauss) a lineáris egyenletrendszerek megoldásának egy algoritmikus módja.

1. lépés: a generáló elem választása

Csak x-es oszlopból és e-s sorból választhatunk generáló elemet, nullát nem választhatunk és lehetőleg 1-et vagy
mínusz 1-et érdemes.

2. lépés: a bázistranszformáció

A generáló elem sorát osztjuk a generáló elemmel, oszlopát elhagyjuk.

A többi elemből kivonjuk a generáló elem neki megfelelő sorában és oszlopában lévő számok szorzatát, osztva a
generálóelemmel.

3. lépés: megint generáló elem választás

Újra és újra végrehatjuk a bázistranszformációt, amíg az összes oszlop el nem tűnik

4. lépés: az utolsó transzformáció és a megoldás

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az elemi bázistranszformáció (Szuper-Gauss) a lineáris egyenletrendszerek megoldásának egy algoritmikus módja.

1. lépés: a generáló elem választása

Csak x-es oszlopból és e-s sorból választhatunk generáló elemet, nullát nem választhatunk és lehetőleg 1-et vagy
mínusz 1-et érdemes.

2. lépés: a bázistranszformáció

A generáló elem sorát osztjuk a generáló elemmel, oszlopát elhagyjuk.

A többi elemből kivonjuk a generáló elem neki megfelelő sorában és oszlopában lévő számok szorzatát, osztva a
generálóelemmel.

3. lépés: megint generáló elem választás

Újra és újra végrehatjuk a bázistranszformációt, amíg az összes oszlop el nem tűnik

4. lépés: az utolsó transzformáció és a megoldás

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy egyenletrendszernek több az ismeretlene, mint ahány egyenlete van, akkor az egyenletrendszernek nincs
egyértelmű megoldása.

Bázistranszformációval, ha maradnak -s sorok ahol már nem tudunk generáló elemet választani, olyankor mindig
végtelen sok megoldás van, vagy nincs megoldás.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy egyenletrendszerben két olyan egyenlet szerepel, ahol az ismeretlenek együtthatói megegyeznek, de más az
eredményük, akkor az ellentmondó egyenletrendszer, aminek nincs megoldása.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A bázistranszformáció során fent maradt x-ek úgynevezett szabadváltozók. A szabadságfok a szabadváltozók
száma, tehát ahány  fönt marad.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A Gauss-Jordan elimináció a Gauss-elimináció pro változata. A dolog lényege az, hogy nemcsak a vezéregyesek
alatt nullázzuk ki, hanem felettük is. Előnye, hogy így a megoldások az elimináció végeztével egyből leolvashatók.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy mátrix oszloprangja az oszlopvektorai közül kiválasztható független vektorok maximális száma.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy mátrix sorrangja a sorvektorai közül kiválasztható független vektorok maximális száma.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A mátrix rangja a mátrix Gauss elimináció során keletkezett vezéregyeseinek száma, amely megegyezik a mátrix
sorrangjával vagy oszlopvektorával

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy mátrixot teljes oszloprangúnak nevezünk, hogyha az oszlopvektorai lineárisan független rendszert alkotnak.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy mátrixot teljes sorrangúnak nevezünk, hogyha a sorvektorai lineárisan független rendszert alkotnak.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Bármely mátrixot fel lehet bontani két olyan mátrix szorzatára, amelyek közül az egyik teljes oszloprangú, a másik
pedig teljes sorrangú. Ezt bázisfelbontásnak hívják, és egy kiss Gauss-Jordan eliminációval tudjuk elkészíteni.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Négyzetes mátrixok inverzét a Gauss-elimináció segítségével úgy állíthatjuk elő, hogy megoldjuk az 
egyenletrendszert úgy, hogy a  helyére beírjuk az egységmátrixot. Az eliminációs lépéseket addig kell végezni, amíg
az egységmátrixot nem kapjuk az  helyén, a  helyén keletkezett mátrix pedig az  mátrix inverze lesz.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Négyzetes mátrixok inverzét a bázistranszformáció segítségével úgy állíthatjuk elő, hogy megoldjuk az 
egyenletrendszert úgy, hogy a  helyére beírjuk az egységmátrixot.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Négyzetes mátrixok inverzét a Gauss-Jordan elimináció segítségével úgy állíthatjuk elő, hogy megoldjuk az 
egyenletrendszert úgy, hogy a  helyére beírjuk az egységmátrixot.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az inverz kiszámolása rettentő egyszerű dolog. Mindössze annyit kell tennünk, hogy felírjuk a mátrixot a szokásos
táblázatba, és mellé írjuk az egységmátrixot. Ezek után jön a bázistranszformáció. Ha nem tudjuk mindegyik x-et
levinni, akkor nincs inverz. Ha mindet le tudjuk vinni, akkor van.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Legkisebb négyzetek módszere, legjobb lineáris közelítés

Gauss-féle normálegyenletek:

Ahol  a megfigyelések száma.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  egyenletrendszer optimális megoldásai megegyeznek az

egyenletrendszer megoldásaival.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy egyenletrendszernek nincs megoldása, akkor az optimális megoldás megadja a legjobb közelítést.

Az  egyenletrendszer optimális megoldásai megegyeznek az

egyenletrendszer megoldásaival.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  egyenletrendszer Gauss-féle normálegyenlete:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy  vektort nem csak merőlegesen vetíthetjük, hanem ferdén is. Viszont egyedül a merőleges vetítés rendelkezik a
legjobb közelítés tulajdonságával.

A  vektor legjobb közelítése a  altérben egy olyan  vektor, amire  minimális.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Lineáris leképezések

A  leképezést lineáris leképezésnek nevezzük, ha bármely  vektorokra és  számra teljesül,
hogy

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  lineáris leképezésnél -nek azt a részét, amely a leképezés során előáll, a leképezés képterének
nevezzük és -vel jelöljük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A nullvektorból minden lineáris leképezés nullvektort csinál, vagyis  képe mindig , de előfordulhat, hogy más -
beli vektorok képe is nullvektor lesz. Ezen vektorok halmazát nevezzük a leképezés magterének és -vel
jelöljük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A képtér és a magtér dimenziója összesen éppen kiadja  dimenzióját.

Ezt az összefüggést dimenziótételnek nevezzük:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Minden lineáris leképezést jellemezhetünk egy mátrixszal. Valójában mindegyiket végtelen sok mátrixszal
jellemezhetjük, ezek a mátrixok pedig úgy keletkeznek, hogy veszünk egy tetszőleges bázist -ben és a
bázisvektorok képeit egymás mellé írjuk.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  leképezésben minden vektor képét így kapjuk:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy leképezésnek pontosan akkor létezik inverze, ha a  mátrixnak létezik inverze, és az inverz leképezés
mátrixa:

 mátrixa 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A  leképezés mátrixa:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy nxn-es mátrixnak van n darab független sajátvektora, akkor létezik a mátrixnak egy úgynevezett diagonális
alakja.

A diagonális alak így néz ki:

a főatlóban vannak a sajátértékek és az összes többi elem nulla.

A diagonális alakot a következő módon állítjuk elő:

itt 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  lineáris leképezésnek a  bázisban felírt mátrixát úgy kapjuk meg, hogy a bázisvektorok képeit
egymás mellé írjuk:

Bármilyen bázist is választunk is -ben, a leképezés mátrixa mindig egy nxn-es mátrix lesz. Ha ennek a mátrixnak
van n darab független sajátvektora, akkor ezek a sajátvektorok szintén egy bázist alkotnak -ben, amit
sajátbázisnak nevezünk.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  lineáris leképezést másnéven homomorfizmusnak is nevezzük. Ezek a homomorfizmusok és azok
mátrixai maguk is egy vektorteret alkotnak, ezt a vektorteret -nek nevezzük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  és  olyan mátrixok, hogy létezik egy  mátrix úgy, hogy

akkor a két mátrix egymáshoz hasonló.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Maximális folyam, minimális vágás, Ford-Fulkerson algoritmus

Legyen  a -nek egy olyan részhalmaza, ami -t tartalmazza. Ekkor az -ből a -be vezető
éleket  vágásnak nevezzük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy  vágás kapacitása, a vágásban szereplő élek kapacitásainak összege.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A Ford-Fulkerson algoritmus egy olyan algoritmus, amit a maximális folyam megkeresésére használunk. Az
algoritmus lényege pedig az a javító gráf, amit az eredeti hálózat alapján készítünk el. A javító gráf megmutatja
nekünk, hogy milyen útvonalon tudjuk növelni a meglévő folyamot.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Legyen  egy irányított gráf és értelmezzünk a gráf élein egy  függvényt, ami minden élhez hozzárendeli
a  nem negatív számot, amit az él kapacitásának nevezünk.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Legyen  egy irányított gráf és értelmezzünk a gráf élein egy  függvényt, ami minden élhez hozzárendeli
a  nem negatív számot, amit az él kapacitásának nevezünk.

Van továbbá két kitüntetett pont a gráfban,  (source = forrás) és  (target = cél).

Ekkor a  egy hálózat.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A hálózatban folyamnak nevezünk egy olyan  függvényt, amire teljesül, hogy bármely  élre 
 és bármely -től és -től különböző  csúcsra:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy folyam értékének az

számot nevezzük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A Ford-Fulkerson tétel azt mondja ki, hogy egy hálózatban a maximális folyam mindig megegyezik a minimális
vágással.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Mindig létezik egy olyan út, ami csak azokon a pontokon halad át, ahol a tartalékidő nulla, és az út hossza
megegyezik a teljes folyamat hosszával. Ezt az utat kritikus útnak nevezzük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Sajátérték, sajátvektor, sajátfelbontás

Az  nxn-es mátrix sajátértéke egy olyan  valós szám, amelyhez van valami  nem nullvektor, hogy 

A sajátérték lényege, hogy vannak olyan mátrixok, és olyan vektorok, hogyha a mátrixot megszorozzuk a vektorral,
akkor az eredeti vektornak egy számszorosát kapjuk. Az egységmátrixpéldául ilyen: ha az egységmátrixszal
megszorzunk egy tetszőleges vektort, akkor ugyanazt a vektort kapjuk. Ilyenkor minden vektor sajátvektor és a
sajátérték 1, mert minden vektorból az 1-szerese lesz.

A sajátvektorok és sajátértékek egyik legfontosabb alkalmazása a geometriai transzformációk, amelyek szintén
mátrixokkal írhatók le. A síkbeli tükrözés az x tengelyre például egy geometriai transzformáció, aminek a mátrixa két
sajátértékkel rendelkezik. Az x tengelyen lévő vektorokkal a tükrözés hatására nem történik semmi. Ezek tehát saját
maguk 1-szeresei lesznek. Az y tengelyen lévő vektorok viszont az x tengelyre történő tükrözéskor "megfordulnak"
vagyis beszorzódnak -1-gyel. A tükrözés mátrixának tehát ezek lesznek a sajátértékei. Az 1 és a -1. Mindez sokkal
érthetőbb lesz, ha megnézed a kapcsolódó epizódot.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  nxn-es mátrix sajátvektora egy olyan  nem nullvektor, amelyhez van valami  valós szám, hogy 

A sajátvektor lényege, hogy vannak olyan mátrixok, és olyan vektorok, hogyha a mátrixot megszorozzuk a vektorral,
akkor az eredeti vektornak egy számszorosát kapjuk. A sajátvektorok és sajátértékek egyik legfontosabb alkalmazása
a geometriai transzformációk, amelyek szintén mátrixokkal írhatók le.

Vegyük például a síkbeli tükrözést az x tengelyre. Ez egy geometriai transzformáció. Az x tengelyen lévő vektorokkal
a tükrözés hatására nem történik semmi. Ezek tehát saját maguk 1-szeresei lesznek. Vagyis ezek a vektorok egytől
egyig sajátvektorok, mert teljesítik azt amit egy sajátvektornak tudnia kell: ha megszorozzuk a mátrixokt a vektorral,
akkor az eredeti vektor számszorosát kapjuk. Itt most éppen az eredeti vektor 1-szeresét kapjuk. Az y tengelyen lévő
vektorok szintén sajátvektorok, mert az x tengelyre történő tükrözéskor "megfordulnak" vagyis beszorzódnak -1-gyel.
Vagyis ezek a vektorok saját maguk -1-szeresei lesznek. A tükrözés mátrixának tehát ezek lesznek a sajátvektorai:
az x tengely és az y tengely vektorai. Az x tengelyen lévő sajátvektorokhoz tartozó sajátérték az 1, míg az y tengelyen
lévő sajátvektorokhoz tartozó sajátérték a -1. Mindez sokkal érthetőbb lesz, ha megnézed a kapcsolódó epizódot.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A karakterisztikus egyenlet a sajátértékek kiszámolásához szükséges egyenlet:

A karakterisztikus egyenlet segít nekünk kiszámolni egy mátrix sajátértékeit. A sajátértékeket úgy kapjuk, hogy a
karakterisztikus polinomot egyenlővé tesszük nullával. Így egy egyenletet kapunk, és ennek az egyenletnek a
megoldásai a sajátértékek. Az egyenletet karakterisztikus egyenletnek is szokás nevezni, és egyetlen bökkenő vele,
hogy egy nxn-es mátrix karakterisztikus egyenlete n-edfokú. Vagyis 2-nél és 3-nál még valahogyan meg tudjuk oldani
az egyenletet, de mondjuk egy 5x5-ös mátrixnál már ötödfokú egyenletet kapunk, amivel adódhatnak gondok.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A karakterisztikus polinom:

A karakterisztikus polinom segít nekünk kiszámolni egy mátrix sajátértékeit. A sajátértékeket úgy kapjuk, hogy a
karakterisztikus polinomot egyenlővé tesszük nullával. Így egy egyenletet kapunk, és ennek az egyenletnek a
megoldásai a sajátértékek. Vagyis a sajátértékek mindig a karakterisztikus polinom gyökei. Előfordul, hogy egy
sajátérték többszörös gyök, és az is megeshet, hogy komplex gyökei vannak a karakterisztikus polinomnak.

Azt az egyenletet, amikor a karakterisztikus polinomot egyenlővé tesszük nullával karakterisztikus egyenletnek is
szokás nevezni, és egyetlen bökkenő vele, hogy egy nxn-es mátrix karakterisztikus egyenlete n-edfokú. Vagyis 2-nél
és 3-nál még valahogyan meg tudjuk oldani az egyenletet, de mondjuk egy 5x5-ös mátrixnál már ötödfokú egyenletet
kapunk, amivel adódhatnak gondok.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy nxn-es mátrixnak van n darab független sajátvektora, akkor létezik a mátrixnak egy úgynevezett diagonális
alakja.

A diagonális alak így néz ki:

a főatlóban vannak a sajátértékek és az összes többi elem nulla.

A diagonális alakot a következő módon állítjuk elő:

itt 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Ha egy nxn-es mátrixnak van n darab független sajátvektora, akkor létezik a mátrixnak egy úgynevezett diagonális
alakja.

A diagonális alak így néz ki:

a főatlóban vannak a sajátértékek és az összes többi elem nulla.

A diagonális alakot a következő módon állítjuk elő:

itt 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy nxn-es mátrixnak van n darab független sajátvektora, akkor létezik a mátrixnak egy úgynevezett diagonális
alakja.

A diagonális alak így néz ki:

a főatlóban vannak a sajátértékek és az összes többi elem nulla.

A diagonális alakot a következő módon állítjuk elő:

itt 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Ha az  mátrix egy  x -es diagonalizálható mátrix, akkor a sajátfelbontása:

Itt  vagyis egyszerűen úgy keletkezi, hogy a sajátvektorokat fogjuk, és leírjuk egymás
mellé és

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A spektrálfelbontás segítségével könnyebben hatványozhatunk:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Síkbeli és térbeli leképezések és mátrixaik

Az x tengelyre tükrözés mátrixa:

Az y tengelyre tükrözés mátrixa:

Az y=x tengelyre tükrözés mátrixa:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az origón átmenő  normálvektorú egyenesre tükrözés mátrixa:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  szögű forgatás mátrixa:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az origóra való középpontos tükrözés egy 180°-os forgatásnak felel meg, így mátrixa:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

 MATEKING.HU - GAZDASÁGI MATEK 2 KÉPLETGYŰJTEMÉNY

 MATEKING.HU - GAZDASÁGI MATEK 2 KÉPLETGYŰJTEMÉNY
25. OLDAL

25. OLDAL

https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/sikbeli-es-terbeli-lekepezesek-es-matrixaik/tengelyes-tukrozes-es-a-tukrozes-matrixa
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/sikbeli-es-terbeli-lekepezesek-es-matrixaik/tengelyes-tukrozes-es-a-tukrozes-matrixa
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/sikbeli-es-terbeli-lekepezesek-es-matrixaik/forgatas-sikban-es-terben
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/sikbeli-es-terbeli-lekepezesek-es-matrixaik/forgatas-sikban-es-terben


Az  és  koordinátatengelyek síkjában történő Givens forgatás mátrixát úgy kapjuk, hogy arra a négy helyre ahol az
egységmátrix -edik és -edik sora és oszlopa metszi egymást beírjuk szépen az  szögű forgatás mátrixának
elemeit.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az origón átmenő síkokra való tükrözést Householder-tükrözésnek nevezzük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Hogyha egy origón átmenő sík normálvektora az  vektor, akkor az erre a síkra tükrözés mátrixa:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az x tengelyre merőleges vetítés mátrixa:

Az y tengelyre merőleges vetítés mátrixa:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az x tengelyre merőleges vetítés mátrixa:

Az y tengelyre merőleges vetítés mátrixa:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A  irányvektorú origón átmenő egyenesre történő merőleges vetítés mátrixa:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A projekció mátrixa:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Vektornorma, mátrixnorma, mátrixok kondíciószáma

A szokásos távolságképletet euklideszi-normának nevezzük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A norma nem más, mint a vektorok szokásos hosszának általánosítása.

A norma úgy működik, hogy minden vektorhoz hozzárendel egy valós számot. Az  vektor normájának a jele  és
ezt a három dolgot kell tudnia:

Bármely  vektorra 

Bármely  vektorra 

Bármely  és  vektorra 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy vektor p-normája ez:

Hogyha  éppen egy, akkor az 1-es normát kapjuk: 

Ha  értéke kettő, akkor az euklideszi-normát: 

Végül eljutunk az úgynevezett végtelen normáig: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A norma nem más, mint a vektorok szokásos hosszának általánosítása.

Az 1-es norma:

A dolog kettőnél nagyobb dimenzióra is működik:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A norma nem más, mint a vektorok szokásos hosszának általánosítása.

A 2-es norma:

A dolog kettőnél nagyobb dimenzióra is működik:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A norma nem más, mint a vektorok szokásos hosszának általánosítása.

A végtelen norma:

A dolog kettőnél nagyobb dimenzióra is működik:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A norma nem más, mint a vektorok szokásos hosszának általánosítása és ezt mátrixokra is alkalmazhatjuk a
következőképpen.

Oszlopnorma: 

Spektrálnorma: 

Sornorma: 

Frobenius-norma: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A norma nem más, mint a vektorok szokásos hosszának általánosítása és ezt mátrixokra is alkalmazhatjuk a
következőképpen.

Az 1-es norma vagy más néven oszlopnorma: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A norma nem más, mint a vektorok szokásos hosszának általánosítása és ezt mátrixokra is alkalmazhatjuk a
következőképpen.

A 2-es norma vagy spektrálnorma egy mátrixnorma.

Így kell kiszámítani: 

Itt a  azt jelenti, hogy ki kell számolni a spektrálsugarat, amihez a  mátrix sajátértékein vezet az út.

Egy mátrix spektrálsugara a sajátértékek abszolútértékei közül a legnagyobb.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A norma nem más, mint a vektorok szokásos hosszának általánosítása és ezt mátrixokra is alkalmazhatjuk a
következőképpen.

A végtelen norma vagy sornorma: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A norma nem más, mint a vektorok szokásos hosszának általánosítása és ezt mátrixokra is alkalmazhatjuk a
következőképpen.

A Frobenius-norma: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A spektrálnorma egy mátrixnorma.

Így kell kiszámítani: 

Itt a  azt jelenti, hogy ki kell számolni a spektrálsugarat, amihez a  mátrix sajátértékein vezet az út.

Egy mátrix spektrálsugara a sajátértékek abszolútértékei közül a legnagyobb.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  mátrix kondíciószáma: 

A kondíciószám természetesen normafüggő.

A mátrixok kondíciószámára nagy szükség van például lineáris egyenletrendszerek megoldásának hibabecslésénél.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Vektorok, egyenesek és síkok egyenletei

A vektor egy irányított szakasz.

Jelölése: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt két vektor: , 

A két vektor összege:

A két vektor különbsége:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt az  és  vektor.

Az  vektor hossza:

Az  vektor hossza:

És pont ugyanígy kapjuk meg az  és  pontok távolságát is.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két pont közti vektor a végpontba mutató helyvektor minusz a kezdőpontba mutató helyvektor.

Tehát 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Van itt két vektor: , .

Az  és  vektorok skaláris szorzata:

ahol  a két vektor által bezárt szög

, vagyis az  vektor hossza

, vagyis a  vektor hossza

Két vektor merőleges egymásra, ha .

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt az  vektor.

Az  +90°-os elforgatottja:

Az  -90°-os elforgatottja:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két vektor skaláris szorzatát kiszámolhatjuk így:

ahol  a két vektor által bezárt szög,

, vagyis az  vektor hossza

, vagyis az  vektor hossza

Illetve kiszámolhatjuk így is:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két vektor merőleges egymásra, ha skaláris szorzatuk 0, azaz ha .

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Van itt két vektor:  és 

A két vektor vektoriális szorzata:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  és  vektorok vektoriális szorzata az  vektor, ami merőleges az  és  vektorok által kifeszített síkra, és

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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