MATEKING.HU

Képletgylijtemény

GAZDASAGI MATEK 2 tantargy

Kiadas datuma: 2026. 04. 14.



1. OLDAL

Tartalomjegyzék
MALFIXOK €S VEKEOTOK. ... iiittiieiiiii ettt e e e e e et e e e et e e e e et e e e e et a e 2
Determindns, adjUNGAIE.........uuiiiiii e 7
Vektorterek, fliggetlen és 6s5zefliggl VEKLOIOK.......c.uvviiuiiiiiiiiiiiiici e 11
Linearis egyenletrendszerek, matrixok rangja és invVerze..........ccoccoveviiiiiiiiie e, 13
Legkisebb négyzetek mddszere, legjobb linedris KOzelités..........cooevveiiiiiiiiiiiiiiieee, 16
LINEANIS [EKEPEZESEK......u i e 17
Maximalis folyam, minimalis vagas, Ford-Fulkerson algoritmus............cccc.coooiviiiiininnns 19
Sajatérték, sajatvektor, sajatfelbontas........cvii i 21
Sikbeli és térbeli leképezések s MALFIXaiK.......ocviviiiiiiiiiii 25
Vektornorma, matrixnorma, matrixok kondicidoszama...........ccoeviiiiiiiiiiniiiiiineen 28
Vektorok, egyenesek és sikok egyenletei.......cccoviiiiiiiiiiiiiiii i 31

1. OLDAL



2. OLDAL
&3 MATEKING.HU - GAZDASAGI MATEK 2 KEPLETGYUJTEMENY

Matrixok és vektorok

Egy nXk-as matrix tulajdonképpen nem mas, mint egy tablazat, aminek n darab sora és k darab oszlopa van.

pI.:A: (2 3 1)
5 1 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy matrixot egy szammal szorzunk, akkor amatrix 6sszes elemét meg kell szorozni a szammal.

5 7 -2 15 21 -6
pl.:3- =
2 2 1 6 6 3

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha egy matrixot osztunk egy szammal, akkor amatrix minden elemét osztani kell a szammal.

L) (20
3 1 1 5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két matrix 6sszeadasakor 6sszeadjuk az ugyanazon pozicidban lév8 elemeket. Két matrixot csak akkor lehet
6sszeadni, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

2 4 7 17 -2 3 11 5
p":(1 5 3)+(4 2 1):<5 7 4)
A matrixok 6sszeaddsa kommutativ, azaz
A+B=B+A4
Es asszociativ, azaz
(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két matrix kivonasakor kivonjuk az ugyanazon poziciéban l1évé elemeket. Két matrixot csak akkor lehet kivonni
egymasbdl, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

(2a T\ (17 2\_(1 -39
P“\1 5 3 42 1) =3 3 2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Két matrix szorzata akkor Iétezik, ha a bal oldalimatrix oszlopainak szdma megegyezik a jobb oldalimatrix sorainak
szamaval.

Ha az A matrix m x n-es a Bmairix pedig n x k-s, akkor az eredménymatrix m x k-s lesz.

Az eredménymatrix i-edik sordnak j-edik elemét ugy kapjuk, hogy a bal oldalimatrix i-edik sorat skalarisan szorozzuk
a jobb oldali mairix j-edik oszlopaval. (Tehat az els elemet az elsvel, a masodikat a masodikkal stb. szorozzuk,
majd 6sszeadjuk)

(3 4\ (2 4 T\_(10 32 33
P\1 5 15 3/ \7 20 22

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Két méatrixot csak akkor adhatunk éssze, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.
A matrix 6sszeadas kommutativ:

A+B=B+A

Es asszociativ:

(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A matrixszorzas nem kommutativ, azaz:
A-B£B-A

De asszociativ, azaz:
(A-B)-C=A-(B-C)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kvadratikus matrix négyzetes matrix vagyis ugyanannyi sora van, mint oszlopa.

2 3 5
pl:l1 4 1
2 1 1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A diagonalis matrix olyan kvadratikus matrix, aminek a f§atléjan kivili elemek nullak.

2 00
p: {0 4 0
0 0 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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Az egységmatrix olyan matrix, ami azt tudja, hogy barmely A matrixra A - I = A.

Az egységmatrixok olyan diagonalis matrixok, aminek minden f6atlé-eleme egy.

10
l: Iyp9 =
ot (10)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az inverz matrix jele A lesez egy olyan matrix, ami azt tudja, hogy

A- A1 =T (jobb inverz)
A1. A= (palinverz)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A transzpondlt a matrix sorainak és oszlopainak felcserélése. Jele AT vagy A*

pl.:
2 3 5 2 1 2
A=1|1 4 1 |=4T=|3 4 5
2 5 7 5 1 7

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a matrixokat, melyek transzponaltjuk dnmaga, szimmetrikus matrixnak nevezzik.

5 1 7 5 1 7
p:A=11 4 2|=AT=|1 4 2
7 2 6 7 2 6

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Vektort egy szammal Ugy szorzunk, hogy a vektor minden koordinatajat megszorozzuk a szammal.

1 3
P:3-1 3] =1 9
5 15

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Vektort egy szammal gy osztunk, hogy a vektor minden koordinatajat leosztjuk a szammal.
3
6 1

. 15 —

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két vektort Ugy adunk 6ssze, hogy minden egyes koordinatajukat kiilén-kiilén 6ssze adjuk.

2 4 6
PL.: 4 +12]=16
-1 7 6

Tulajdonségok:
kommutativ:a +b =b +a
asszociativ: (a +b) +c=a+ (b+¢)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két vektort Ugy vonunk ki egymasbol, hogy minden egyes koordinatajukat kiildn-kilén kivonjuk egymasbdl.

2 4 -2
PI.: 4 12| = 2
-1 7 —8

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A skalaris szorzat két vektor kdzti mlvelet, ami csinal bel8lik egy szamot.

3 4
P..a= [ 2 b=11
) 2

a’ - b=3-44+2-14+5-2=24
Tulajdonséagok:

T.a

S

kommutativ: QT . Q =

nem asszociativ: (a - ) T c#al- (QT . g)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Két vektor diadikus szorzata egy matrix. Lassuk milyen.

3 4
Pl..a = | 2 b=11
5 2
12 3 6
a-b"=18 2 4)
20 5 10

Tulajdonséagok:
nem kommutativ
nem asszociativ

Megnézem a kapcsolodoé epizédot

1
1

Ha egy matrixot beszorzunk az l = .| vektorral, akkor az szépen 6sszeadja a matrixunk soraiban 1év6
1

elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy matrixot beszorzunk ale = ( 1 1 ... 1 ) vektorral, akkor az szépen dsszeadja a matrixunk
oszlopaiban 1év6 elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy matrixot megszorzunk jobbrél egy €, egységvektorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik oszlopat.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ha egy matrixot megszorzunk balrél egy €, egységvekiorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik sorat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Determinans, adjungalt

Ha az A egy n & n-es matrix, akkor determinansa

— I n
det(A) =3, (—1)'®) - T, ayg)
ahol p az oszlopindexek permutacioi, I(p) pedig ezen permutaciék inverziészdma.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy 2x2-es matrix determinansa:

A:(“ Z) det(A)=det<a Z)za-d—b-c

C C

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A 3x3-as matrixok determinansanak kiszamolasara van egy szabaly, ami szarrusz szabaly néven ismert. A szabaly
lényege, hogy fogjuk a matrixot és leirjuk sajat maga mégé még egyszer, majd vesszlk a f6atlékat és a mellékatiokat,
igy

det(A) = —ay3a9a3; — a11a93a37 — G12091 33 + Q11092033 + Q1209331 + Q1302 Q39

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Haaz A egy nxn-es matrix, akkor determinansa

aii aio .o aip

a a cee @
A= 21 22 2n

Anp1 Ap2 oo Qpp

det(A) = Z?Zl(—l)”jaij - det(A4;5)
Itt det(A;;) az a;; elemhez tartozo aldeterminans.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az A matrix determinansa nulla, ha

® van csupa nulla sora

® van két azonos sora

® egyik sora a méasik sor szdmszorosa

® egyik sora mas sorok linedris kombin&cidja
® mindez sor helyett oszlopra is elmondhat6

Determinansok szorzasi tétele:
det(A - B) = det(A) - det(B)
det(A*) = det(A)*

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Azokat a matrixokat nevezzik szingulérisnak, amelyek determindnsa nulla.

Az A matrix szingularis:

det(A) =0
Nem létezik A1 inverz matrix
RANG<n

Az A matrix oszlopvektoraibdl allé vektorrendszer linearisan 6sszefliggd
Az A - T = Q egyenletrendszernek vagy végtelen sok megoldasa van vagy nincs megoldasa
Az A- = 0 homogén lineéris egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Azokat a matrixokat nevezzik regularisnak, amelyek determinansa nem nulla.

Az A matrix regularis:

det(A) #0
Létezik A1 inverz matrix

RANG=n

Az A matrix oszlopvektoraibdl allé vektorrendszer linearisan fliggetlen

Az A - = b egyenletrendszernek csak egy megoldéasa van

Az A - T = Q homogén lineéris egyenletrendszernek csak egy megoldasa van (a trivialis megoldas)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Cramer szabaly szerintaz A - T = Q egyenletrendszer megoldésai a kdvetkez6képp alinak eld:

_ det(A)
T = det(ff)

ahol det(Ak) annak a matrixnak a determinénsat jelenti, hogy az A matrix k-adik oszlopat kicseréljik aQ vektorral.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Itt egy 3x3-as matrix.
G11 G2 Qa3
A= Gg1 Qg2 Qg3
a3y a3z ass

Adjungaltja pedig ez lesz.

T
(—|—det (022 X] ) —det a1 Qg3 ) + det <a21 a2 ) \
a

32 (a33 az; as3 asz;r a3

. a a a a a a
adj(A) = | —det 12 ™3 +det "1 13 —det [ 11 12
aza Aags ag; ass az; ass

P N
S

a1 013) + det
Gg1 Q23

a1 a12)
G20 }

K—Fdet (a12 413 ) —det
G G23

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Itt egy 2x2-es matrix.

A= (%1 Q12
as a2

Adjungaltja pedig ez lesz.

i) = (22 )

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az adjungalt egyik legnagyobb haszna, hogy segitségével meg tudunk alkotni egy képletet a négyzetesmatrixok
inverzére.

Itt is van:

_1 __ adj(4)
A = det (4)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az egyenletrendszerek megoldasara is megalkothatunk egy Uj képletet az adjungalt segitségével.
A-z=b
Legalabbis abban az esetben, hogyha az A nxn-es invertalhaté matrix.

Az egyenletrendszer megoldasat gy kapjuk meg, hogy beszorzunk az A matrix inverzével...

@Zm'adj(A)'Q

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az Ly,Z9,...,T, elemek altal generdlt Vandermonde-determinans elsé soraban & hatvanyai szerepelnek, aztan
a masodik soraban Iy hatvanyai jdnnek, és igy tovabb.

A Vandermonde-determinanst ezzel az egyszer( képlettel ki tudjuk szamolni:

2 n—1
1 =z ]
2 n—1
1 =z T
V(zy,zo,.-.,T,) =det | 1 T3 J:% :Eg_l = Hj<i($i —zj)
2 -1
1 =z, = ... x}

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Vektorterek, fliggetlen és dsszefliggd vektorok

AV nem res halmazt vektortérnek nevezzik a valés szamok felett, ha aV” halmazon értelmezve van egy
O0sszeadas nevd miivelet, agy, hogy minden V-beli v, és U, vektorhoz hozzérendellink egy ¥ + V4 vektort, ami
szintén eleme V-nek.

1. Az 8sszeadas kommutativ: barmely v, vy V-beli vektorra

Ut =0 +7

2. Az bsszeadas asszociativ: barmely V;, Vg, Vs V -beli vektorra

(v + ;) +v3 =20, + (v +v3)

3. Létezik nullelem: van onanQ V -beli vektor, hogy barmely v V-beli vektorra

v +0=0+v, =2,

4. Letezik ellentett: barmely U4 V beli vektorra létezik olyan —v4 V -beli vektor, hogy
v+ (—v) = —v;+ v, =0

Ertelmezve van egy skalarral valé szorzas nev( mivelet is Gigy, hogy mindenV -beli v, vektorhoz és barmely valos
szamhoz hozzarendeliink egy A- U vektort, ami szintén V -peli.

5. A skalarszoros asszociativ: barmely v, V-beli vektorra és A,  skalarra

(A-p) -0y =A- (1)

6. A skalarszoros disztributiv a vektorokra: barmely V4, U, V -beli vektorra és A skalarra
AU+ 22) = A v Ay

7. A skalarszoros disztributiv a skalarokra: barmelyv; V-beli vektorra és A, 4 skalarra
A+p)-v=Av+p-y

8. Egységszeres: barmely U V-beli vektorra és az 1 valos szamra

l-v, =v,

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Av,V9,V3,...,0, vekiorok linearisan fuggetlenek, ha
A .21_|_)\2 'Q2+>\3 '23+°'°+)\n'2n29
csak tgy teljestl, ha minden A; = 0

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Av,V9,V3,...,0, vekiorok linearisan 6sszefliggdk, ha
)\1 .21_|_)\2 .22+)\3 '23+"°+)\n'2n29
tgy is teljestl, hogy van olyan A; # 0

Megnézem a kapcsolédo epizdédot

Egy V vektortérben avq,v9,03,...,0, vekiorok generator-rendszert alkotnak, ha minden W vektor a |4
vektortérben el6all w = Ay - v; + Ay Uy + A3 - U3 + -+ -+ A, - v, alakban.

Megnézem a kapcsolédo epizdédot

AvV{,v9,03,...,0, vekiorok fliggetlen rendszert alkotnak, ha
Aoyt Ay vy dg v A0, =0
csak tgy teljestl, ha minden A; = 0

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A bazis fliggetlen generatorrendszer.

A bazis minden vektort egyértelmien elsallit, mig /2% -ben azok a generator-rendszerek pedig, amelyek 72-nél tébb
vektorbdl dlinak, minden vektort végtelensokféleképpen.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy vektorrendszer rangja a benne I1évé fliggetlenvekiorok maximalis szama. R3-bana rang példaul maximum
harom lehet.

Megnézem a kapcsolédo epizédot

A V vektortérnek W altere, haW C V és W maga is vektortér a V-beli miiveletekre.

Megnézem a kapcsolédo epizdédot

A legfeljebb n-ed foku polinomok vektorteret alkotnak az 6sszeadéas és a skalarral val6 szorzas miveletekre.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A V1, V9,...U vekiorok altal generdlt altér ezen vektorok linedris kombinacidja.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy vektor akkor allithatd egy vektorrendszerrel, ha el6all azonvektorok linearis kombinacidjaként.

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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Linearis egyenletrendszerek, matrixok rangja és inverze

Egy egyenletrendszer egyUtthatomatrixa az x-ek egyutthatéibdl allé matrix.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A Gauss-eliminacié egy linearis egyenletrendszerek megoldasara hasznalt algoritmus.

Az elimin&cié Iényege, hogy egyenletrendszeriinket visszavezetjik vagy valamely haromszdg- vagy atlésmatrix
alakra.

A Gauss-eliminacié megengedett 1épései:

e Két sort (egyenletet) felcserélhetiink
e Egy sort (egyenletet) nem nulla szdmmal szorozhatunk
® FEgyik sorhoz (egyenlethez) hozzdadhatjuk egy masik sor (egyenlet) nem nulla szamsorosat

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az elemi bazistranszformacié (Szuper-Gauss) a lineéris egyenletrendszerek megoldasanak egy algoritmikus maédija.
1. lépés: a general6 elem valasztasa

Csak x-es oszlopbdl és e-s sorbdl valaszthatunk general6 elemet, nullat nem valaszthatunk és lehetbleg 1-et vagy
minusz 1-et érdemes.

2. 1épés: a bazistranszformacio
A general6 elem sorat osztjuk a general6é elemmel, oszlopat elhagyjuk.

A tébbi elembdl kivonjuk a generalé elem neki megfelel sordban és oszlopaban Iévé szamok szorzatat, osztva a
generaléelemmel.

3. 1épés: megint general6 elem valasztas
Ujra és tjra végrehatjuk a bazistranszforméaciét, amig az 6sszes oszlop el nem téinik
4. |épés: az utolso transzformécid és a megoldas

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Az elemi bazistranszformacié (Szuper-Gauss) a linearis egyenletrendszerek megoldasanak egy algoritmikus maédija.
1. lépés: a general6 elem véalasztasa

Csak x-es oszlopbdl és e-s sorbdl valaszthatunk general6 elemet, nullat nem valaszthatunk és lehetbleg 1-et vagy
minusz 1-et érdemes.

2. lépés: a bazistranszformacio
A general6 elem sorat osztjuk a general6é elemmel, oszlopat elhagyjuk.

A tébbi elembdl kivonjuk a generalé elem neki megfelel sordban és oszlopaban Iévé szamok szorzatat, osztva a
generaléelemmel.

3. |épés: megint generald elem vélasztas
Ujra és tjra végrehatjuk a bazistranszforméaciét, amig az dsszes oszlop el nem tdinik
4. |épés: az utolso transzformécid és a megoldas

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy egyenletrendszernek tébb az ismeretlene, mint ahany egyenlete van, akkor az egyenletrendszernek nincs
egyértelml megoldasa.

Bazistranszformacioval, ha maradnak €-s sorok ahol mar nem tudunk generalo elemet valasztani, olyankor mindig
végtelen sok megoldas van, vagy nincs megoldas.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy egyenletrendszerben két olyan egyenlet szerepel, ahol az ismeretlenek egyiitthatéi megegyeznek, de mas az
eredményik, akkor az ellentmondé egyenletrendszer, aminek nincs megoldasa.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

A bazistranszformacié soran fent maradt x-ek Ugynevezett szabadvaltozok. A szabadsagfok a szabadvaltozék
szama, tehat ahany x; fént marad.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A Gauss-Jordan eliminaci6é a Gauss-eliminacio pro valtozata. A dolog Iényege az, hogy nemcsak a vezéregyesek
alatt nullazzuk ki, hanem felettlk is. El6nye, hogy igy a megoldasok az eliminacié végeztével egybdl leolvashatok.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy matrix oszloprangja az oszlopvektorai kbzil kivalaszthaté flggetlenvekiorok maximalis szama.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy matrix sorrangja a sorvektorai kdzUl kivalaszthaté fliggetlenvekiorok maximalis szama.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A matrix rangja amatrix Gauss eliminacié soran keletkezett vezéregyeseinek szadma, amely megegyezik amatrix
sorrangjaval vagy oszlopvektoraval

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy métrixot teljes oszloprangunak nevezlink, hogyha az oszlopvektorai linearisan fliggetlen rendszert alkotnak.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy maétrixot teljes sorrangunak neveziink, hogyha a sorvektorai linearisan fliggetlen rendszert alkotnak.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Bérmely métrixot fel lehet bontani két olyanmatrix szorzatara, amelyek k6zll az egyik teljes oszloprangu, a masik
pedig teljes sorrangu. Ezt bazisfelbontasnak hivjak, és egy kiss Gauss-Jordan eliminaciéval tudjuk elkésziteni.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a Gauss-eliminacio segitségével tgy allithatjuk els, hogy megoldjuk az Az = b
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot. Az eliminacids lIépéseket addig kell végezni, amig
az egységmatrixot nem kapjuk az A helyén, a b helyén keletkezett matrix pedig az A matrix inverze lesz.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a bazistranszformacio segitségével ugy allithatjuk el6, hogy megoldjuk azAx =10
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a Gauss-Jordan eliminacio segitségével gy allithatjuk el6, hogy megoldjuk azAx = b
egyenletrendszert agy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az inverz kiszamolasa rettent6 egyszer( dolog. Minddssze annyit kell tenniink, hogy felirjuk a matrixot a szokasos
tablazatba, és mellé irjuk az egységmatrixot. Ezek utan jon a bazistranszformacié. Ha nem tudjuk mindegyik x-et
levinni, akkor nincs inverz. Ha mindet le tudjuk vinni, akkor van.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Legkisebb négyzetek mdédszere, legjobb linearis kdzelités

Gauss-féle normalegyenletek:
n-by+bi-d T =y
by-a?+by- Y x = Ty
Ahol 1 a megfigyelések szama.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az Az = b egyenletrendszer optimalis megoldasai megegyeznek az
AT A.z=AT.b
egyenletrendszer megoldasaival.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy egyenletrendszernek nincs megoldasa, akkor az optimalis megoldas megadja a legjobb kdzelitést.
Az Az = b egyenletrendszer optimalis megoldasai megegyeznek az

AT Az = AT b

egyenletrendszer megoldasaival.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az Ax = b egyenletrendszer Gauss-féle normalegyenlete:
AT . Az = AT b

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy Q vektort nem csak mer6legesen vetithetjik, hanem ferdén is. Viszont egyediil a mer8leges vetités rendelkezik a
legjobb kdzelités tulajdonsagaval.

A b vektor legjobb kézelitése a W altérben egy olyan b’ vektor, amire [b — b'| minimaiis.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Linearis leképezések

A @ leképezest linearis leképezéesnek nevezzik, ha barmelyv,, vy € V1 vektorokra és A € R szamra teljesdl,
hogy

P(v; +v9) = @(v;) + p(vy)
p(A-v) =A-p(v)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A V] — V; linearis leképezésnél V5 -nek azt a részét, amely a leképezés soran el6all, a leképezés képterének
nevezzilk és Im-vel jeldljik.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A nullvektorbdl minden linearis leképezés nullvektort csinal, vagyisQ képe mindig Q de el6fordulhat, hogy mésVl-
beli vekiorok képe is nullvektor lesz. Ezenvektorok halmazat nevezzik a leképezés magterének és Kergo-vel
jeldljik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A képtér és a magtér dimenzidja 6sszesen éppen kiadjaV1 dimenzidjat.
Ezt az dsszefliggést dimenzidtételnek nevezziik:
dim(Keryp) + dim(Imyp) = dim(V])

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Minden linearis leképezést jellemezhetiink egy matrixszal. Valéjaban mindegyiket végtelen sok matrixszal
jellemezhetjlik, ezek a matrixok pedig ugy keletkeznek, hogy vesziink egy tetsz6leges bézistVl-ben ésa
béazisvekiorok képeit egymas mellé irjuk.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A @ leképezésben minden vektor képét igy kapjuk:

p(v) = (P -v

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy leképezésnek pontosan akkor létezik inverze, ha a (So)b matrixnak létezik inverze, és az inverz leképezés
matrixa:

@~ matrixa (@), !

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A @ O L leképezés matrixa:

(o= () (1)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Ha egy nxn-es matrixnak van n darab fliggetlen sajatvektora, akkor létezik a métrixnak egy ugynevezett diagonalis
alakja.

A diagondlis alak igy néz ki:

N O ... 0
ding(4) — 0 X ... 0
0 0 ... \

a f6atléban vannak a sajatértékek és az 6sszes tébbi elem nulla.
A diagonalis alakot a kdvetkezd médon allitjuk elé:

diag(A) =X 1-4-X

tX=(v; vy ...v,)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A @ linearis leképezésnek an QQ e Qn bazisban felirt matrixat agy kapjuk meg, hogy a bazis/ektorok képeit
egymas mellé irjuk:

(©)o = ((b1) (by) ¢(b3) .. ¥(by,))

Barmilyen bazist is valasztunk is Vl-ben, a leképezés matrixa mindig egy nxn-esmatrix lesz. Ha ennek a matrixnak
van n darab flggetlen sajatvektora, akkor ezek a sajatvekiorok szintén egy bazist alkotnak Vl-ben, amit
sajatbazisnak nevezink.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

AV} — V, lineéaris leképezést masnéven homomorfizmusnak is nevezziik. Ezek a homomorfizmusok és azok
matrixai maguk is egy vektorteret alkotnak, ezt a vektorteret I-Iom(V1 , V2 )-nek nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha A és B olyan matrixok, hogy létezik egy C matrix ugy, hogy
A=C1.B-C
akkor a két matrix egyméashoz hasonlé.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Maximalis folyam, minimalis vagas, Ford-Fulkerson algoritmus

Legyen X a V' (G)-nek egy olyan részhaimaza, ami S-t tartalmazza. Ekkor az X-b8l a V' (G) — X -be vezets
éleket (S, T") vagasnak nevezziik.

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Egy (S y T) vagas kapacitdsa, a vagasban szerepld élek kapacitasainak 6sszege.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

A Ford-Fulkerson algoritmus egy olyan algoritmus, amit a maximalis folyam megkeresésére hasznalunk. Az
algoritmus Iényege pedig az a javit6 graf, amit az eredeti hal6zat alapjan készitiink el. A javitd graf megmutatja
nekink, hogy milyen atvonalon tudjuk névelni a meglévé folyamot.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Legyen Gegy iranyitott graf és értelmezziink a graf élein egy ' — REI)— figgvényt, ami minden élhez hozzarendeli
a c(€e) nem negativ szamot, amit az é| kapacitasanak neveziink.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Legyen Gegy iranyitott graf és értelmezziink a graf élein egy /' — RS' flggvényt, ami minden élhez hozzarendeli
a c(e) nem negativ szamot, amit az él kapacitasanak nevezink.

Van tovabba két kitlintetett pont a grafoan, S (source = forras) ésT’ (target = cél).
Ekkora (G, S, T, c) egy halézat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A hal6zatban folyamnak neveziink egy olyan f(e) E— Rar flggveényt, amire teljesil, hogy barmely € élre
0 < f(e) < c(e) és barmely T-t61 és S-t6 kiilénbdz6 V csticsra:

ZVbe f(e) - ZVki f(e) =0

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy folyam értékének az
my =2 o F(€) =D g f(€)
szamot nevezzik.

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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A Ford-Fulkerson tétel azt mondja ki, hogy egy hal6zatban a maximdlis folyam mindig megegyezik a minimalis
vagassal.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Mindig Iétezik egy olyan ut, ami csak azokon a pontokon halad at, ahol a tartalékidd nulla, és az Ut hossza
megegyezik a teljes folyamat hosszaval. Ezt az utat kritikus Utnak nevezzulk.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Sajatérték, sajatvektor, sajatfelbontas

Az A nxn-es matrix sajatértéke egy olyan A valés szam, amelyhez van valamiv nem nullvektor, hogy A- V= A- v

A sajatérték Iényege, hogy vannak olyan matrixok, és olyan vekiorok, hogyha a matrixot megszorozzuk a vektorral,
akkor az eredeti vektornak egy szamszorosat kapjuk. Az egységmatrixpéldaul ilyen: ha az egységmatrixszal
megszorzunk egy tetszéleges vektort, akkor ugyanazt a vektort kapjuk. llyenkor minden vektor sajatvektor és a
sajatérték 1, mert minden vektorbdl az 1-szerese lesz.

A sajatvektorok és sajatértékek egyik legfontosabb alkalmazésa a geometriai transzformaciok, amelyek szintén
matrixokkal irhatok le. A sikbeli tikr6zés az x tengelyre példaul egy geometriai transzformacio, aminek a matrixa két
sajatértékkel rendelkezik. Az x tengelyen lévd vektorokkal a tiikr6zés hatasara nem toérténik semmi. Ezek tehat sajat
maguk 1-szeresei lesznek. Az y tengelyen 1év6 vekiorok viszont az x tengelyre torténd tiikrdzéskor "megfordulnak”
vagyis beszorzddnak -1-gyel. A tikr6zés matrixanak tehat ezek lesznek a sajatértékei. Az 1 és a -1. Mindez sokkal
érthetdbb lesz, ha megnézed a kapcsolddoé epizédot.

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Az A nxn-es matrix sajatvektora egy olyan ¥ nem nullvektor, amelyhez van valami A valés szam, hogy

Av=Xv

A sajatvektor Iényege, hogy vannak olyan matrixok, és olyan vekiorok, hogyha a matrixot megszorozzuk a vektorral,
akkor az eredeti vektornak egy szamszorosat kapjuk. A sajatvekiorok és sajatértékek egyik legfontosabb alkalmazasa
a geometriai transzformaciok, amelyek szintén matrixokkal irhatok le.

Vegylk példaul a sikbeli tiikr6zést az x tengelyre. Ez egy geometriai transzformacié. Az x tengelyen |évd vektorokkal
a tikrozés hatadsara nem toérténik semmi. Ezek tehat sajat maguk 1-szeresei lesznek. Vagyis ezek a vektorok egytdl
egyig sajatvektorok, mert teljesitik azt amit egy sajatvektornak tudnia kell: ha megszorozzuk a matrixokt a vektorral,
akkor az eredeti vektor szamszorosat kapjuk. Itt most éppen az eredeti vektor 1-szeresét kapjuk. Az y tengelyen [évé
vektorok szintén sajatvekiorok, mert az x tengelyre t6rténd tikrézéskor "megfordulnak” vagyis beszorzédnak -1-gyel.
Vagyis ezek a vektorok sajat maguk -1-szeresei lesznek. A tikr6zés matrixanak tehat ezek lesznek a sajatvektorai:
az x tengely és az y tengely vektorai. Az x tengelyen Iév6 sajatvektorokhoz tartoz6 sajatérték az 1, mig az y tengelyen
lévé sajatvektorokhoz tartozé sajatérték a -1. Mindez sokkal érthetébb lesz, ha megnézed a kapcsol6do epizddot.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A karakterisztikus egyenlet a sajatértékek kiszamolasahoz sziikséges egyenlet:
det(A—X-1I)=0

A karakterisztikus egyenlet segit nekiink kiszamolni egy matrix sajatértékeit. A sajatértékeket Ggy kapjuk, hogy a
karakterisztikus polinomot egyenlévé tessziik nullaval. igy egy egyenletet kapunk, és ennek az egyenletnek a
megoldasai a sajatértékek. Az egyenletet karakterisztikus egyenletnek is szokas nevezni, és egyetlen bokkend vele,
hogy egy nxn-es matrix karakterisztikus egyenlete n-edfokd. Vagyis 2-nél és 3-nal még valahogyan meg tudjuk oldani
az egyenletet, de mondjuk egy 5x5-0s matrixnal mar 6tédfoku egyenletet kapunk, amivel adédhatnak gondok.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

&5 MATEKING.HU - GAZDASAGI MATEK 2 KEPLETGYUJTEMENY
21. OLDAL


https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/sajatertek-sajatvektor-sajatfelbontas/sajatertek-es-sajatvektor-karakterisztikus-egyenlet
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/sajatertek-sajatvektor-sajatfelbontas/sajatertek-es-sajatvektor-karakterisztikus-egyenlet
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/sajatertek-sajatvektor-sajatfelbontas/sajatertek-es-sajatvektor-karakterisztikus-egyenlet

22. OLDAL
&3 MATEKING.HU - GAZDASAGI MATEK 2 KEPLETGYUJTEMENY

A karakterisztikus polinom:
det(A—\-T)

A karakterisztikus polinom segit neklink kiszamolni egy matrix sajatértékeit. A sajatértékeket ugy kapjuk, hogy a
karakterisztikus polinomot egyenldvé tessziik nullaval. igy egy egyenletet kapunk, és ennek az egyenletnek a
megoldasai a sajatértékek. Vagyis a sajatértékek mindig a karakterisztikus polinom gyokei. Eléfordul, hogy egy
sajatérték tébbszords gydk, és az is megeshet, hogy komplex gydkei vannak a karakterisztikus polinomnak.

Azt az egyenletet, amikor a karakterisztikus polinomot egyenlévé tesszik nullaval karakterisztikus egyenletnek is
szokas nevezni, és egyetlen bokkend vele, hogy egy nxn-es matrix karakterisztikus egyenlete n-edfoku. Vagyis 2-nél
és 3-nal még valahogyan meg tudjuk oldani az egyenletet, de mondjuk egy 5x5-6s matrixnal mar 6tddfokl egyenletet
kapunk, amivel adédhatnak gondok.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy nxn-es matrixnak van n darab figgetlen sajatvektora, akkor létezik a matrixnak egy ugynevezett diagondlis
alakja.

A diagonalis alak igy néz ki:

N 0 ... 0
ding(4) = 0 A ... 0
0 0 ... A,

a f6atléban vannak a sajatértékek és az dsszes tébbi elem nulla.
A diagondlis alakot a kdvetkezd modon allitjuk eld:

diag(A) =X"1-A-X

X =(v; v, ...v,)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha egy nxn-es matrixnak van n darab fliggetlen sajatvektora, akkor létezik a matrixnak egy Ugynevezett diagonalis

alakja.

A diagondlis alak igy néz ki:

M 0 ... 0
ding(4) — 0 X ... 0
0 0 ... A,

a f6atléban vannak a sajatértékek és az dsszes tébbi elem nulla.

A diagonalis alakot a kdvetkez6 médon allitjuk elé:
diag(A) =X 1-A4-X
tX=(v; vy ...v,)

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy nxn-es matrixnak van n darab fliggetlen sajatvektora, akkor létezik a matrixnak egy Ugynevezett diagonalis

alakja.

A diagondlis alak igy néz ki:

M 0 ... 0
ding(4) — 0 X ... 0
0 0 ... A

a f6atléban vannak a sajatértékek és az dsszes tébbi elem nulla.

A diagonalis alakot a kdvetkez6 médon allitjuk elé:
diag(A) =X 1-A4-X
X =(v; vy ...v,)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha az A matrix egy 72 x 11-es diagonalizalhaté matrix, akkor a sajatfeloontasa:

A=X-diag(A)- X1

It X = (21 V9 ... U, ) vagyis egyszerlen ugy keletkezi, hogy a sajatvektorokat fogjuk, és leirjuk egymas
mellé és

M 0O ...00
diag(A) = 0 X ... O

0 0 ... \,

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

A spektralfelbontas segitségével kdnnyebben hatvanyozhatunk:

A" = X - (diag(A))" - X1

Megnézem a kapcsolddo epizédot

&5 MATEKING.HU - GAZDASAGI MATEK 2 KEPLETGYUJTEMENY

24. OLDAL


https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/sajatertek-sajatvektor-sajatfelbontas/sajatfelbontas-matrixok-gyors-hatvanyozasa
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/sajatertek-sajatvektor-sajatfelbontas/sajatfelbontas-matrixok-gyors-hatvanyozasa

&3 MATEKING.HU - GAZDASAGI MATEK 2 KEPLETGYUJTEMENY

25. OLDAL

Sikbeli és térbeli leképezések és matrixaik

Az x tengelyre tiikrozés matrixa:

(o 1)

Az y tengelyre tikrdzés matrixa:

(29

Az y=x tengelyre tikr6zés matrixa:

(o)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az origén atmend a normélvektoru egyenesre tikrézés matrixa:

T

R=1-2.%¢

al-a

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az & sz6gd forgatas méatrixa:
cosa —sino
sina  coso

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az origbra valb kézéppontos tikrézés egy 180°-os forgatasnak felel meg, igy matrixa:

cos180° —sin180° \ (-1 0
sin180° cos180° / \L 0 -1

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Az 1 és _7 koordinatatengelyek sikjaban torténd Givens forgatas matrixat gy kapjuk, hogy arra a négy helyre ahol az
egységmatrix t-edik és j-edik sora és oszlopa metszi egymast beirjuk szépen azax szdgli forgatas matrixanak

elemeit.
(1 0 0 0 0 0\
0 cosae 0 —sina 0 O
G- 0 . 0 1 0 0 0
0 sinaa 0 cosaa O O
0 0 0 0 1 0
Ko 0 0 0 0 1/

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Az origbn atmend sikokra val6 tiikrézést Householder-tlikrézésnek nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Hogyha egy origén atmend sik normalvektora aza vektor, akkor az erre a sikra tukrozés matrixa:

a-al
H=1-2.-==

ala

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Az x tengelyre mer&leges vetités matrixa:

szlo
0 0

Az y tengelyre mer6leges vetités matrixa:

0 0
5= 0)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az x tengelyre mer6leges vetités matrixa:

szlo
0 0

Az y tengelyre mer6leges vetités matrixa:

0 0
Py:(o 1)

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/sikbeli-es-terbeli-lekepezesek-es-matrixaik/a-givens-forgatasok-es-matrixaik
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/sikbeli-es-terbeli-lekepezesek-es-matrixaik/a-householder-tukrozes-es-a-householder-matrix
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/sikbeli-es-terbeli-lekepezesek-es-matrixaik/a-householder-tukrozes-es-a-householder-matrix
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/sikbeli-es-terbeli-lekepezesek-es-matrixaik/meroleges-vetitesek-projekciok-matrixai
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/sikbeli-es-terbeli-lekepezesek-es-matrixaik/meroleges-vetitesek-projekciok-matrixai
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A U iranyvektoru origon atmend egyenesre térténé merdleges vetités matrixa:

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A projekcio métrixa:
T

P=1-%2

al-a

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/sikbeli-es-terbeli-lekepezesek-es-matrixaik/meroleges-vetitesek-projekciok-matrixai
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/sikbeli-es-terbeli-lekepezesek-es-matrixaik/meroleges-vetitesek-projekciok-matrixai
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Vektornorma, matrixnorma, matrixok kondiciészama

A szokasos tavolsagképletet euklideszi-normanak nevezzik.

d= /2?4 22

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A norma nem mas, mint avekiorok szokdsos hosszanak altalanositasa.

A norma tgy miikédik, hogy minden vektorhoz hozzérendel egy valés szamot. Az vektor norméajanak a jele ||| és
ezt a harom dolgot kell tudnia:

Barmely Z vektorra ||z || > 0
Barmely & vektorra ||c . g” = |C| . ||§||
Barmely Z és y vektorra ||z + QH <||z|| + ||3_J||

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Egy vektor p-normaja ez:

1
lz]l, = (lz["+ |22[?) »  p=1

Hogyha p éppen egy, akkor az 1-es normat kapjuk:||§| |1 = |:L‘1| =+ |:I}2|

Ha p értéke kettd, akkor az euklideszi-normat: ||| |2 = 4 /.’L‘% + -’Bg

Végil eljutunk az igynevezett végtelen normaig: | |||, = max (|z1], |T2|)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A norma nem mas, mint avekiorok szokasos hosszanak éaltalanositasa.
Az 1-es norma:

lz [h=|z1 |+ [22]

A dolog kett6nél nagyobb dimenziéra is mikddik:

|z |h=lz2 |+ 22 [+ [ 2]

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/vektornorma-matrixnorma-matrixok-kondicioszama/vektorok-normaja
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/vektornorma-matrixnorma-matrixok-kondicioszama/vektorok-normaja
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/vektornorma-matrixnorma-matrixok-kondicioszama/vektorok-normaja
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/vektornorma-matrixnorma-matrixok-kondicioszama/vektorok-normaja
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A norma nem mas, mint avekiorok szokasos hosszanak altalanositasa.
A 2-es norma:

|2 [l2= /21 + 3

A dolog ketténél nagyobb dimenzioéra is miikodik:

2 |la= /a2 +a2 +- - +ak

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A norma nem mas, mint avekiorok szokasos hosszanak altalanositasa.
A végtelen norma:

| 2 [|oo= max{[ z, |,| 22 [}

A dolog kett6nél nagyobb dimenziéra is mikddik:

|2 [loo= max{[z, |,| 22 [, ., Zq |}

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A norma nem mas, mint avektorok szokasos hosszanak altalanositasa és ezt matrixokra is alkalmazhatjuk a
kévetkez6kéeppen.

Oszlopnorma: ||A||1 = maXx, 2?21 |a,-j|
Spektralnorma: ||A||2 = p(AT - A)

Somorma: || A||, = max; 35, |az;]

Frobenius-norma: || A|| 7 = \/2?21 Zl;':1 azzj

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A norma nem mas, mint avektorok szokasos hosszanak altalanositasa és ezt matrixokra is alkalmazhatjuk a
kovetkezBképpen.

Az 1-es norma vagy mas néven oszlopnorma: | |A| |1 = INaX; 2?21 |aij|

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/vektornorma-matrixnorma-matrixok-kondicioszama/vektorok-normaja
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/vektornorma-matrixnorma-matrixok-kondicioszama/vektorok-normaja
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/vektornorma-matrixnorma-matrixok-kondicioszama/matrixok-normaja
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
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A norma nem mas, mint avektorok szokdsos hosszanak altalanositasa és ezt matrixokra is alkalmazhatjuk a
kévetkez&képpen.

A 2-es norma vagy spektralnorma egy matrixnorma.
igy kell kiszamitani: || A| |2 =4/p(AT - A)

Itt a p azt jelenti, hogy ki kell szamolni a spektralsugarat, amihez aB = A - AT matrix sajatértékein vezet az (t.

Egy matrix spektralsugara a sajatértékek abszolutértékei kdziil a legnagyobb.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A norma nem mas, mint avektorok szok&sos hosszanak &ltalanositasa és ezt matrixokra is alkalmazhatjuk a
kévetkez6kéeppen.

A végtelen norma vagy sornorma: | |A| |Oo = max; Zl;zl |az~j|

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A norma nem mas, mint avektorok szokdsos hosszanak altalanositasa és ezt matrixokra is alkalmazhatjuk a
kévetkez8képpen.

A Frobenius-norma: || A ||F= \/Z?:l Zl;':l azzj

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A spektralnorma egy matrixnorma.
igy kell kiszamitani: ||A| |2 =4/p (AT . A)

Iltt a p azt jelenti, hogy ki kell szamolni a spektralsugarat, amihez aB = A - AT matrix sajatértékein vezet az ut.

Egy matrix spektrélsugara a sajatértékek abszolutértékei kdziil a legnagyobb.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az A métrix kondicioszama: cond(A) =|| A || - || A1 ||
A kondiciészam természetesen normafliggé.
A matrixok kondiciészamara nagy sziikség van példaul linedris egyenletrendszerek megoldasanak hibabecslésénél.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/vektornorma-matrixnorma-matrixok-kondicioszama/matrixok-normaja
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/vektornorma-matrixnorma-matrixok-kondicioszama/matrixok-normaja
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/vektornorma-matrixnorma-matrixok-kondicioszama/matrixok-normaja
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/vektornorma-matrixnorma-matrixok-kondicioszama/matrixok-2-es-normaja-a-spektralnorma
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/vektornorma-matrixnorma-matrixok-kondicioszama/matrixok-kondicioszama-es-a-jol-kondicionalt-matrixok
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Vektorok, egyenesek és sikok egyenletei

A vektor egy irdnyitott szakasz.

—
Jelslgse: v = AB

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Van itt két vektor:a = (al,a2), Q = (bl,bz)
A két vektor 6sszege:
a+b=(a;+by,as+b)

A két vektor kiildnbsége:

a—b=(a; —by,ay —by)

%
AB=b-a

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Vanittaza = (a1 y ag) ésQ = (bl, b2) vektor.
Az a vektor hossza:

_ 2 2
la |= \/ %1 + a;

%
Az A B vektor hossza:

%
AB=|b-al= \/(bl —a1)? + (by —ay)?
Es pont ugyanigy kapjuk meg az A és B pontok tavolsagat is.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Két pont kdzti vektor a végpontba mutatd helyvektor minusz a kezdépontba mutaté helyvektor.

_>
Tehat AB=0b—a

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/vektorok-egyenesek-es-sikok-egyenletei/vektorok-a-geometriaban
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/vektorok-egyenesek-es-sikok-egyenletei/vektorok-a-koordinatarendszerben
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/vektorok-egyenesek-es-sikok-egyenletei/vektorok-a-koordinatarendszerben
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/vektorok-egyenesek-es-sikok-egyenletei/vektorok-a-koordinatarendszerben
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Van itt két vektor:a = (al,az),g = (bl,bz).
Az a és b vekiorok skalaris szorzata:
a-b=|a|-|b]|-cosy=ay-b;+ay-by

ahol 7y a két vektor altal bezart szég

la |= m, vagyis az @ vektor hossza
b |= \/b%-F—bz vagyis ab vektor hossza

Két vektor mer6leges egymasra, ha @ - Q =0.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Vanittaza = (a1 y a2) vektor.
Az a +90°-os elforgatottja:
at90° — (—az,a1)

Az a -90°-os elforgatottja:
a0 = (az,—a;)

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Két vektor skalaris szorzatat kiszamolhatjuk igy:
a-b=la|-]b|-cosy

ahol 7y a két vektor &ltal bezart szdg,

|g |: A /a% + ag , vagyis az @ vektor hossza
b= 4 /b% + b2, vagyis azb vektor hossza

llletve kiszamolhatjuk igy is:
a-b=a;-by+ay-by

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Két vektor mer6leges egymadsra, ha skalaris szorzatuk 0, azaz haa - Q =0.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/vektorok-egyenesek-es-sikok-egyenletei/a-skalaris-szorzat-es-hasznossaga
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/vektorok-egyenesek-es-sikok-egyenletei/a-skalaris-szorzat-es-hasznossaga
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/vektorok-egyenesek-es-sikok-egyenletei/a-skalaris-szorzat-es-hasznossaga
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a1 by
Van itt két vektor:a = [ ay | ésb = | by
as bs

€1 €& €3
axb=det|a; ay a3
by by b3

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az a és b vekiorok vektoridlis szorzata aza X b vektor, ami meréleges az @ és b vekiorok 4ltal kifeszitett sikra, és

a; by €
a= | a, b= 1 b, axb=det| q,
as bs by

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Qg

by

|®

S

3

4
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https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/gazdasagi-matek-2/vektorok-egyenesek-es-sikok-egyenletei/a-vektorialis-szorzat-es-a-sik-egyenlete

	Mátrixok és vektorok
	Determináns, adjungált
	Vektorterek, független és összefüggő vektorok
	Lineáris egyenletrendszerek, mátrixok rangja és inverze
	Legkisebb négyzetek módszere, legjobb lineáris közelítés
	Lineáris leképezések
	Maximális folyam, minimális vágás, Ford-Fulkerson algoritmus
	Sajátérték, sajátvektor, sajátfelbontás
	Síkbeli és térbeli leképezések és mátrixaik
	Vektornorma, mátrixnorma, mátrixok kondíciószáma
	Vektorok, egyenesek és síkok egyenletei

