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Matrixok és vektorok

Egy nXk-as matrix tulajdonképpen nem mas, mint egy tablazat, aminek n darab sora és k darab oszlopa van.

pI.:A: (2 3 1)
5 1 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy matrixot egy szammal szorzunk, akkor amatrix 6sszes elemét meg kell szorozni a szammal.

5 7 -2 15 21 -6
pl.:3- =
2 2 1 6 6 3

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha egy matrixot osztunk egy szammal, akkor amatrix minden elemét osztani kell a szammal.

L) (20
3 1 1 5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két matrix 6sszeadasakor 6sszeadjuk az ugyanazon pozicidban lév8 elemeket. Két matrixot csak akkor lehet
6sszeadni, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

2 4 7 17 -2 3 11 5
p":(1 5 3)+(4 2 1):<5 7 4)
A matrixok 6sszeaddsa kommutativ, azaz
A+B=B+A4
Es asszociativ, azaz
(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két matrix kivonasakor kivonjuk az ugyanazon poziciéban l1évé elemeket. Két matrixot csak akkor lehet kivonni
egymasbdl, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

(2a T\ (17 2\_(1 -39
P“\1 5 3 42 1) =3 3 2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Két matrix szorzata akkor Iétezik, ha a bal oldalimatrix oszlopainak szdma megegyezik a jobb oldalimatrix sorainak
szamaval.

Ha az A matrix m x n-es a Bmairix pedig n x k-s, akkor az eredménymatrix m x k-s lesz.

Az eredménymatrix i-edik sordnak j-edik elemét ugy kapjuk, hogy a bal oldalimatrix i-edik sorat skalarisan szorozzuk
a jobb oldali mairix j-edik oszlopaval. (Tehat az els elemet az elsvel, a masodikat a masodikkal stb. szorozzuk,
majd 6sszeadjuk)

(3 4\ (2 4 T\_(10 32 33
P\1 5 15 3/ \7 20 22

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Két méatrixot csak akkor adhatunk éssze, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.
A matrix 6sszeadas kommutativ:

A+B=B+A

Es asszociativ:

(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A matrixszorzas nem kommutativ, azaz:
A-B£B-A

De asszociativ, azaz:
(A-B)-C=A-(B-C)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kvadratikus matrix négyzetes matrix vagyis ugyanannyi sora van, mint oszlopa.

2 3 5
pl:l1 4 1
2 1 1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A diagonalis matrix olyan kvadratikus matrix, aminek a f§atléjan kivili elemek nullak.

2 00
p: {0 4 0
0 0 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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Az egységmatrix olyan matrix, ami azt tudja, hogy barmely A matrixra A - I = A.

Az egységmatrixok olyan diagonalis matrixok, aminek minden f6atlé-eleme egy.

10
l: Iyp9 =
ot (10)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az inverz matrix jele A lesez egy olyan matrix, ami azt tudja, hogy

A- A1 =T (jobb inverz)
A1. A= (palinverz)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A transzpondlt a matrix sorainak és oszlopainak felcserélése. Jele AT vagy A*

pl.:
2 3 5 2 1 2
A=1|1 4 1 |=4T=|3 4 5
2 5 7 5 1 7

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a matrixokat, melyek transzponaltjuk dnmaga, szimmetrikus matrixnak nevezzik.

5 1 7 5 1 7
p:A=11 4 2|=AT=|1 4 2
7 2 6 7 2 6

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Vektort egy szammal Ugy szorzunk, hogy a vektor minden koordinatajat megszorozzuk a szammal.

1 3
P:3-1 3] =1 9
5 15

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Vektort egy szammal gy osztunk, hogy a vektor minden koordinatajat leosztjuk a szammal.
3
6 1

. 15 —

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két vektort Ugy adunk 6ssze, hogy minden egyes koordinatajukat kiilén-kiilén 6ssze adjuk.

2 4 6
PL.: 4 +12]=16
-1 7 6

Tulajdonségok:
kommutativ:a +b =b +a
asszociativ: (a +b) +c=a+ (b+¢)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két vektort Ugy vonunk ki egymasbol, hogy minden egyes koordinatajukat kiildn-kilén kivonjuk egymasbdl.

2 4 -2
PI.: 4 12| = 2
-1 7 —8

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A skalaris szorzat két vektor kdzti mlvelet, ami csinal bel8lik egy szamot.

3 4
P..a= [ 2 b=11
) 2

a’ - b=3-44+2-14+5-2=24
Tulajdonséagok:

T.a

S

kommutativ: QT . Q =

nem asszociativ: (a - ) T c#al- (QT . g)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Két vektor diadikus szorzata egy matrix. Lassuk milyen.

3 4
Pl..a = | 2 b=11
5 2
12 3 6
a-b"=18 2 4)
20 5 10

Tulajdonséagok:
nem kommutativ
nem asszociativ

Megnézem a kapcsolodoé epizédot

1
1

Ha egy matrixot beszorzunk az l = .| vektorral, akkor az szépen 6sszeadja a matrixunk soraiban 1év6
1

elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy matrixot beszorzunk ale = ( 1 1 ... 1 ) vektorral, akkor az szépen dsszeadja a matrixunk
oszlopaiban 1év6 elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy matrixot megszorzunk jobbrél egy €, egységvektorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik oszlopat.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ha egy matrixot megszorzunk balrél egy €, egységvekiorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik sorat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Vektorok, egyenesek és sikok egyenletei

A vektor egy irdnyitott szakasz.

—
Jelslgse: v = AB

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Van itt két vektor:a = (al,a2), Q = (bl,bz)
A két vektor 6sszege:
a+b=(a;+by,as+b)

A két vektor kiildnbsége:

a—b=(a; —by,ay —by)

%
AB=b-a

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Vanittaza = (a1 y ag) ésQ = (bl, b2) vektor.
Az a vektor hossza:

_ 2 2
la |= \/ %1 + a;

%
Az A B vektor hossza:

%
AB=|b-al= \/(bl —a1)? + (by —ay)?
Es pont ugyanigy kapjuk meg az A és B pontok tavolsagat is.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Két pont kdzti vektor a végpontba mutatd helyvektor minusz a kezdépontba mutaté helyvektor.

_>
Tehat AB=0b—a

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Van itt két vektor:a = (al,az),g = (bl,bz).
Az a és b vekiorok skalaris szorzata:
a-b=|a|-|b]|-cosy=ay-b;+ay-by

ahol 7y a két vektor altal bezart szég

la |= m, vagyis az @ vektor hossza
b |= \/b%-F—bz vagyis ab vektor hossza

Két vektor mer6leges egymasra, ha @ - Q =0.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Vanittaza = (a1 y a2) vektor.
Az a +90°-os elforgatottja:
at90° — (—az,a1)

Az a -90°-os elforgatottja:
a0 = (az,—a;)

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Két vektor skalaris szorzatat kiszamolhatjuk igy:
a-b=la|-]b|-cosy

ahol 7y a két vektor &ltal bezart szdg,

|g |: A /a% + ag , vagyis az @ vektor hossza
b= 4 /b% + b2, vagyis azb vektor hossza

llletve kiszamolhatjuk igy is:
a-b=a;-by+ay-by

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Két vektor mer6leges egymadsra, ha skalaris szorzatuk 0, azaz haa - Q =0.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A P(xg, ) ponton &tmens ésm = lB] normalvektor(i egyenes egyenlete:

Ax—z))+Bly—w) =0

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A
A P(xy, Yo, %)) ponton atmené és1 = | B | normalvektord sik egyenlete:

C
Ax—z))+By—vw)+C(z—2) =0

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Van a sikban két pont: P (1, ) és Q(T2,%2)-
Ekkor a két pont kézti vektor:
— Ty — T
PQ —_ [ 2 1 ]
Y2—%
Ha a térben vesziink két pontot: P(1, Y1, 21) és Q(x2, Y2, 22).

Akkor a két pont kézti vektor:

- Lo — Iy
PQ = Yo —Y
29— 21

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Van it két pont a sikban: P21,y ) és Q(x2, Y2 ).

Ekkor a két pont kozti tavolsag:

d=/(x1 —22)* + (h —12)?

Ha a térben vesziink két pontot: P(1, Y1, 21) és Q(x2, Y2, 22).

Akkor a két pont kozti tavolsag a térben:

d=/(xy — )2 + (1 —12)* + (21 — 22)?

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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A
A P(xg, o) ponton &4tmens ésm = (B normalvektor(i egyenes egyenlete:

A-(x—z)+B-(y—w)=0

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A

A P(x,Yyo,2y) ponton atmené és1 = | B | normalvektort sik egyenlete:

C
A-(x—z)+B-(y—yw)+C:-(2—2)=0

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

ay bl
Van itt két vektor:a = [ ay | 6sb = | by
as bs

A két vektor vektoridlis szorzata:

€1 & &
axb=det|a; ay a
by by b

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az @ és b vekiorok vektoridlis szorzata az@ X b vektor, ami meréleges az @ és b vekiorok 4ltal kifeszitett sikra, és

a; by € € €
a=1\ ag b= b, axb=det|a ay a3
as b3 bl b2 b3

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Vektorterek, fliggetlen és dsszefliggd vektorok

AV nem res halmazt vektortérnek nevezzik a valés szamok felett, ha aV” halmazon értelmezve van egy
O0sszeadas nevd miivelet, agy, hogy minden V-beli v, és U, vektorhoz hozzérendellink egy ¥ + V4 vektort, ami
szintén eleme V-nek.

1. Az 8sszeadas kommutativ: barmely v, vy V-beli vektorra

Ut =0 +7

2. Az bsszeadas asszociativ: barmely V;, Vg, Vs V -beli vektorra

(v + ;) +v3 =20, + (v +v3)

3. Létezik nullelem: van onanQ V -beli vektor, hogy barmely v V-beli vektorra

v +0=0+v, =2,

4. Letezik ellentett: barmely U4 V beli vektorra létezik olyan —v4 V -beli vektor, hogy
v+ (—v) = —v;+ v, =0

Ertelmezve van egy skalarral valé szorzas nev( mivelet is Gigy, hogy mindenV -beli v, vektorhoz és barmely valos
szamhoz hozzarendeliink egy A- U vektort, ami szintén V -peli.

5. A skalarszoros asszociativ: barmely v, V-beli vektorra és A,  skalarra

(A-p) -0y =A- (1)

6. A skalarszoros disztributiv a vektorokra: barmely V4, U, V -beli vektorra és A skalarra
AU+ 22) = A v Ay

7. A skalarszoros disztributiv a skalarokra: barmelyv; V-beli vektorra és A, 4 skalarra
A+p)-v=Av+p-y

8. Egységszeres: barmely U V-beli vektorra és az 1 valos szamra

l-v, =v,

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Av,V9,V3,...,0, vekiorok linearisan fuggetlenek, ha
A .21_|_)\2 'Q2+>\3 '23+°'°+)\n'2n29
csak tgy teljestl, ha minden A; = 0

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Av,V9,V3,...,0, vekiorok linearisan 6sszefliggdk, ha
)\1 .21_|_)\2 °22+>\3 '23‘1‘""")\71'2”:9
tgy is teljestl, hogy van olyan A; # 0

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Egy V vektortérben avq,v9,03,...,0, vekiorok generator-rendszert alkotnak, ha minden W vektor a |4
vektortérben el6all w = Ay - v; + Ay Uy + A3 - U3 + -+ -+ A, - v, alakban.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

AvV{,v9,03,...,0, vekiorok fliggetlen rendszert alkotnak, ha
M+ Ae vyt A ug e Ay, =0
csak tgy teljestl, ha minden A; = 0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A bazis fliggetlen generatorrendszer.

A bazis minden vektort egyértelmien elsallit, mig /2% -ben azok a generator-rendszerek pedig, amelyek 72-nél tébb
vektorbdl dlinak, minden vektort végtelensokféleképpen.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy vektorrendszer rangja a benne I1évé fliggetlenvekiorok maximalis szama. R3-bana rang példaul maximum
harom lehet.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A V vektortérnek W altere, haW C V és W maga is vektortér a V-beli miiveletekre.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A legfeljebb n-ed foku polinomok vektorteret alkotnak az 6sszeadéas és a skalarral val6 szorzas miveletekre.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A V1, V9,...U vekiorok altal generdlt altér ezen vektorok linedris kombinacidja.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy vektor akkor allithatd egy vektorrendszerrel, ha el6all azonvektorok linearis kombinacidjaként.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Linearis egyenletrendszerek, matrixok rangja és inverze

Egy egyenletrendszer egyUtthatomatrixa az x-ek egyutthatéibdl allé matrix.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A Gauss-eliminacié egy linearis egyenletrendszerek megoldasara hasznalt algoritmus.

Az elimin&cié Iényege, hogy egyenletrendszeriinket visszavezetjik vagy valamely haromszdg- vagy atlésmatrix
alakra.

A Gauss-eliminacié megengedett 1épései:

e Két sort (egyenletet) felcserélhetiink
e Egy sort (egyenletet) nem nulla szdmmal szorozhatunk
® FEgyik sorhoz (egyenlethez) hozzdadhatjuk egy masik sor (egyenlet) nem nulla szamsorosat

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az elemi bazistranszformacié (Szuper-Gauss) a lineéris egyenletrendszerek megoldasanak egy algoritmikus maédija.
1. lépés: a general6 elem valasztasa

Csak x-es oszlopbdl és e-s sorbdl valaszthatunk general6 elemet, nullat nem valaszthatunk és lehetbleg 1-et vagy
minusz 1-et érdemes.

2. 1épés: a bazistranszformacio
A general6 elem sorat osztjuk a general6é elemmel, oszlopat elhagyjuk.

A tébbi elembdl kivonjuk a generalé elem neki megfelel sordban és oszlopaban Iévé szamok szorzatat, osztva a
generaléelemmel.

3. 1épés: megint general6 elem valasztas
Ujra és tjra végrehatjuk a bazistranszforméaciét, amig az 6sszes oszlop el nem téinik
4. |épés: az utolso transzformécid és a megoldas

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Az elemi bazistranszformacié (Szuper-Gauss) a linearis egyenletrendszerek megoldasanak egy algoritmikus maédija.
1. lépés: a general6 elem véalasztasa

Csak x-es oszlopbdl és e-s sorbdl valaszthatunk general6 elemet, nullat nem valaszthatunk és lehetbleg 1-et vagy
minusz 1-et érdemes.

2. lépés: a bazistranszformacio
A general6 elem sorat osztjuk a general6é elemmel, oszlopat elhagyjuk.

A tébbi elembdl kivonjuk a generalé elem neki megfelel sordban és oszlopaban Iévé szamok szorzatat, osztva a
generaléelemmel.

3. |épés: megint generald elem vélasztas
Ujra és tjra végrehatjuk a bazistranszforméaciét, amig az dsszes oszlop el nem tdinik
4. |épés: az utolso transzformécid és a megoldas

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy egyenletrendszernek tébb az ismeretlene, mint ahany egyenlete van, akkor az egyenletrendszernek nincs
egyértelml megoldasa.

Bazistranszformacioval, ha maradnak €-s sorok ahol mar nem tudunk generalo elemet valasztani, olyankor mindig
végtelen sok megoldas van, vagy nincs megoldas.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy egyenletrendszerben két olyan egyenlet szerepel, ahol az ismeretlenek egyiitthatéi megegyeznek, de mas az
eredményik, akkor az ellentmondé egyenletrendszer, aminek nincs megoldasa.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

A bazistranszformacié soran fent maradt x-ek Ugynevezett szabadvaltozok. A szabadsagfok a szabadvaltozék
szama, tehat ahany x; fént marad.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A Gauss-Jordan eliminaci6é a Gauss-eliminacio pro valtozata. A dolog Iényege az, hogy nemcsak a vezéregyesek
alatt nullazzuk ki, hanem felettlk is. El6nye, hogy igy a megoldasok az eliminacié végeztével egybdl leolvashatok.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy matrix oszloprangja az oszlopvektorai kbzil kivalaszthaté flggetlenvekiorok maximalis szama.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy matrix sorrangja a sorvektorai kdzUl kivalaszthaté fliggetlenvekiorok maximalis szama.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A matrix rangja amatrix Gauss eliminacié soran keletkezett vezéregyeseinek szadma, amely megegyezik amatrix
sorrangjaval vagy oszlopvektoraval

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy métrixot teljes oszloprangunak nevezlink, hogyha az oszlopvektorai linearisan fliggetlen rendszert alkotnak.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy maétrixot teljes sorrangunak neveziink, hogyha a sorvektorai linearisan fliggetlen rendszert alkotnak.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Bérmely métrixot fel lehet bontani két olyanmatrix szorzatara, amelyek k6zll az egyik teljes oszloprangu, a masik
pedig teljes sorrangu. Ezt bazisfelbontasnak hivjak, és egy kiss Gauss-Jordan eliminaciéval tudjuk elkésziteni.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a Gauss-eliminacio segitségével tgy allithatjuk els, hogy megoldjuk az Az = b
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot. Az eliminacids lIépéseket addig kell végezni, amig
az egységmatrixot nem kapjuk az A helyén, a b helyén keletkezett matrix pedig az A matrix inverze lesz.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a bazistranszformacio segitségével ugy allithatjuk el6, hogy megoldjuk azAx =10
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a Gauss-Jordan eliminacio segitségével gy allithatjuk el6, hogy megoldjuk azAx = b
egyenletrendszert agy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az inverz kiszamolasa rettent6 egyszer( dolog. Minddssze annyit kell tenniink, hogy felirjuk a matrixot a szokasos
tablazatba, és mellé irjuk az egységmatrixot. Ezek utan jon a bazistranszformacié. Ha nem tudjuk mindegyik x-et
levinni, akkor nincs inverz. Ha mindet le tudjuk vinni, akkor van.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Determinans, adjungalt, kvadratikus alakok

Ha az A egy n & n-es matrix, akkor determinansa

— I n
det(A) =3, (—1)'®) - T, ayg)
ahol p az oszlopindexek permutacioi, I(p) pedig ezen permutaciék inverziészdma.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy 2x2-es matrix determinansa:

A:(“ Z) det(A)=det<a Z)za-d—b-c

C C

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A 3x3-as matrixok determinansanak kiszamolasara van egy szabaly, ami szarrusz szabaly néven ismert. A szabaly
lényege, hogy fogjuk a matrixot és leirjuk sajat maga mégé még egyszer, majd vesszlk a f6atlékat és a mellékatiokat,
igy

det(A) = —ay3a9a3; — a11a93a37 — G12091 33 + Q11092033 + Q1209331 + Q1302 Q39

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Haaz A egy nxn-es matrix, akkor determinansa

aii aio .o aip

a a cee @
A= 21 22 2n

Anp1 Ap2 oo Qpp

det(A) = Z?Zl(—l)”jaij - det(A4;5)
Itt det(A;;) az a;; elemhez tartozo aldeterminans.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az A matrix determinansa nulla, ha

van csupa nulla sora

van két azonos sora

egyik sora a masik sor szdmszorosa

egyik sora més sorok linearis kombinacidja
mindez sor helyett oszlopra is elmondhaté

Determinansok szorzasi tétele:
det(A - B) = det(A) - det(B)
det(A*) = det(A)*

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Azokat a matrixokat nevezzik szingulérisnak, amelyek determindnsa nulla.

Az A matrix szingularis:

det(A) =0
Nem létezik A1 inverz matrix
RANG<n

Az A matrix oszlopvektoraibdl allé vektorrendszer linearisan 6sszefliggd
Az A - T = Q egyenletrendszernek vagy végtelen sok megoldasa van vagy nincs megoldasa
Az A- = 0 homogén lineéris egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Azokat a matrixokat nevezzik regularisnak, amelyek determinansa nem nulla.

Az A matrix regularis:

det(A) #0
Létezik A1 inverz matrix

RANG=n

Az A matrix oszlopvektoraibdl allé vektorrendszer linearisan fliggetlen

Az A - = b egyenletrendszernek csak egy megoldéasa van

Az A - T = Q homogén lineéris egyenletrendszernek csak egy megoldasa van (a trivialis megoldas)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Cramer szabaly szerintaz A - T = Q egyenletrendszer megoldésai a kdvetkez6képp alinak eld:

det(Ak)

det(A)

L —

ahol det(Ak) annak a matrixnak a determinénsat jelenti, hogy az A matrix k-adik oszlopat kicseréljik aQ vektorral.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Itt egy 3x3-as matrix.
G11 G2 Qa3
A= Gg1 Qg2 Qg3
a3y a3z ass

Adjungaltja pedig ez lesz.

T
(+det (a22 23 ) _det (021 ags ) + det <a21 a ) \
a3 433 az;  asg as;  as
adj(A) = | —det <a12 %3 ) + det (all a13 ) _det <‘111 a2 )
agy ags as; ass as; Qs
K+det (a12 a13> det <a11 a13) + det (au a12) }
Q2o Q23 as1 Q93 as G

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Itt egy 2x2-es matrix.

A= (%1 Q12
as a2

Adjungaltja pedig ez lesz.

i) = (22 )

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az adjungalt egyik legnagyobb haszna, hogy segitségével meg tudunk alkotni egy képletet a négyzetesmatrixok
inverzére.

Itt is van:

_1 __ adj(4)
A = det (4)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az egyenletrendszerek megoldasara is megalkothatunk egy Uj képletet az adjungalt segitségével.
A-z=b
Legalabbis abban az esetben, hogyha az A nxn-es invertalhaté matrix.

Az egyenletrendszer megoldasat gy kapjuk meg, hogy beszorzunk az A matrix inverzével...

@Zm'adj(A)'Q

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az Ly,Z9,...,T, elemek altal generdlt Vandermonde-determinans elsé soraban & hatvanyai szerepelnek, aztan
a masodik soraban Iy hatvanyai jdnnek, és igy tovabb.

A Vandermonde-determinanst ezzel az egyszer( képlettel ki tudjuk szamolni:

2 n—1
1 =z ]
2 n—1
1 =z T
V(zy,zo,.-.,T,) =det | 1 T3 m% :Eg_l = Hj<i($i —zj)
1 =z, z2 ... 2!

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy matrix sarok féminor matrixai amatrix bal fels§ sarkatél kezd6d6 sarokmatrixok determinansai.

23 5 1
Pl..A= 47 21

2 1 14

35 1 7

els@ sarokféminora a 2-es

masodik sarokféminora a bal fels¢ 2x2-es determinans

det (2 3)=2.7_3.4=9
47

és igy tovabb

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy matrix féminor matrixai a matrix bal felsd sarkatol kezdddd sarokmatrixok determinansai.

2 3 5 1
P A= 721

2 1 14

35 1 7

els6 féminora a 2-es

masodik féminora a bal fels6 2x2-es determinans

det (2 3)=2.7_3.4=2
47

és igy tovabb

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Az A nxn-es matrix pozitiv definit, ha minden A sajatérték: A > 0.
Vagy ha minden sarokféminor pozitiv.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az A nxn-es matrix negativ definit, ha minden A sajatérték: A < 0.
Vagy ha a sarokféminorok valtakozva — + —- de minusszal indul.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az A nxn-es matrix pozitiv szemidefinit, ha minden A sajatérték: A>0.

2x2-es matrixoknal, ha az els§ sarokféminor pozitiv, a masodik nulla.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az A nxn-es matrix negativ szemidefinit, ha minden A sajatérték: A<0.
2x2-es matrixoknal, ha az elsé sarokféminor negativ, a masodik nulla.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az A nxn-es matrix indefinit, ha van A és Ay sajatérték, hogy A; > 0és Ay < 0.
Ha det(A) 7& 0 és nem pozitiv vagy negativ definit, akkor indefinit.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha A nxn-es szimmetrikus métrix és & egy vektor R"™-ben, akkor a
Qr)=z"-A-z

kifejezést kvadratikus alaknak nevezzik.

Azért hivjuk kvadratikusnak vagyis négyzetesnek, mert ez mindig egy homogén masodfoku kifejezés.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

AQ(z) = z* - A - x kvadratikus alak

pozitiv definit, ha minden 7 0 vektorra Q(z) > 0

negativ definit, ha minden # 0 vektorra Q(z) < 0

pozitiv szemidefinit, ha minden Z 7# 0 vektorra Q(z) > 0

negativ szemidefinit, ha minden 7 0 vektorra Q(z) < 0

indefinit, ha van olyan Z 7 0 és y 7 0, hogy Q(z) <0ésQ(y) >0

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Fliggvények
Adott az f :A— B fliggvény. A flggvény értékkészlete azoknak az elemeknek a halmaza aB halmazban,

amelyek hozz4 vannak rendelve valamely A halmazbeli elemekhez.

Az értékkészlet jele az angol range szé alapjan, ami azt jelenti, hogy kiterjedés:Rf vagy az akadalymentesitett
jeldlése: E.K.

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Egy kifejezés értelmezési tartomanyan azt a legb&vebb halmazt értjik, ahol értelmezve van.

Flggvény esetén azokat a szerencsés T-eket, amelyekhez a fliggvény hozzérendel egy Y szamot, a figgveny
értelmezési tartomanyanak nevezziik.

A kovetkezbket érdemes megjegyezni:

P08z itt >0 Pralalezitt barmi  log (ezitt > 0)  tort nevezs # 0
pl: f(z) = -

tehat a nevez6 nem lehet nulla (€ 7~ 3)

42 T értelmezési tartomanya VY € R\ {—3}, mert nincs gydk és nincs logaritmus, de tort van,

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(x) fuggvényt egy |a, b[ intervallumon monoton névekedének mondunk, ha barmelyxy, o €|a, b| esetén, ha
x1 < To, akkor f(x1) < f(x9)

SzigorGian monoton ndvekeds, ha barmely T1, 2 €]a, b esetén, ha; < g, akkor f(1) < f(2)

Az f(z) fuggvényt egy |a, b[ intervallumon monoton csékkendnek mondunk, ha barmely 1, 3 €]a, b] esetén, ha
x1 < To, akkor f(x1) > f(z2)

Szigoruan monoton csékkend, ha barmely 1, To E]a,b[ esetén, haxy < 9, akkorf(a:l) > f(:th)

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Flggvény széls6értékén a maximumat illetve minimumat értjik.
Precizebben:

Az f(x) fuggvénynek az Ty € D pontjaban (globalis) maximuma van, ha minden € D esetén
f(z) < f(z0).
Az f(x) fuggvénynek az Ty € Dy pontjaban (globalis) minimuma van, ha mindenx € D esetén

f(z) = f(@o)-

Az f(x) fuggvénynek az £y € D pontjaban lokalis maximuma van, ha létezik olyan nem nulla kérnyezete, hogy
ott 6 a maximum.

Az f(x) fuggvénynek az Ty € D pontjaban lokalis minimuma van, ha létezik olyan nem nulla kérnyezete, hogy ott
6 a minimum.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Konkavnak nevezzik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "szomoru hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekdtsd egyenes felett halad.

Konvexnek nevezzik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "vidam hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekdt egyenes alatt halad.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Belsé flggvénytranszformacio: f(w + a), ez ugy mikodik, hogy az T tengely mentén tolja el a fliggvény grafikonjat.
Kiilsé fiiggvénytranszformacio: f(x) + a, ez pedig azy tengelyen tolja el a fiiggvényt.

Flggvény szorzasa szammal:a - f(m) ilyenkor megnyuijtjuk a fliggvényt azy tengely szerint.

Fuggvény valtozéjanak szorzdsa egy szammal: f(a . :1:) ilyenkor az T tengely szerint nyUjtjuk a figgvényt.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Minden olyan figgvényt, ami az Yy tengelyre szimmetrikus, paros figgvénynek hivunk. Ezek a fliggvények azt tudjék,
hogy barmely Z-re amelyre értelmezve vannak:

f(~=) = f()

Azokat a fliggvényeket, amelyek az origéra szimmetrikusak, paratlan fliggvénynek nevezzik. A paratlan fliggvények
ugy mikédnek, hogy barmely -re amelyre értelmezve vannak:

f(-z) = —f(2)

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Ha az & kilénb6z6 pozitiv egész kitevs hatvanyait dsszeadjuk vagy kivonjuk, akkor polinomokat kapunk.
A polinomfliggvény altalanos alakja:

f(®)=a, 2" +a, 12" 1 +...a1x+qp

A legmagasabb foku tag egyttthatéjat hivjuk f6egyitthatonak.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Osszetett fliggvény és inverz fiiggvény

Ha az f(x) és g() fiiggvényeket egymésba agyazzuk, azaz az f fiiggvény T véltozéjanak helyére
behelyettesitjiik a g() fiiggvényt, dsszetett fiiggvényt kapunk.

fog=f(9())
Ebben az 6sszetett fliggvényben f fiiggvényt hivjuk kiils fiiggvénynek, ag fliggvényt pedig belsé fliggvénynek.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Minden figgvény egy & — Y hozzérendelés, aminek az inverze, ha az egydltalan létezik, azy +— I forditott
hozzarendelés.

Inverze csak azoknak a fuggvényeknek van, amik két kuldnbdz8-hez kildnbézd Y-okat rendelnek, ezt ugy
mondjuk, hogy kdlcsénesen egyértelm(iek, vagy kicsit révidebben injektivek.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Fliggvények hatarértéke és folytonossaga

Az f(x) fuggvény folytonos az a-ban, ha értelmezve van aza-ban, létezik és véges a hatarértéke aza-ban, és ami
a lényeg:

lim,, f(z) = f(a)
Az f(a:) flggvény folytonossa tehet az a-ban, ha létezik véges hatarértéke az a-ban.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Megszintethetd szakadas:

Ha létezik véges hatarériék az a-ban, de ez nem egyezik meg a fliggvényértékkel, akkor megszintethet§ szakadasa
van.

dlim, ,, f(z) =szam lim, ,, f(z) # f(a)

Nem megsziintehet§ szakadas, ugras:

Ha a bal és jobb oldalihatarérték két kiildnbdz8 szam az a-ban, akkor a szakadas nem megsziintethet6 és ugrasnak
hivjuk.

lim, ,,- f(z) =szam lim, ,,+ f(z) = masikszam lim, - f(z) # lim, ..+ f(2)

Nem megszintethet§, nem véges szakadas:
Ha a bal és jobb oldalihatarériék nem is véges az a-ban, akkor plane nem tehet6 folytonossa a fliggvény.

lim, ,,- f(z) =xo00 lim, ..+ f(x)==%o0

Nem megsziintethet§ oszcillalé szakadas:
Végil meglehetésen patologikus esetek is vannak, amikor még csak jobb vagy bal oldalihatarériek sem létezik.
ﬁlimm—m‘ f(m) /Elimm—ﬂﬁ f(ZU)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

; sinz __ : sinlZe

lim,, = 1 limpge e 1

. l-cosz __ 1 . l1-coslZe 1
lim, o0 == =5 limge o —5— =73

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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A hatarérték preciz definicidja

Az f(x) figgvény hatarériéke az Ty helyen B, ha minden€ > O-ravan olyand > 0, hogy ha |z — g |< J de
x # xy, akkor | f(x) — B |<e€

Az f(z) figgvény hatarériéke az Ty helyen +00, ha minden M > O-ra van olyand > 0, hogy ha |z — xp |< &
de T # x akkor f(z) > M.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az f(z) figgvény hatarériéke az Ty helyen B, ha minden€ > O-ravan olyand > 0, hogy ha |x — zy |< d de
x £ Xy, akkor |f(£l?) - B |< €

Az f(a:) fliggvény hatarértéke az &g helyen +00, ha minden M > O-ra van olyan 6 >0, hogy ha |:E — X |< )
de T # x akkor f(z) > M.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Derivalas

A derivalas lényege, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgdlja, mégpedig Ugy, hogy megnézi, milyen
meredek érint6 huzhaté a figgvény grafikonjahoz. Az érintd meredekségét pedig Ugy kapjuk meg, hogy veszink
rengeteg szel6t, amelyek egyre jobban "rasimulnak” az érintére, és igy a szel6k meredekségének a hatarértéke lesz
az érint6 meredeksége. A szel6k meredekségét irja le a differenciahanyados:

f(z)—f(=)

T—Iy

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A derivalas ugy m(ikédik, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgalja, mégpedig azzal, hogy megnézi,
milyen meredek érint§ hizhaté a figgvény grafikonjahoz. Ha az érint8 "folfele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"f6lfele megy" vagyis a figgvény ndvekszik. Hogyha pedig az érint6 "lefele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"lefele megy" tehét a figgvény csdkken. Egy figgvény érint6 egyenesének meredeksége a differencialhdnyados:

f(@)—f (=)

m = lim,_,, p—

Ezt nevezzik a fuggvény I pontban vett derivaltjanak. Hogyha a derivalt ebben a pontban pozitiv, az azt jelenti,
hogy pozitiv meredekség érintd hizhato a fliggvényhez. Vagyis a fliggvény ebben a pontban névekszik. Ha pedig a
derivalt ebben a pontban negativ, akkor negativ meredekség( érinté hizhaté a fliggvényhez, és igy a fliggvény
csokken. A derivalt tehat a fliggvény névekedési és csdkkenési szakaszait képes nekiink megmutatni, és hatalmas
szerepe van a fliggvények viselkedésének vizsgalatanal.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

(cy =0 (z") =nz»! (") =€e* (a*) =a”lna
1

lnz) = log 2 =1L (sinz) =cosz (cosz) = —sinz
a zIna
(tanz) = —— (arcsinz) = \/1177 (arccosz) = \/:? (arctanz) = -1

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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f és g derivalhat6 figgvények, és C valds szam esetén aderivalasi szabalyok:

(cf) =cf’ (%)':f?’
(F+g) =F+9
(fg) = F'g+ fd

(1)’ _ fo-1g
g g2
(£>l _ =

f 12

(f(9(2))) = £’ (9(x)) g ()

A derivalasi szabalyok megmutatjak, hogyan kell egy fliggvény konstans-szorosat derivalni, hogyan kell két figgvény
Osszegét vagy épp kilénbségét derivalni, mi lesz két fliggvény szorzatanak a derivaltja, mi lesz két fliggvény
hanyadosanak a derivéltja. Van két extra derivalasi szabaly is, amit érdemes tudni, az egyik amikor egy fliiggvényt
osztunk egy szammal, a masik pedig amikor egy szamot osztunk el egy fliggvénnyel. Mindkét esetben tortet
derivalunk, de nem kell a trotek derivalasara hasznalt eléggé komplikalt képletet hasznalni, hanem ezekre az esetekre
vannak egyszerlibb képletek. Végul pedig jon az 6sszetett fliggvények derivalasi szabalyavagyis a lanc-szabaly.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A lanc-szabaly az 6sszetett fliggvények derivalasi szabalya. Ha f és g derivalhaté fliggvények, akkor az f ésg
figgvények 6sszetételébdl kapott fliggvény derivaltja:

(f(9(2))) = £ (9(x)) 7 ()

Ezt a képletet nevezziik lanc-szabalynak, és érdemes alaposan begyakorlni, ugyanis ez szokta a legtébb gondot
okozni a derivalassal kapcsolatos feladatok megoldasa kézben.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A sinh x és cosh 2 hiperbolikus fliggvények kdzt fennallé azonossagok:
cosh? z —sinh?z =1

sinh 2z = 2sinh x - coshx

cosh 2z = cosh? z + sinh? z

sinh (x +y) = sinhx - coshy & coshz - sinhy

cosh (z £y) = coshx - coshy £ sinhz - sinhy

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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(coshz) =sinhz

(sinhz) = coshz

(tanhz) =

cosh? z

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A cosh x fuggvény inverze:

arcoshz = In (:13 + /22 =1 )

A sinh x figgvény inverze:

arsinhz = In (:1: + /x2 + 1)

A tanh x fiiggvény inverze:

11—z

artanhz = —;ln (Hm )

Megnézem a kapcsolddo epizédot

P 1
(arcoshz) = _—
: 1
(arsinhz) = o
(artanhz) =

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Differencialhatésag vizsgalata és az érinté egyenlete

A derivalas lényege, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgdlja, mégpedig Ugy, hogy megnézi, milyen
meredek érint6 huzhaté a figgvény grafikonjahoz. Az érintd meredekségét pedig Ugy kapjuk meg, hogy veszink
rengeteg szel6t, amelyek egyre jobban "rasimulnak” az érintére, és igy a szel6k meredekségének a hatarértéke lesz
az érint6 meredeksége. A szel6k meredekségét irja le a differenciahanyados:

f(z)—f(=)

T—Iy

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A derivalas ugy m(ikédik, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgalja, mégpedig azzal, hogy megnézi,
milyen meredek érint§ hizhaté a figgvény grafikonjahoz. Ha az érint8 "folfele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"f6lfele megy" vagyis a figgvény ndvekszik. Hogyha pedig az érint6 "lefele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"lefele megy" tehét a figgvény csdkken. Egy figgvény érint6 egyenesének meredeksége a differencialhdnyados:

f(@)—f (=)

m = lim,_,, p—

Ezt nevezzik a fuggvény I pontban vett derivaltjanak. Hogyha a derivalt ebben a pontban pozitiv, az azt jelenti,
hogy pozitiv meredekség érintd hizhato a fliggvényhez. Vagyis a fliggvény ebben a pontban névekszik. Ha pedig a
derivalt ebben a pontban negativ, akkor negativ meredekség( érinté hizhaté a fliggvényhez, és igy a fliggvény
csokken. A derivalt tehat a fliggvény névekedési és csdkkenési szakaszait képes nekiink megmutatni, és hatalmas
szerepe van a fliggvények viselkedésének vizsgalatanal.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A derivalt geometriai jelentése a fliggvény grafikonjahoz hdzott érint§ meredeksége.
Az érint6 egyenlete:
F(z) = f'(z0)(z —z0) + f(0)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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L’Hoépital szabaly

Legyen f és g derivalhaté az a szam kéryezetében (kivéve esetleg a-ban) és tegyiik fel, hogy ittg’ () # 0.

Ekkor, halim, ., f(z) =lim, ,, g(x) = Ovagy lim, ,, g(z) = +o00 éslim, .,

L’Hépital-szabaly (vagy L'Hospital-szabaly) szerint:

lim,_,, % = lim,_,q %

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

létezik, ekkor a

e =0 e*®=x
In0=—-o00 Inoco=o

19 1 _ 1
x==0 m=too S5 o0

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Koénnyi fiilggvényvizsgalat és szélséértékfeladatok

Az elaszticitas képlete:
—_z
E(z) = 2 - f'(a)

Egy flggvény elaszticitdsa azt mondja meg, hogyha 1%-kal ndveljik az x-et, akkor hany szazalékkal véltozik a
figgvény értéke.

E = 0 Teljesen rugalmatlan

|E |< 1 Rugalmatlan

|E |= 1 Egységnyi rugalmasséagu
|E |> 1 Rugalmas

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Teljes figgveényvizsgalat, gazdasagi feladatok

Ha a fliggvény derivéltja pozitiv, akkor a fliggvény né,
Ha a fliggvény derivaltja negativ, akkor a fliggvény csékken.

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Konkavnak nevezziik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "szomord hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekété egyenes felett halad.

Konvexnek nevezziik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "vidam hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekdtdé egyenes alatt halad.

A flggvény hangulatarél a masodik derivalt szolgaltat informaciot.
Ha a masodik derivalt negativ, akkor a fliggvény konkav, ha pozitiv, akkor konvex

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(x) fuggvény stacionarius pontja Ty, ha f differencialhat6 az o kémyezetében és f'(xp) =0

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Egy kifejezés értelmezési tartomdanyan azt a legb8vebb halmazt értjik, ahol értelmezve van.

Flggvény esetén azokat a szerencsés T-eket, amelyekhez a fliggvény hozzérendel egy Y szamot, a figgveny
értelmezési tartomanyanak nevezziik.

A kévetkezOket érdemes megjegyezni:

WOSezitt >0 PFata/e Gt barmi  log (ezitt > 0)  tort nevezs # 0

pl. f(z) = (zi§)4 értelmezési tartomanya V. € R\ {—3}, mert nincs gyék és nincs logaritmus, de tért van,

tehat a nevez6 nem lehet nulla (€ 7~ 3)

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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Parcialis derivalas, iranymenti derivalt, érintésik

Az f(CI?, y) flggvény T és Y szerinti derivéaltjaibdl allé vektort gradiensnek nevezzik.

A gradienst szokas derivaltvektornak is nevezni, és az f(w, y) kétvaltozos fliggvény gradiensvektorat ugy jeldljik,

hogy grad (f(z,y)).

A gradiensvektor elnevezés onnan ered, hogy éppen a gradiens vektor iranyaban emelkedik mindig a legjobban a
kétvaltozds fliggvény grafikonja, ami egy felllet.

Az f(z,y) figgvény derivaltvektora vagy méasként gradiense az (g, Yy ) pontban:

fz (0, %) ]

grad (f(zo,%0)) = V f(z0,%0) = lfé(ﬂfo,yo)

A gradiens segitségével tudjuk kiszdmitani az iranymenti derivaltat.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(x,y) figgvény T és Y szerinti derivaltjaibdl all6 vektort derivéltvektornak nevezzik.

A derivéltvektort szokas gradiensnek is nevezni, és az f(,y) kétvaltozés fiiggvény derivéltvektorat gy jeldliik,

hogy V f(z,v).

Az f(z,y) fiiggvény derivaltvektora vagy mésként gradiense az (g, ¥y ) pontban:

grad (f(zo,%)) = VF(20,%) = l;ﬁgzz:zz;]

A derivaltvektor segitségével tudjuk kiszamitani az iranymenti derivaltat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az iranymenti derivalt azt jelenti, hogy egy altalunk megadott tetszéleges irany mentén milyen meredeken
emelkedik a figgvény felllete.

Az f(:l:, y) fliggvény v iranymenti derivaltja a P(:L'O Yo ) pontban:

0f (2o,
f(agy ) = grad (f(zo,40)) ¢ ahole =

=

=

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az iranymenti derivalt azt jelenti, hogyha a kétvaltozos fliggvény grafikonjanak egy pontjaban all egy hagymaszé, és
elindul egy v iranyban, akkor ebben az irdnyban milyen meredeken emelkedik a fellilet.

Ahogy a v iranyt valtoztatjuk, aziranymenti derivalt értéke is valtozik.

Es van egy olyan V irény, ahol aziranymenti derivalt maximalis. Ezt az iranyt nevezzik gradiens iranynak és ez
mindig megegyezik a derivaltvektor iranyaval.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Az f(x) fuggvényhez a P(Zy, Yo, 2o ) pontban hizott érintésik egyenlete:

2= fa(20,%0)(z — o) + fy(0,%) (¥ — %) + F (%0, %)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A flggvényeket két nagy tipusba sorolhatjuk, az explicit és az implicit fliggvények csoportjaba. Az explicit figgvények
azok, amelyek egy konkrét képlettel vannak megadva, mig az implicit fliggvények valamilyen egyenlet formajaban
adhaték meg.

Egy figgvény akkor implicit, ha Y nincs kifejezve, vagyis nemy = . . . alakd.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha F'(x,y) = 0 egy implicit fliggvény, akkor derivéltja:

@ _ _Fé(r,y) dr _ _F;(xvy)
oz Fy(z,y) dy F(z,y)

Ha F(:El ¢ PR o | ) = 0 egy M valtozés implicit fliggvény, akkor az &;, mint implicit fliggvény derivéltjia az
Z; valtozd szerint:

ox; . Fj/(mlﬂwZ,' < Tni1)

51}] o .F%/(Cbl,.’tg,. <o Tnil )

Megnézem a kapcsolédo epizdédot
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Kétvaltozoés fuggvények

A kétvéltozos fliggvények gy mikédnek, hogy két valdés szamhoz rendelnek hozza egy harmadik valdés szamot.
Maskeént fogalmazva szdmparokhoz rendelnek hozza egy harmadik szdmot.

Ezeket a szamparokat tekinthetjik gy, mint a sik pontjainak koordinatait.
A kétvaltozés fliggvények ennek a siknak a pontjaihoz rendelnek hozza egy harmadik koordinatat, egy magassagot.

Az értelmezési tartomany minden pontjahoz hozzarendelve ezt a harmadik, magassag koordinatat, kirajzolddik az x,
y sik felett a fliggvény, ami egy felllet.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A Young-tétel szerint vegyes masodrend(i derivaltak egyenlék (egészen pontosan akkor egyenldk, ha a fliggvény
kétszer totalisan derivalhatd):

2 (Z,Y) = fyz(2,Y)

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az f(:l’:, y) flggvény T szerinti parcialis derivaltja:
fz(2,9)

Ez azt jelenti, hogy  szerint derivalunk, Yy most csak konstansnak szamit, ha énalléan all, akkor derivaltja nulla, ha
szorozva van valami Z-essel, akkor marad

Az f(a:, y) flggvény Y szerinti parcialis derivéltja:
y(z,y)

Ez azt jelenti, hogy Y szerint derivalunk, £ most csak konstansnak szamit, ha énalléan all, akkor derivaltja nulla, ha
szorozva van valami Y-ossel, akkor marad

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Elsé lépés:

of
S fi(2,9)

Masodik lépés:
fi(z,y) =0
fz; (3373/) =0

of
Ty = fy(z,y)

Az egyenletrendszer megoldasai a stacionarius pontok

Harmadik lépés:

f” —
Hadet
Hadet

Hadet

Hadet

v (2,y)  foy(z,y)

n
0z (Z,Y)
- £ n 7
xx Ty
n "
L J YT Yy
- £/ [/
xx Ty
n n
L J YT yy |
- £ "o
TT Ty
n n
L J YT Yy
- £ n 7
xx Ty
n "
L J YT Yy

fi(2,y)

pozitiv, és f!. > 0, akkor lokalis minimum van.

pozitiv, és f. < 0, akkor lokalis maximum van.

negativ, akkor nyeregpont van.

nulla, akkor tovabbi vizsgdlat sziikséges, de ilyen nem nagyon szokott lenni.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(z,y) fiiggvény értelmezési tartomanyénak azon pontjait, ahol mindkétparcidlis derivalt nulla, az f(x, y)
figgvény stacionarius pontjainak nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha az f tébbvaltozos fuggvénynek az &y & D f pontban leteznek f elsé parcialis derivaltjai és

1 f(xo) = 02 (o) = - -+ = Op f(w0) =0

akkor x( az f tébbvaltozos fliggvény stacionarius pontja.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A masodrend(i derivaltakbdél képzett matrix, amely segit eldénteni, hogy a fliggvénynek a stacionarius pontokban
minimuma, maximuma, vagy éppen nyeregpontja van-e.

[ 2z (T,Y)  fay(z,y)
- e (2,Y)  Fy(2,y)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A sik azon pontjainak 6sszességét, amelyekben azf flggvény ugyanazt a konstans értéket veszi fel, azaz
f(m, y) = ¢, az f fuggvény szintvonalanak nevezziik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az f(a:) flggvényhez a P(:BO >0 5 zo) pontban huzott érintésik egyenlete:

z=fi(zo,0)(x —x0) + (2o, %) (¥ — ) + f(20, %)

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az iranymenti derivalt azt jelenti, hogy egy altalunk megadott tetsz6legesv irany mentén milyen meredeken
emelkedik a figgvény felllete.

Az f(a:, y) fliggvény v iranymenti derivaltja a P(:L‘O, yo) pontban:

0f (2o,
f(agy ) = grad (f(zo,40)) ¢ ahole =

=

=3

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Komplex szamok

Van itt két komplex szam:2; = a + b, z9g = ¢+ d

A két komplex szdm 6sszege:

z21+2z=(a+c)+ (b+d)i

A két komplex szam kilénbsége:

21 —29=(a—c)+ (b—d)i

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Van itt két komplex szam:2; = a + bi, z9 = ¢+ d

A két komplex szam szorzata:

z1-29=(a+bi)-(c+di)=a-c—b-d+(a-d+b-c)i

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A komplex szamok egy valés és egy imaginérius (képzetes) szambdl épilnek fél. A valés szdmok a szokasos x
tengelyen helyezkednek el, mig az imaginarius szamok egy erre mer6leges y tengelyen, amit imaginarius tegelynek,
vagy képzetes tengelynek nevezlnk. Az imaginarius tengely egysége az i, ami olyan, mint a valés tengelyen az 1,
csak éppen egy meglehetésen furcsa dolgot tud. Az imaginarius egység egy olyan komplex szam, aminek a négyzete
—1 és 2-vel jeldljik, azaz

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A komplex szamokat azért hivjuk "komplex"nek, mert két részbdl tevédnek dssze. Egy valds és egy imaginarius
(képzetes) szambol épiilnek fol. A valdés szamok a szokasos x tengelyen helyezkednek el, mig az imaginarius
szamok egy erre mer6leges y tengelyen, amit imaginarius tegelynek, vagy képzetes tengelynek nevezink. A komplex
szamok egy valds szambol és egy imaginarius szambol tevédnek dssze:

z=a+bi
Itt @ és b valés szamok, az @ pedig az imaginarius egység, ami azt tudja, hogy2 = —1.

Magukat a valés szamokat és az imaginarius szamokat is komplex szamnak tekinthetjik. A valés szamok olyan
komplex szamok, amelyeknek az imaginarius része nulla, mig az imaginarius szamok olyankomplex szamok,
amelyeknek a valds része nulla. A komplex szamok egy sikon, az igynevezett komplex szamsikon helyezkednek el.
Kicsit olyanok, mint a koordinatageometridban a kétdimenziés sik vektorai, ahol az i és j bazisvektorkat szokéas
hasznalni, az x tengelynél az i és az y tengelynél a j vektorral. Ennek az analégianak készénhetéen vannak, akik az
imaginarius szdmokat nem is i-vel, hanem j-vel jeldlik. Bar ez segithet erGsiteni az analégiat a sik vektoraival, de
meégis zavard, mivel aki komolyabban is fogalakozik a komplex szamokkal, a hivatalos jeléléssel fog talalkozni, ahol
az imaginérius tengelyen i-k vannak.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A valés szamokat Gigy érdemes elképzelni, mint egy koordinatarendszer x tengelyét. Es minden helyet ki is téltenek a
valos szamok ezen a szamegyenesen. A komplex szamok egy valos és egy imaginarius (képzetes) részbdl éplilnek
fol, és szemléltetéslikh6z nem egy, hanem két koordinatatengelyre van sziikség. Az x tengelyen vannak a valés
szamok, az y tengelyen pedig az imaginarius, vagyis a képzetes szamok. A valdés szamok tengelyén az egység a
szokasos 1, mig az imagindrius szamok tengelyén az egység az i. A kétb tengely altal kifeszitett sikot nevezzik
komplex szamsiknak, vagy masknt Gauss-féle szamsiknak.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Van itt ez a komplex szam:

z=a+ b

Komplex szdmoknak van ilyenje, hogy imaginarius egység:
2 =-1

Komplex szamok konjugaltja:

z=a—bi

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Van itt ez a komplex szam:z2 = a + bi

Ennek a komplex szamnak az abszolutértéke:

|2 |= /a2 + b2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A z = a -+ bi komplex szam trigonometrikus alakja:

z =r1(cosB + isinf), ahol

r=+/a2 +b> cosf=2

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Van itt két komplex sz&m trigonometrikus alakban:zq = 1 (cos @y + ¢sinf; ), 2o = 1y (cosfy + isinby)

Komplex szamok szorzasa trigonometrikus alakban:

2129 =T179 (cos (01 + 05) + isin (6; + 6))
Komplex szamok osztasa trigonometrikus alakban:

A — %(cos (61 —6;) +isin (6, —6))

22

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Van itt ez a komplex szam trigonometrikus alakban:r (cos 6 + ¢sin 0)
Ekkor ennek a komplex szamnak az 11-edik hatvanya:
2" = 1" (cosnb + tsinnb)

Megnézem a kapcsolodo epizédot

Van itt ez a komplex szam trigonometrikus alakban:z2 = 7 (COSO + 2sin 9)

Ekkor ennek a komplex szamnak az 71-edik gyoke:

Z=r (cos B12hm 4 jsin P27 )

n

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Van itt két komplex szam exponencidlis alakban:z21 = 7 et , 29 =Ty et

Komplex szamok szorzésa exponencialis alakban:

2129 = 1o eif116)

Komplex szamok osztasa exponencialis alakban:

21— "1 gi(0—6s)
2 Ty

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Van itt ez a komplex szam exponencialis alakban:2 = re?

Ekkor ennek a komplex szamnak az 11-edik hatvanya:
2N — ,,,nem'a

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Van itt ez a komplex sza&m exponencialis alakban:z = re?

Ekkor ennek a komplex szamnak az 1-edik gyoke:

- 0+2km

\"/E = \"/1761 n

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Hatarozatlan integralas, primitiv fliggvény

Az f(x) fuggvény primitiv fiiggvényének jele F'() és azt tudja, hogy ha derivaljuk, akkor visszakapjuk f()-et,
azaz

Fl(z) = f(z)
Egy flggvény primitiv fliggvényeinek halmazat nevezzik a fliggvény hatarozatlan integraljanak.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

fa:”dazzfgi—i—c n# —1
[1der=In|z|+c
fetdr=e®+c

[a® dm:%—i—c

Jcosz dr =sinz+c

[sinz de = —cosz+¢

[—2—dz=tanz+c

cos?

[—=—dz=—cotz+c

sin” x

1 _
J 157 dz =arctanz + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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f(aa:—i—b)”dsc:%%—{—c

[ —Fdz=Inlaz+b|1+c

fea:v—l—b dr = et=tb 1 +c
a

az+b At 1
[A de=4—2+c

J cos (ax + b) dx = sin (az +b)1 + ¢
[sin (az +b) dz = —cos (ax 4+ b)2 + ¢

fm dz = tan (az + )1 +c

1 dr=—cot(ax+b)l+c
sin? (az+b) a

1 _ 1
IW dx = arctan (az +b) 1 + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Integralaskor a konstans szorz6 kivihetd:
fc . f = C- f f

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Osszeget kiildn-kiilén is integralhatunk:

[f+9=[Ff+[g

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha a szorzés elvégezhetd, akkor végezziik el, és utdna integraljunk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

[fe-f = e
a+1

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A parcialis integrélast szorzatok integralasara fejlesztették ki. Az elnevezés onnan ered, hogy a szorzatot részenként

fogjuk integralni:
Jf-d=fg9-[Ff-9

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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[f(g(x)) g (x)=F(g9(z))+c

Ez a tétel az dsszetett fliggvények integralasardl szél. Csak sajnos az a gond az 6sszetett fliggvényekkel, hogy az

integralasuk altalaban elég reménytelen vallalkozas.

Erdemes még néhany specialis esetet megjegyezniink:

feg.g’:eg+c fag.g’:i+c

Ina

g _ g _ :
[ [ir = arctang +c [ wer e arcsing + ¢

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Prébéalkozzunk a tort foldarabolasaval és utdna integraljunk.

actb g _ elatd)tb-% o dleatd) | B g
f cr+d dz = f cr+d dz = f ce+d + cr+d dz =

:f%—l—%da@:%mﬁ—Elnkx—i—dE

Megnézem a kapcsol6do epizédot

J&=m|f|+c

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A helyettesitéses integralas Iényege, hogy egy kifejezést u-val helyettesitiink annak reményében, hogy hatha igy

képesek lesziink majd megoldani a feladatot.

Hasznos helyettesitések:

az+b _
[ o dx vexr+d=u
[f(g(z)) dz  g(z)=u
J1-F f = sinu
JVIF S f=sinh®u

f—1 f = cosh?u

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Barmilyen raciondlis tortfliggvényt nagyon egyszerlen tudunk integralni. Mindéssze annyit kell tennliink, hogy
félbontjuk elemi tortekre és az elemi t6rteket az elébbi mddszereinkkel integraljuk.

f A dx—Afﬁdw:Alnm;c—kb’.%

f Az+B d A f _ A 2am+% dr =
az?+bztc = azr?+bz+tc L= 2a J az2+brte L=
2aB
2a az?+bz+c 2a az?+bx+tc ax?+bz+c

=4 (111 laz? + bz + |+ Zarctan (%:{: + 2a\/D) - \/TD)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A helyettesitéses integralas ugy miikédik, hogy egy kifejezést u-val helyettesitiink annak reményében, hogy hatha
igy képesek lesziink megoldani a feladatot.

A helyettesitéses integralas egyik legfurcsabb esete azu = tan % Olyankor hasznaljuk, ha a tortbensin x és
COS T is csak els@ fokon szerepel.

. 2u 1—u2 2
sine =-% cosx=-—% dxr= du
1+u? 1+u? 1+u?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Hatarozott integralas

Ha f(w) integralhaté az [a, b] intervallumon és létezik primitiv fliggvénye ezen az intervallumon, akkor aNewton
Leibniz formula szerint a hatarozott integraljat a kévetkezéképp szdmolhatjuk ki:

J? f(z) dz = [F(z)]) = F(b) — F(a)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f [a, b] intervallumon korlatos fiiggvény Riemann integralhaté az [a, b] intervallumon, ha egyetlen olyan szam
létezik, hogy barmely felosztasra:

s<I<S
ahol s az alsé kozelits 6sszeg:s = » »  M;(T; —T; 1) m; = inf{f(z), ¢ € [x; 1,2}
ahol S a fels6 kozelits 6sszeg: S = Y r, M;(x; — ;1) M; =sup{f(z), = € [z;_1,2;]}

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha integraljuk a pozitiv szamegyenesen az
_ 1
flz) ==
fuggveényt, akkor 0-t6l 1-ig is improprius integralt kapunk és 1-t8l végtelenig is.

Ha 0-t6l 1-ig integralunk:

1
jg]liadxz{T‘I‘lha‘a<1
w ochaa>1
Ha 1 és végtelen kéz6tt integralunk:

1
‘ﬁooiada}‘:{ahaa>1
m ocohaa<1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Forgastest térfogata:
V=n/’f(z)de

Forgastest felszine:

A=2r [* f(2)\/T+ (f (@) d

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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