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Komplex szamok

Van itt két komplex szam:2; = a + b, z9g = ¢+ d

A két komplex szdm 6sszege:

z21+2z=(a+c)+ (b+d)i

A két komplex szam kilénbsége:

21 —29=(a—c)+ (b—d)i

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Van itt két komplex szam:2; = a + bi, z9 = ¢+ d

A két komplex szam szorzata:

z1-29=(a+bi)-(c+di)=a-c—b-d+(a-d+b-c)i

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A komplex szamok egy valés és egy imaginérius (képzetes) szambdl épilnek fél. A valés szdmok a szokasos x
tengelyen helyezkednek el, mig az imaginarius szamok egy erre mer6leges y tengelyen, amit imaginarius tegelynek,
vagy képzetes tengelynek nevezlnk. Az imaginarius tengely egysége az i, ami olyan, mint a valés tengelyen az 1,
csak éppen egy meglehetésen furcsa dolgot tud. Az imaginarius egység egy olyan komplex szam, aminek a négyzete
—1 és 2-vel jeldljik, azaz

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A komplex szamokat azért hivjuk "komplex"nek, mert két részbdl tevédnek dssze. Egy valds és egy imaginarius
(képzetes) szambol épiilnek fol. A valdés szamok a szokasos x tengelyen helyezkednek el, mig az imaginarius
szamok egy erre mer6leges y tengelyen, amit imaginarius tegelynek, vagy képzetes tengelynek nevezink. A komplex
szamok egy valds szambol és egy imaginarius szambol tevédnek dssze:

z=a+bi
Itt @ és b valés szamok, az @ pedig az imaginarius egység, ami azt tudja, hogy2 = —1.

Magukat a valés szamokat és az imaginarius szamokat is komplex szamnak tekinthetjik. A valés szamok olyan
komplex szamok, amelyeknek az imaginarius része nulla, mig az imaginarius szamok olyankomplex szamok,
amelyeknek a valds része nulla. A komplex szamok egy sikon, az igynevezett komplex szamsikon helyezkednek el.
Kicsit olyanok, mint a koordinatageometridban a kétdimenziés sik vektorai, ahol az i és j bazisvektorkat szokéas
hasznalni, az x tengelynél az i és az y tengelynél a j vektorral. Ennek az analégianak készénhetéen vannak, akik az
imaginarius szdmokat nem is i-vel, hanem j-vel jeldlik. Bar ez segithet erGsiteni az analégiat a sik vektoraival, de
meégis zavard, mivel aki komolyabban is fogalakozik a komplex szamokkal, a hivatalos jeléléssel fog talalkozni, ahol
az imaginérius tengelyen i-k vannak.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A valés szamokat Gigy érdemes elképzelni, mint egy koordinatarendszer x tengelyét. Es minden helyet ki is téltenek a
valos szamok ezen a szamegyenesen. A komplex szamok egy valos és egy imaginarius (képzetes) részbdl éplilnek
fol, és szemléltetéslikh6z nem egy, hanem két koordinatatengelyre van sziikség. Az x tengelyen vannak a valés
szamok, az y tengelyen pedig az imaginarius, vagyis a képzetes szamok. A valdés szamok tengelyén az egység a
szokasos 1, mig az imagindrius szamok tengelyén az egység az i. A kétb tengely altal kifeszitett sikot nevezzik
komplex szamsiknak, vagy masknt Gauss-féle szamsiknak.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Van itt ez a komplex szam:

z=a+ b

Komplex szdmoknak van ilyenje, hogy imaginarius egység:
2 =-1

Komplex szamok konjugaltja:

z=a—bi

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Van itt ez a komplex szam:z2 = a + bi

Ennek a komplex szamnak az abszolutértéke:

|2 |= /a2 + b2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A z = a -+ bi komplex szam trigonometrikus alakja:

z =r1(cosB + isinf), ahol

r=+/a2 +b> cosf=2

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Van itt két komplex sz&m trigonometrikus alakban:zq = 1 (cos @y + ¢sinf; ), 2o = 1y (cosfy + isinby)

Komplex szamok szorzasa trigonometrikus alakban:

2129 =T179 (cos (01 + 05) + isin (6; + 6))
Komplex szamok osztasa trigonometrikus alakban:

A — %(cos (61 —6;) +isin (6, —6))

22

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Van itt ez a komplex szam trigonometrikus alakban:r (cos 6 + ¢sin 0)
Ekkor ennek a komplex szamnak az 11-edik hatvanya:
2" = 1" (cosnb + tsinnb)

Megnézem a kapcsolodo epizédot

Van itt ez a komplex szam trigonometrikus alakban:z2 = 7 (COSO + 2sin 9)

Ekkor ennek a komplex szamnak az 71-edik gyoke:

Z=r (cos B12hm 4 jsin P27 )

n

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Van itt két komplex szam exponencidlis alakban:z21 = 7 et , 29 =Ty et

Komplex szamok szorzésa exponencialis alakban:

2129 = 1o eif116)

Komplex szamok osztasa exponencialis alakban:

21— "1 gi(0—6s)
2 Ty

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Van itt ez a komplex szam exponencialis alakban:2 = re?

Ekkor ennek a komplex szamnak az 11-edik hatvanya:
2N — ,,,nem'a

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Van itt ez a komplex sza&m exponencialis alakban:z = re?

Ekkor ennek a komplex szamnak az 1-edik gyoke:

- 0+2km

\"/E = \"/1761 n

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Trigonometria, trigonometrikus egyenletek

Azt a kért a koordinatarendszerben, aminek kdzéppontja az origo és a sugara 1, egységkdrnek nevezzik.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

__ sinz
tanx = sz
cotx = =2
sin
sinfa+cos2a=1 sinfa=1—cos2a cosla=1—sin’a

cosa=sin (5 —a) cosa=sin(a+3) sina=sin(r—a)

sina=cos (5 —a) —sina=cos(a+%) —cosa=cos(m—aq)

sin2a = 2sinacosa  sin(a+ B) =sinacos 8 + cosasin 3

cos2a = cos?a—sin?a  cos (oc £ B) = cosaccos B F sinasin B
SiIl2 o= 1—cos 2a

2
COS2O£ — 1+cc;s2a

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az egységkérben az T tengely irdnyat kezd8 iranynak nevezzik, az egységvektor végpontjaba mutaté iranyt pedig
zaré iranynak. A két irany altal bezart sz6g &. Az egységvektor végpontjanak & koordinatajat nevezzik az & szég

koszinuszanak, és igy jeldljik: cos a.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az egységkérben az T tengely irdnyat kezd8 iranynak nevezzik, az egységvektor végpontjaba mutaté iranyt pedig
zaré irdnynak. A két irany altal bezart sz6g . Az egységvektor végpontjanak Y koordinatajat nevezzik az & sz6g

szinuszanak, és igy jelljik: sin c.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy ¢ sz6g tangense az & sz6g szinuszanak és koszinuszanak hanyadosaval egyenlé:

tanq = Sne aFrst+k-m k€z

Cos &

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A sin x és cos x fliggvények periodikusak, ez azt jelenti, hogy bizonyos id6kézénként megismétlik 6Snmagukat. Ezt
az id6kozt periddusnak nevezzik és az 6 esetilkben a periédus 27.

Ha van egy ilyen egyenlet, hogy
ing — 1

ST = 5

akkor ennek a periodikussaga miatt végtelen sok megoldasa van, ezért irjuk oda a megoldasok mégé, hogy—|—2k7r.

Tovabbi nehézség, hogy két megoldas is van, az egyiket a szamoldgéplnk adja, a masikat pedig...

Szinusz esetén Ugy, hogy a két megoldas 6sszegének7r-nek kell lennie.

Koszinusz esetén pedig Ugy, hogy a két megoldas mindig egymas minuszegyszerese.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Trigonometrikus figgvényeknek vagy szégfliiggvényeknek nevezziik azokat a fliggvényeket, amelyek tartalmaznak
trigonometrikus kifejezéseket, mint példaul szinusz, koszinusz vagy tangens. Ezek eredetileg egy derékszogl
haromszdg egy szége és két oldala hanyadosa kézti 6sszefliggéseket irja le.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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150 250 -0 2L
n n n

Megnézem a kapcsolédo epizdédot

Sorozatok hataréertéke

n—o0o n:—oo0o ndP—oo nfF— oo

Megnézem a kapcsolédo epizdédot

Megnézem a kapcsolddo epizédot

oohag>1
. Oha —1<g<1
7 7V 1hag=1
divhag < —1

Megnézem a kapcsolédo epizddot

(+5)" e

1Z¢
[0 Qo
(1 + E) — €

Ha IZE — 00

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Egy sorozatot konvergensnek neveziink, ha van egy olyan valds szam, ami a sorozat hatarértéke.

Ha ilyen sz&m nem létezik, akkor a sorozat divergens.

Egy sorozat lehet azért is divergens, mert végtelenbe tart, és lehet azért is, mert az égvilagon nem tart sehova. A
sehova nem tartd sorozatok mindig oszcillallé sorozatok.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Haa, — A ésc, — A ésvan olyan 1y, hogy mindenn > ng eseténa,, < b,, < ¢, akkorb,, — A.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Ja—1 ym—1 nk—=1

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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A végtelenbe tart6é sorozatok nagysagrendi sorrendje azt mondja meg, hogy melyik sorozat milyen Gtemben tart a
végtelenbe. Minél nagyobb nagysagrend(i egy sorozat, annal gyorsabban tart a végtelenbe. A nagysagrendi rangsor:

log, << ¥/n <<nk << g" <<nl<<n®

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az egyoldali rendér-elv arrél szél, hogyha egy sorozat végtelenbe tart, akkor elég alulrél becsiilni egy masik
végtelenhez tarté sorozattal, és az egyoldali rend6r-elv szerint az eredeti sorozat is végtelenbe fog tartani. Amikor
pedig az eredeti sorozat minusz végtelenbe tart, akkor az egyoldali renddr-elvet hasznalva fellilr8l becsliink egy
masik minusz végtelenbe tarté sorozattal:

Ha a,, — 00 és van olyan Ty, hogy minden 7 > 1 esetén a,, < b,, akkor b,, — oo0.
Ha a,, — —00 és van olyan T3y, hogy mindenm > 1 esetén a,, > b,, akkor b, — —o0.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Egy sorozatnak torlodasi pontja az A szam, ha barmilyen kis kdrnyezetében a sorozatnak végtelen sok tagja van.

Ennél precizebben az a,, sorozatnak torlédasi pontja az A szam, ha minden € > 0 esetén végtelen sok tagja van,
hogyA—€<an <A+te

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az a,, sorozat torlédasi pontjainak halmaza Iegyen{Ai}
Ekkor a sorozat limesz inferiorja:

liminfa, = inf {4;}

Es a limesz szuperior:

limsupa, =sup{4;}

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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Konvergencia és divergencia definicidja, kiisz6bindex keresése

Az a,, sorozat konvergens és hatérértéke az A szam, ha minden € > 0 esetén van olyan 13y kiiszdbindex, hogy
|an —A |< € minden 1t > Nyy-ra.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az a,, sorozat konvergens és hatérértéke az A szam, ha minden € > 0 esetén van olyan 1y kiiszébindex, hogy
la, — A |< emindenn > ng-ra

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az a,, sorozat divergens, és hatarértéke plusz végtelen, ha barmely M > 0 szam esetén van olyanny
kiiszébindex, hogy M < a,, mindenn > ny-ra.

Az a,, sorozat divergens, és hatarértéke minusz végtelen, ha barmely M < 0 szam esetén van olyan1y
kiiszébindex, hogy M > a,, mindenn > ny-ra.

Az a,, sorozat oszcillalva divergens, ha nincs semmilyen hatérértéke, vagysi sem egy valés szdmhoz, sem plusz
vagy minusz végtelenbe nem tart.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Monotonitas és korlatossag

Az a,, sorozat szigortian monoton né, ha0 < @11 — ay,.

Az a,, sorozat szigorian monoton csékken, ha( > Apy1 — Ay
Az a,, sorozat monoton né, ha0 < @, 1 — a,.

Az a,, sorozat monoton csdkken, ha( > Apy1 — Ay

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Fliggvények
Adott az f :A— B fliggvény. A flggvény értékkészlete azoknak az elemeknek a halmaza aB halmazban,

amelyek hozz4 vannak rendelve valamely A halmazbeli elemekhez.

Az értékkészlet jele az angol range szé alapjan, ami azt jelenti, hogy kiterjedés:Rf vagy az akadalymentesitett
jeldlése: E.K.

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Egy kifejezés értelmezési tartomanyan azt a legb&vebb halmazt értjik, ahol értelmezve van.

Flggvény esetén azokat a szerencsés T-eket, amelyekhez a fliggvény hozzérendel egy Y szamot, a figgveny
értelmezési tartomanyanak nevezziik.

A kovetkezbket érdemes megjegyezni:

P08z itt >0 Pralalezitt barmi  log (ezitt > 0)  tort nevezs # 0
pl: f(z) = -

tehat a nevez6 nem lehet nulla (€ 7~ 3)

42 T értelmezési tartomanya VY € R\ {—3}, mert nincs gydk és nincs logaritmus, de tort van,

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(x) fuggvényt egy |a, b[ intervallumon monoton névekedének mondunk, ha barmelyxy, o €|a, b| esetén, ha
x1 < To, akkor f(x1) < f(x9)

SzigorGian monoton ndvekeds, ha barmely T1, 2 €]a, b esetén, ha; < g, akkor f(1) < f(2)

Az f(z) fuggvényt egy |a, b[ intervallumon monoton csékkendnek mondunk, ha barmely 1, 3 €]a, b] esetén, ha
x1 < To, akkor f(x1) > f(z2)

Szigoruan monoton csékkend, ha barmely 1, To E]a,b[ esetén, haxy < 9, akkorf(a:l) > f(:th)

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Flggvény széls6értékén a maximumat illetve minimumat értjik.
Precizebben:

Az f(x) fuggvénynek az Ty € D pontjaban (globalis) maximuma van, ha minden € D esetén
f(z) < f(z0).
Az f(x) fuggvénynek az Ty € Dy pontjaban (globalis) minimuma van, ha mindenx € D esetén

f(z) = f(@o)-

Az f(x) fuggvénynek az £y € D pontjaban lokalis maximuma van, ha létezik olyan nem nulla kérnyezete, hogy
ott 6 a maximum.

Az f(x) fuggvénynek az Ty € D pontjaban lokalis minimuma van, ha létezik olyan nem nulla kérnyezete, hogy ott
6 a minimum.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Konkavnak nevezzik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "szomoru hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekdtsd egyenes felett halad.

Konvexnek nevezzik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "vidam hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekdt egyenes alatt halad.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Belsé flggvénytranszformacio: f(w + a), ez ugy mikodik, hogy az T tengely mentén tolja el a fliggvény grafikonjat.
Kiilsé fiiggvénytranszformacio: f(x) + a, ez pedig azy tengelyen tolja el a fiiggvényt.

Flggvény szorzasa szammal:a - f(m) ilyenkor megnyuijtjuk a fliggvényt azy tengely szerint.

Fuggvény valtozéjanak szorzdsa egy szammal: f(a . :1:) ilyenkor az T tengely szerint nyUjtjuk a figgvényt.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Minden olyan figgvényt, ami az Yy tengelyre szimmetrikus, paros figgvénynek hivunk. Ezek a fliggvények azt tudjék,
hogy barmely Z-re amelyre értelmezve vannak:

f(~=) = f()

Azokat a fliggvényeket, amelyek az origéra szimmetrikusak, paratlan fliggvénynek nevezzik. A paratlan fliggvények
ugy mikédnek, hogy barmely -re amelyre értelmezve vannak:

f(-z) = —f(2)

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Ha az & kilénb6z6 pozitiv egész kitevs hatvanyait dsszeadjuk vagy kivonjuk, akkor polinomokat kapunk.
A polinomfliggvény altalanos alakja:

f(®)=a, 2" +a, 12" 1 +...a1x+qp

A legmagasabb foku tag egyttthatéjat hivjuk f6egyitthatonak.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Osszetett fliggvény és inverz fiiggvény

Ha az f(x) és g() fiiggvényeket egymésba agyazzuk, azaz az f fiiggvény T véltozéjanak helyére
behelyettesitjiik a g() fiiggvényt, dsszetett fiiggvényt kapunk.

fog=f(9())
Ebben az 6sszetett fliggvényben f fiiggvényt hivjuk kiils fiiggvénynek, ag fliggvényt pedig belsé fliggvénynek.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Minden figgvény egy & — Y hozzérendelés, aminek az inverze, ha az egydltalan létezik, azy +— I forditott
hozzarendelés.

Inverze csak azoknak a fuggvényeknek van, amik két kuldnbdz8-hez kildnbézd Y-okat rendelnek, ezt ugy
mondjuk, hogy kdlcsénesen egyértelm(iek, vagy kicsit révidebben injektivek.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

&5 MATEKING.HU - MATEK 1 KANDO KEPLETGYUJTEMENY
14. OLDAL


https://www.mateking.hu/matek-1-kando/osszetett-fuggveny-es-inverz-fuggveny/az-osszetett-fuggveny
https://www.mateking.hu/matek-1-kando/osszetett-fuggveny-es-inverz-fuggveny/az-inverz-fuggveny

15. OLDAL
&35 MATEKING.HU - MATEK 1 KANDO KEPLETGYUJTEMENY

Fliggvények hatarértéke és folytonossaga

Az f(x) fuggvény folytonos az a-ban, ha értelmezve van aza-ban, létezik és véges a hatarértéke aza-ban, és ami
a lényeg:

lim,, f(z) = f(a)
Az f(a:) flggvény folytonossa tehet az a-ban, ha létezik véges hatarértéke az a-ban.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Megszintethetd szakadas:

Ha létezik véges hatarériék az a-ban, de ez nem egyezik meg a fliggvényértékkel, akkor megszintethet§ szakadasa
van.

dlim, ,, f(z) =szam lim, ,, f(z) # f(a)

Nem megsziintehet§ szakadas, ugras:

Ha a bal és jobb oldalihatarérték két kiildnbdz8 szam az a-ban, akkor a szakadas nem megsziintethet6 és ugrasnak
hivjuk.

lim, ,,- f(z) =szam lim, ,,+ f(z) = masikszam lim, - f(z) # lim, ..+ f(2)

Nem megszintethet§, nem véges szakadas:
Ha a bal és jobb oldalihatarériék nem is véges az a-ban, akkor plane nem tehet6 folytonossa a fliggvény.

lim, ,,- f(z) =xo00 lim, ..+ f(x)==%o0

Nem megsziintethet§ oszcillalé szakadas:
Végil meglehetésen patologikus esetek is vannak, amikor még csak jobb vagy bal oldalihatarériek sem létezik.
ﬁlimm—m‘ f(m) /Elimm—ﬂﬁ f(ZU)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

; sinz __ : sinlZe

lim,, = 1 limpge e 1

. l-cosz __ 1 . l1-coslZe 1
lim, o0 == =5 limge o —5— =73

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

&5 MATEKING.HU - MATEK 1 KANDO KEPLETGYUJTEMENY
15. OLDAL


https://www.mateking.hu/matek-1-kando/fuggvenyek-hatarerteke-es-folytonossaga/a-folytonossag
https://www.mateking.hu/analizis-1/fuggvenyek-hatarerteke-es-folytonossaga
https://www.mateking.hu/analizis-1/fuggvenyek-hatarerteke-es-folytonossaga
https://www.mateking.hu/analizis-1/fuggvenyek-hatarerteke-es-folytonossaga
https://www.mateking.hu/analizis-1/fuggvenyek-hatarerteke-es-folytonossaga
https://www.mateking.hu/matek-1-kando/fuggvenyek-hatarerteke-es-folytonossaga/trigonometrikus-hatarertekek
https://www.mateking.hu/matek-1-kando/fuggvenyek-hatarerteke-es-folytonossaga/fuggveny-hatarertek-vegtelenben

16. OLDAL
&35 MATEKING.HU - MATEK 1 KANDO KEPLETGYUJTEMENY

A hatarérték preciz definicidja

Az f(x) figgvény hatarériéke az Ty helyen B, ha minden€ > O-ravan olyand > 0, hogy ha |z — g |< J de
x # xy, akkor | f(x) — B |<e€

Az f(z) figgvény hatarériéke az Ty helyen +00, ha minden M > O-ra van olyand > 0, hogy ha |z — xp |< &
de T # x akkor f(z) > M.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az f(z) figgvény hatarériéke az Ty helyen B, ha minden€ > O-ravan olyand > 0, hogy ha |x — zy |< d de
x £ Xy, akkor |f(£l?) - B |< €

Az f(a:) fliggvény hatarértéke az &g helyen +00, ha minden M > O-ra van olyan 6 >0, hogy ha |:E — X |< )
de T # x akkor f(z) > M.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Hatvanyozas, logaritmus, exponencialis és logaritmusos
egyenletek

Hatvanyozas azonosségai:

aak = gtk
a® _ n-k -n — 1
T =a a ==

(@) =a*  av =@
ar = (ya)" = VaF
a"b” = (ab)”

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Exponencialis fllggvénynek nevezzik az f(w) = a” alaku fiiggvényeket, ahola > 0 valés szam.
Az exponencidlis fliggvények meglehetdsen fontosak a matematikaban, s6t nem csak a matematikaban.

llyen flggvények irjék le a baktériumok szaporodasét, a radioaktiv elemek bomlasat, a szamitégépek
teljesitményének névekedését és még rengeteg més dolgot.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

logax azt mondja meg, hogy a@-t hanyadik hatvanyra kell emelni ahhoz, hogyZ-et kapjunk.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

log,xy =log,z +log,y
log, % =log,z —log,y
log, ™ =nlog,

log, Vak = %loga:c

__logyz

log,z = oz, a

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Az exponencidlis egyenletek megoldasanak kulcsa, hogy a két oldalt azonos hatvanyalapra hozzuk, mert ekkor
a* =a=z=0>

igy hat az egyenlet két oldalat addig alakitgatjuk a hatvanyozas azonosséagainak segitségével, amig erre az alakra
nem jutunk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Exponencialis egyenlétlenséget ugyanugy kell mint az egyenletet, amire figyelni kell csupan az az, hogy amikor
elhagyjuk a hatvanyalapot, nem mindegy, hogy az 1-nél nagyobb, vagy kisebb szam-e.

Ha az alap 1-nél nagyobb szam, akkor nem térténik semmi, az alap elhagyasa utan az egyenlétlenség iranya
megmarad.

Ha viszont az alap 1-nél kisebb szam, akkor az alap elhagyasa utan az egyenlétlenség iranya megfordul.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A logaritmikus egyenletek megoldasanak Iényege, hogy ilyen alakra jussunk:
log,z =0

Mert innen a logaritmus definicidja miatt az kévetkezik, hogy

x=ab

Ahhoz, hogy a bonyolultabb egyenleteket is ilyen alakra hozzuk, a logaritmus azonossagait hasznaljuk.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Derivalas

A derivalas lényege, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgdlja, mégpedig Ugy, hogy megnézi, milyen
meredek érint6 huzhaté a figgvény grafikonjahoz. Az érintd meredekségét pedig Ugy kapjuk meg, hogy veszink
rengeteg szel6t, amelyek egyre jobban "rasimulnak” az érintére, és igy a szel6k meredekségének a hatarértéke lesz
az érint6 meredeksége. A szel6k meredekségét irja le a differenciahanyados:

f(z)—f(=)

T—Iy

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A derivalas ugy m(ikédik, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgalja, mégpedig azzal, hogy megnézi,
milyen meredek érint§ hizhaté a figgvény grafikonjahoz. Ha az érint8 "folfele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"f6lfele megy" vagyis a figgvény ndvekszik. Hogyha pedig az érint6 "lefele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"lefele megy" tehét a figgvény csdkken. Egy figgvény érint6 egyenesének meredeksége a differencialhdnyados:

f(@)—f (=)

m = lim,_,, p—

Ezt nevezzik a fuggvény I pontban vett derivaltjanak. Hogyha a derivalt ebben a pontban pozitiv, az azt jelenti,
hogy pozitiv meredekség érintd hizhato a fliggvényhez. Vagyis a fliggvény ebben a pontban névekszik. Ha pedig a
derivalt ebben a pontban negativ, akkor negativ meredekség( érinté hizhaté a fliggvényhez, és igy a fliggvény
csokken. A derivalt tehat a fliggvény névekedési és csdkkenési szakaszait képes nekiink megmutatni, és hatalmas
szerepe van a fliggvények viselkedésének vizsgalatanal.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

(cy =0 (z") =nz»! (") =€e* (a*) =a”lna
1

lnz) = log 2 =1L (sinz) =cosz (cosz) = —sinz
a zIna
(tanz) = —— (arcsinz) = \/1177 (arccosz) = \/:? (arctanz) = -1

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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f és g derivalhat6 figgvények, és C valds szam esetén aderivalasi szabalyok:

(cf) =cf’ (%)':f?’
(F+g) =F+9
(fg) = F'g+ fd

(1)’ _ fo-1g
g g2
(£>l _ =

f 12

(f(9(2))) = £’ (9(x)) g ()

A derivalasi szabalyok megmutatjak, hogyan kell egy fliggvény konstans-szorosat derivalni, hogyan kell két figgvény
Osszegét vagy épp kilénbségét derivalni, mi lesz két fliggvény szorzatanak a derivaltja, mi lesz két fliggvény
hanyadosanak a derivéltja. Van két extra derivalasi szabaly is, amit érdemes tudni, az egyik amikor egy fliiggvényt
osztunk egy szammal, a masik pedig amikor egy szamot osztunk el egy fliggvénnyel. Mindkét esetben tortet
derivalunk, de nem kell a trotek derivalasara hasznalt eléggé komplikalt képletet hasznalni, hanem ezekre az esetekre
vannak egyszerlibb képletek. Végul pedig jon az 6sszetett fliggvények derivalasi szabalyavagyis a lanc-szabaly.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A lanc-szabaly az 6sszetett fliggvények derivalasi szabalya. Ha f és g derivalhaté fliggvények, akkor az f ésg
figgvények 6sszetételébdl kapott fliggvény derivaltja:

(f(9(2))) = £ (9(x)) 7 ()

Ezt a képletet nevezziik lanc-szabalynak, és érdemes alaposan begyakorlni, ugyanis ez szokta a legtébb gondot
okozni a derivalassal kapcsolatos feladatok megoldasa kézben.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A sinh x és cosh 2 hiperbolikus fliggvények kdzt fennallé azonossagok:
cosh? z —sinh?z =1

sinh 2z = 2sinh x - coshx

cosh 2z = cosh? z + sinh? z

sinh (x +y) = sinhx - coshy & coshz - sinhy

cosh (z £y) = coshx - coshy £ sinhz - sinhy

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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(coshz) =sinhz

(sinhz) = coshz

(tanhz) =

cosh? z

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A cosh x fuggvény inverze:

arcoshz = In (:13 + /22 =1 )

A sinh x figgvény inverze:

arsinhz = In (:1: + /x2 + 1)

A tanh x fiiggvény inverze:

11—z

artanhz = —;ln (Hm )

Megnézem a kapcsolddo epizédot

P 1
(arcoshz) = _—
: 1
(arsinhz) = o
(artanhz) =

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Differencialhatésag vizsgalata és az érinté egyenlete

A derivalas lényege, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgdlja, mégpedig Ugy, hogy megnézi, milyen
meredek érint6 huzhaté a figgvény grafikonjahoz. Az érintd meredekségét pedig Ugy kapjuk meg, hogy veszink
rengeteg szel6t, amelyek egyre jobban "rasimulnak” az érintére, és igy a szel6k meredekségének a hatarértéke lesz
az érint6 meredeksége. A szel6k meredekségét irja le a differenciahanyados:

f(z)—f(=)

T—Iy

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A derivalas ugy m(ikédik, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgalja, mégpedig azzal, hogy megnézi,
milyen meredek érint§ hizhaté a figgvény grafikonjahoz. Ha az érint8 "folfele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"f6lfele megy" vagyis a figgvény ndvekszik. Hogyha pedig az érint6 "lefele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"lefele megy" tehét a figgvény csdkken. Egy figgvény érint6 egyenesének meredeksége a differencialhdnyados:

f(@)—f (=)

m = lim,_,, p—

Ezt nevezzik a fuggvény I pontban vett derivaltjanak. Hogyha a derivalt ebben a pontban pozitiv, az azt jelenti,
hogy pozitiv meredekség érintd hizhato a fliggvényhez. Vagyis a fliggvény ebben a pontban névekszik. Ha pedig a
derivalt ebben a pontban negativ, akkor negativ meredekség( érinté hizhaté a fliggvényhez, és igy a fliggvény
csokken. A derivalt tehat a fliggvény névekedési és csdkkenési szakaszait képes nekiink megmutatni, és hatalmas
szerepe van a fliggvények viselkedésének vizsgalatanal.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A derivalt geometriai jelentése a fliggvény grafikonjahoz hdzott érint§ meredeksége.
Az érint6 egyenlete:
F(z) = f'(z0)(z —z0) + f(0)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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b,
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Koénnyi fiilggvényvizsgalat és szélséértékfeladatok

Az elaszticitas képlete:
—_z
E(z) = 2 - f'(a)

Egy flggvény elaszticitdsa azt mondja meg, hogyha 1%-kal ndveljik az x-et, akkor hany szazalékkal véltozik a
figgvény értéke.

E = 0 Teljesen rugalmatlan

|E |< 1 Rugalmatlan

|E |= 1 Egységnyi rugalmasséagu
|E |> 1 Rugalmas

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

b
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Teljes figgveényvizsgalat, gazdasagi feladatok

Ha a fliggvény derivéltja pozitiv, akkor a fliggvény né,
Ha a fliggvény derivaltja negativ, akkor a fliggvény csékken.

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Konkavnak nevezziik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "szomord hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekété egyenes felett halad.

Konvexnek nevezziik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "vidam hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekdtdé egyenes alatt halad.

A flggvény hangulatarél a masodik derivalt szolgaltat informaciot.
Ha a masodik derivalt negativ, akkor a fliggvény konkav, ha pozitiv, akkor konvex

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(x) fuggvény stacionarius pontja Ty, ha f differencialhat6 az o kémyezetében és f'(xp) =0

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Egy kifejezés értelmezési tartomdanyan azt a legb8vebb halmazt értjik, ahol értelmezve van.

Flggvény esetén azokat a szerencsés T-eket, amelyekhez a fliggvény hozzérendel egy Y szamot, a figgveny
értelmezési tartomanyanak nevezziik.

A kovetkezBket érdemes megjegyezni:

WOSezitt >0 PFata/e Gt barmi  log (ezitt > 0)  tort nevezs # 0

pl. f(z) = (zi§)4 értelmezési tartomanya V. € R\ {—3}, mert nincs gyék és nincs logaritmus, de tért van,

tehat a nevez6 nem lehet nulla (€ 7~ 3)

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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25. OLDAL

L’Hoépital szabaly

Legyen f és g derivalhaté az a szam kéryezetében (kivéve esetleg a-ban) és tegyiik fel, hogy ittg’ () # 0.

Ekkor, halim, ., f(z) =lim, ,, g(x) = Ovagy lim, ,, g(z) = +o00 éslim, .,

L’Hépital-szabaly (vagy L'Hospital-szabaly) szerint:

lim,_,, % = lim,_,q %

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

létezik, ekkor a

e =0 e*®=x

In0=—-o00 Inoco=o
1 _ 1 _ 1 _
=0 5=t —=-

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Hatarozatlan integralas, primitiv fliggvény

Az f(x) fuggvény primitiv fiiggvényének jele F'() és azt tudja, hogy ha derivaljuk, akkor visszakapjuk f()-et,
azaz

Fl(z) = f(z)
Egy flggvény primitiv fliggvényeinek halmazat nevezzik a fliggvény hatarozatlan integraljanak.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

fa:”dazzfgi—i—c n# —1
[1der=In|z|+c
fetdr=e®+c

[a® dm:%—i—c

Jcosz dr =sinz+c

[sinz de = —cosz+¢

[—2—dz=tanz+c

cos?

[—=—dz=—cotz+c

sin” x

1 _
J 157 dz =arctanz + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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27. OLDAL

f(aa:—i—b)”dsc:%%—{—c

[ —Fdz=Inlaz+b|1+c

feaz—l—b dr = et=tb 1 +c
a

az+b At 1
[A de=4—2+c

J cos (ax + b) dx = sin (az +b)1 + ¢
[sin (az +b) dz = —cos (ax 4+ b)2 + ¢

fm dz = tan (az + )1 +c

1 dr=—cot(ax+b)l+c
sin? (az+b) a

1 _ 1
IW dx = arctan (az +b) 1 + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Integralaskor a konstans szorz6 kivihetd:
fc . f = C- f f

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Osszeget kiildn-kiilén is integralhatunk:

[f+9=[Ff+[g

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha a szorzés elvégezhetd, akkor végezziik el, és utdna integraljunk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

[fe-f = e
a+1

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A parcialis integrélast szorzatok integralasara fejlesztették ki. Az elnevezés onnan ered, hogy a szorzatot részenként

fogjuk integralni:
Jf-d=fg9-[Ff-9

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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28. OLDAL

[f(g(x)) g (x)=F(g9(z))+c

Ez a tétel az dsszetett fliggvények integralasardl szél. Csak sajnos az a gond az 6sszetett fliggvényekkel, hogy az

integralasuk altalaban elég reménytelen vallalkozas.

Erdemes még néhany specialis esetet megjegyezniink:

feg.g’:eg+c fag.g’:i+c

Ina

g _ g _ :
[ [ir = arctang +c [ wer e arcsing + ¢

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Prébéalkozzunk a tort foldarabolasaval és utdna integraljunk.

actb g _ elatd)tb-% o dleatd) | B g
f cr+d dz = f cr+d dz = f ce+d + cr+d dz =

:f%—l—%da@:%mﬁ—Elnkx—i—dE

Megnézem a kapcsol6do epizédot

J&=m|f|+c

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A helyettesitéses integralas Iényege, hogy egy kifejezést u-val helyettesitiink annak reményében, hogy hatha igy

képesek lesziink majd megoldani a feladatot.

Hasznos helyettesitések:

az+b _
[ o dx vexr+d=u
[f(g(z)) dz  g(z)=u
J1-F f = sinu
JVIF S f=sinh®u

f—1 f = cosh?u

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Barmilyen raciondlis tortfliggvényt nagyon egyszerlen tudunk integralni. Mindéssze annyit kell tennliink, hogy
félbontjuk elemi tortekre és az elemi t6rteket az elébbi mddszereinkkel integraljuk.

f A dx—Afﬁdw:Alnm;c—kb’.%

f Az+B d A f _ A 2am+% dr =
az?+bztc = azr?+bz+tc L= 2a J az2+brte L=
2aB
2a az?+bz+c 2a az?+bx+tc ax?+bz+c

=4 (111 laz? + bz + |+ Zarctan (%:{: + 2a\/D) - \/TD)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A helyettesitéses integralas ugy miikédik, hogy egy kifejezést u-val helyettesitiink annak reményében, hogy hatha
igy képesek lesziink megoldani a feladatot.

A helyettesitéses integralas egyik legfurcsabb esete azu = tan % Olyankor hasznaljuk, ha a tortbensin x és
COS T is csak els@ fokon szerepel.

. 2u 1—u2 2
sine =-% cosx=-—% dxr= du
1+u? 1+u? 1+u?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Hatarozott integralas

Ha f(w) integralhaté az [a, b] intervallumon és létezik primitiv fliggvénye ezen az intervallumon, akkor aNewton
Leibniz formula szerint a hatarozott integraljat a kévetkezéképp szdmolhatjuk ki:

J? f(z) dz = [F(z)]) = F(b) — F(a)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f [a, b] intervallumon korlatos fiiggvény Riemann integralhaté az [a, b] intervallumon, ha egyetlen olyan szam
létezik, hogy barmely felosztasra:

s<I<S
ahol s az alsé kozelits 6sszeg:s = » »  M;(T; —T; 1) m; = inf{f(z), ¢ € [x; 1,2}
ahol S a fels6 kozelits 6sszeg: S = Y r, M;(x; — ;1) M; =sup{f(z), = € [z;_1,2;]}

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha integraljuk a pozitiv szamegyenesen az
_ 1
flz) ==
fuggveényt, akkor 0-t6l 1-ig is improprius integralt kapunk és 1-t8l végtelenig is.

Ha 0-t6l 1-ig integralunk:

1
jg]liadxz{T‘I‘lha‘a<1
w ochaa>1
Ha 1 és végtelen kéz6tt integralunk:

1
‘ﬁooiada}‘:{ahaa>1
m ocohaa<1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Forgastest térfogata:
V=n/’f(z)de

Forgastest felszine:

A=2r [* f(2)\/T+ (f (@) d

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Polinomok, polinomosztas, polinomfliggvények

Minden olyan fliggvényt, ami azy tengelyre szimmetrikus, péros fliggvénynek hivunk. Ezek a figgvények azt tudjak,
hogy barmely -re amelyre értelmezve vannak:

f(-2) = f(z)

Azokat a fliggvényeket, amelyek az origéra szimmetrikusak, paratlan fliggvénynek nevezziik. A paratlan figgvények
ugy miikddnek, hogy barmely -re amelyre értelmezve vannak:

f(-2) = ~f(2)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha az & kilénb6z6 pozitiv egész kitevls hatvanyait 6sszeadjuk vagy kivonjuk, akkor polinomokat kapunk.
A polinomfuggvény altalanos alakja:

f(z) =a,2" +a,_12" 1 +...a1x +qp

A legmagasabb foku tag egyditthatdjat hivjuk f6egyltthaténak.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Sorok 6sszege és sorok konvergenciaja

Azokat a sorokat nevezzik mértani sornak, amelyek igy néznek ki, mint ez:
o0

Zn:() a’l qn

Ha |q ]< 1 akkor a mértani sor konvergens és 6sszege
o n_ &

Ha |q |Z 1 akkor a sor divergens.

Megnézem a kapcsoldédd epizédot

Egy végtelen sor akkor konvergens, ha részletdsszegsorozata konvergens és ekkor a sor 6sszege:

> a, =limS,

Megnézem a kapcsolédd epizédot

Halim a,, # 0 akkor » _ a,, divergens.

Megnézem a kapcsolédd epizédot

A Z (—1)" - a,, sor konvergens, haa,, — 0 monoton csdkkend sorozat.

Megnézem a kapcsolédd epizédot

A Z a,, sor konvergenciaja a gyok kritérium alapjan igy dénthet6 el:
Ha lim \"/m < 1 akkor Y _ a,, abszoldt konvergens.

Ha lim \"/m > 1 akkor ) _ ay, divergens.

Ha lim \"/m = 1 akkor nem tudunk semmit.

Megnézem a kapcsolddd epizddot

A Z a,, sor konvergencigja a hanyados kritérium alapjan igy dénthet6 el:

Ha lim |a:’l—“| < 1 akkor ) _ a,, abszolit konvergens.
Halim |aZ—+1] > 1 akkor ) _ @y, divergens.
Ha lim |a:’l—“| = 1 akkor nem tudunk semmit.

Megnézem a kapcsolédd epizédot
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Ha a,, — 0 pozitiv tagti monoton csdkkend sorozat, akkor a
Y (-1)"a, =—a;+as —az+ag—...
végtelen sort Leibniz sornak nevezzik.

Megnézem a kapcsolddd epizédot

Ha ) ay és Y by, nem negativ tagu sorok, és egy bizonyos tagtéla,, < b, akkor
Z bn konvergens = Z a,, is konvergens
> a, divergens = > b,, is divergens

Megnézem a kapcsolddé epizddot

oo 1 konvergens, ha o > 1
n=l no divergens, haa < 1

Megnézem a kapcsolddo epizddot

A teleszkopikus sorok olyan végtelennek tlind 6sszegek, amik megfeleld atalakitasok utan mar csak véges sok tagbdl
allnak.

Példaul:
° 1 1 1 L ... 1 - 1_1,1_ 1,1 1.4, 1_ 1 1
Zn:1n(n+1)_ﬁ+ﬁ+ﬁ+ +n(n+1) 12 T2 3 T3 4Tty nt+l 1 n+1

Megnézem a kapcsolodd epizédot

Ha Xy a hatvanysor kézéppontja, akkor az ( pont 7 sugaru kérnyezetét konvergencia tartomanynak nevezzik, ahol7 a
konvergenciasugar.

A konvergencia tartomany belsé pontjaiban a hatvanysor abszolit konvergens, a végpontokat pedig kiilén kell vizsgalni.

Megnézem a kapcsolddo epizddot

Ha T\ a hatvanysor kdzéppontja, akkor az Iy pont " sugaru kdérnyezetét konvergencia tartomanynak nevezzik.

A konvergencia tartomany belsé pontjaiban a hatvanysor abszolit konvergens, a végpontokat pedig kilén kell vizsgalni.

Megnézem a kapcsolddo epizddot
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https://www.mateking.hu/matek-1-kando/sorok-osszege-es-sorok-konvergenciaja/a-sorok-konvergenciajara-vonatkozo-konvergencia-kriteriumok
https://www.mateking.hu/matek-1-kando/sorok-osszege-es-sorok-konvergenciaja/az-osszehasonlito-kriterium
https://www.mateking.hu/matek-1-kando/sorok-osszege-es-sorok-konvergenciaja/az-osszehasonlito-kriterium
https://www.mateking.hu/matek-1-kando/sorok-osszege-es-sorok-konvergenciaja/sorok-osszegenek-kiszamolasa-1-resz
https://www.mateking.hu/analizis-2/sorok-hatvanysorok-taylor-sorok
https://www.mateking.hu/analizis-2/sorok-hatvanysorok-taylor-sorok
https://www.mateking.hu/analizis-2/sorok-hatvanysorok-taylor-sorok
https://www.mateking.hu/matek-1-kando/sorok-osszege-es-sorok-konvergenciaja/hatvanysorok
https://www.mateking.hu/analizis-2/sorok-hatvanysorok-taylor-sorok
https://www.mateking.hu/analizis-2/sorok-hatvanysorok-taylor-sorok
https://www.mateking.hu/analizis-2/sorok-hatvanysorok-taylor-sorok
https://www.mateking.hu/matek-1-kando/sorok-osszege-es-sorok-konvergenciaja/hatvanysorok
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Taylor polinom és Taylor sor

Legyen f(x) k-szor differencialhato egy I intervallumon, ami tartalmazza az @ szamot. Ekkor az f(w) flggvény a
pontban felirt k-adfokt Taylor polinomja:

T(@) =Y o 12 (z —

n=0 n!

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Legyen f(w) akarhanyszor differencialhaté egy I intervallumon, ami tartalmazza az @ szamot. Ekkor az f(w)
figgvény a pontban felirt Taylor sora:

T(a) = Y20 1 (z — a

n=0 p

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az e* Inz,sinz éscosx flggvények Taylor sorai:

=2 1z Inz=Y ()i

n=0 71 n=1 n

(@ — 1)

vy (V" oon oo (BD onn
cosT = ", rd sinz= Dm0 Iy

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha f(il:) egymas utan k-szor folytonosan differencialhaté az [a, b] zart intervallumon, és k + 1-edszer
differencialhaté az (a, b) nyilt intervallumon, akkor létezik olyanc € (a, b) amire

™ (g *k+D) (.
f0) =T®) +RO) = Tk, 2 b—ay + LD (b—a)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

&5 MATEKING.HU - MATEK 1 KANDO KEPLETGYUJTEMENY
34. OLDAL


https://www.mateking.hu/matek-1-kando/taylor-polinom-es-taylor-sor/a-taylor-polinom-es-a-taylor-sor
https://www.mateking.hu/matek-1-kando/taylor-polinom-es-taylor-sor/a-taylor-polinom-es-a-taylor-sor
https://www.mateking.hu/matek-1-kando/taylor-polinom-es-taylor-sor/taylor-sorok
https://www.mateking.hu/matek-1-kando/taylor-polinom-es-taylor-sor/a-lagrange-fele-maradektag
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