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Sikidomok, haromszégek, négyszogek, sokszogek

Sikidomnak nevezzik a sik zart vonalakkal korilhatarolt részét.

A zart vonal azt jelenti, hogy fogjuk a ceruzat, elindulunk valahonnan... és hopp, visszaérliink ugyanoda, ahonnan
indultunk. Sikodom példaul egy haromszdg, vagy egy négyzet, de sikidom egy kér is, vagy éppen a kdlénbdz8
emojik. Egy sikidomot tébb kilénb6z8 zart vonal is atarolhat. Olyankor, amikor csak egy zart vonal hatarolja,
egyszer( sikidomnak nevezziik. Mindez sokkal kdnnyebben elképzelhetd, ha megnézed az ehhez kapcsolddd
epizodot.

SIKIDOMOK

O

QQAQEJ
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Megnézem a kapcsol6do epizédot

Sokszdgnek nevezzlk azokat a sikidomokat, melyeket véges sok, egymashoz csatlakoz6 egyenes szakaszbdl allé
zart gorbe ( toréttvonal ) hatarol. Vagyis azok a sikidomok sokszégek, amelyek hatarol6 vonalai csak egyenes
szakaszokbdl allinak.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/sikidomok-haromszogek-negyszogek-sokszogek/sikidom-es-sokszog-konvex-es-konkav
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A konkav sikidom az, amelyikben ki tudunk valasztani két olyan pontot, hogy az ezeket 6sszekdt§ szakasznak egy
része a sikidomon kivil halad. Egy kér vagy egy téglalap példaul nem konkav, mert barhogyan valasztunk benne két
pontot, a pontokat 6sszek6td szakasz is a sikidomban halad. De példaul egy szivecske mar konkav, mert ha a két
kidudorodé részét 6sszekotjik, akkor az 6sszekdtd vonal kiviil halad. Mindez sokkal egyszeriibb, ha megnézed az
ehhez a témahoz kapcsol6dod epizédot.

SIKIDOMOK

konvex konkav

O

SOKSZOGEK
konvex i konkav
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Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A konvex sikidom az, amelyikben akarhogy vesziink két belsé pontot, az 6ket 6sszekdtd szakasz minden pontja a
sikidom belsejében lesz.

Egy kér vagy egy téglalap példaul konvex, mert barhogyan valasztunk benne két pontot, a pontokat 6sszekdtd
szakasz is a sikidomban halad. De példaul egy szivecske mar nem konvex, mert ha a két kidudorodé részét
Osszekotjik, akkor az 6sszekétd vonal kivil halad. Mindez sokkal egyszeriibb, ha megnézed az ehhez a téméahoz
kapcsolédo epizddot.

SIKIDOMOK

konvex konkav

@

SOKSZOGEK

konkav
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konvex
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Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy sokszdget szabalyosnak neveziink, ha minden oldala és minden belsé szdge egyforma.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Sokszdgnek nevezzlk azokat a sikidomokat, melyeket véges sok, egymashoz csatlakoz6 egyenes szakaszbdl allé
zart gbrbe ( térdttvonal ) hatarol. Ezeket az egyenes szakaszokat nevezziik a sokszdg oldalainak.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Sokszégnek nevezzik azokat a sikidomokat, melyeket véges sok, egymashoz csatlakoz6 egyenes szakasz alkotta
zart gorbe hatarol. Ezeket a szakaszokat oldalaknak, vagy masként oldaléleknek nevezzik, és azokat a pontokat,
ahol az oldalélek talédlkoznak, a sokszdg csucsainak hivjuk.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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A sokszdgek nem szomszédos csucsait 6sszekdt szakaszokat a sokszdg atléjanak nevezzik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az egyenl szar( haromszdgben van két egyforma hosszu oldal, amiket szarnak neveziink. Es hat van ugye a
harmadik oldal, ez az alap.

Annyit érdemes megjegyezni réla, hogy az alaphoz tartozé sulyvonal, magassagvonal, oldalfelezé mer6leges és
szogfelez6 mind egybeesik. Es ez egyuttal a haromszog szimmetriatengelye is.

Es azt is j6 tudni réla, hogy az alapon fekvé szdgek egyformak.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Szabalyos hdromszégnek minden oldala és minden szége egyenl§ (tehét a szdgek 60°-osak).
Szabalyos haromszdgben a kérllirt kér kdzéppontja, a magassagpont és a sulypont is egybeesnek.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Derékszog(i haromszognek van 90° -os szdge.
A derékszdggel szemkdzti oldalt atfogdnak nevezzik, a méasik kettét pedig befogdnak.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A hegyesszdgUl haromszdgek minden szdge hegyesszdg, azaz(0°-nal nagyobbak, de 90° -nal kisebbek.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A tompaszdgli haromszdgek azok, amelyeknek van egy tompaszdge, azaz egy olyan szdge, ami90° -nal nagyobb,
de 180° -nal kisebb.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A haromszdg egyenlbtlenség szerint minden haromszdg barmelyik oldalanak révidebbnek kell lennie, mint a masik
két oldal 6sszege.

at+b>c at+ec>b b+c>a

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A haromszdg magassagvonala a cstucsbél a szemkdzti oldal egyenesére bocsatott meréleges.
Ezek mindig egy pontban metszik egymast, és ezt a pontot magassagpontnak nevezzik.
Ha a haromsz6g tompaszdgU, akkor a magassagpont a haromszégdn kivilre esik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A haromszdg sulyvonala a csucsot a szemkézti oldal felez8pontjaval 6sszekétd szakasz.
Ezek mindig egy pontban metszik egymast, ezt a pontot hivjuk a haromszdg sulypontjanak.
Tovabbi izgalom, hogy a sulypont mindegyik sulyvonalat 2:1 aranyban osztja.

Tovabba a sulyvonal felezi a haromszdg teriiletét.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A haromszdg oldalfelez6merélegesei mindig egy pontban metszik egymast. Ez a pont minden csucstél egyenld

tavolsagra van és emiatt a haromszég koré irhatd kér kbzéppontja.

Megnézem a kapcsolodo epizédot

A hdromszdg belsé szdgfelez8i mindig egy pontban metszik egymast. Ez a haromszdgbe irhatd kor kbzéppontja.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha egy haromszd6g oldalfelez8pontjait 6sszekdtjik, akkor a haromszég kdzépvonalait kapjuk.
A kézépvonalak parhuzamosak a haromszdg oldalaival és éppen fele olyan hosszlak.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A j6l ismert képlet haromszdgek teriletére:

T — am, __ bmy _ cm,

2 2 2
Es it jon egy kevésbé ismert haromszdg-teriiletképlet:

_ abe
T_4R

Itt ]2 a haromsz6g koéré irhaté kdrének sugara.

Ez pedig egy még kevésbé ismert képlet haromszdgek terlletére:
T=r-s
Itt 7 a beirhat6 kér sugara, S pedig a keriilet fele.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A Héron-képlet a haromszégek terliletképletei k6zil egy kevésbé ismert, de elég jél hasznalhatd képlet. Akkor

érdemes hasznalni, ha ismert a haromszdg mindharom oldala.

s:‘”l;rc T:\/s-(s—a)-(s—b)-(s—c)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A legszabalyosabb négyszdg a négyzet. A négyzet oldalai egyenlé hosszlak és minden szdge derékszég. Egy
sokszoget akkor neveziink szabalyos sokszégnek, ha minden oldala és minden szége egyforma. igy tehat az
egyetlen szabdlyos négyszdg a négyzet. Ezen kivil a négyzetek mége egy fontos dolgot tudnak: az atloik is
merdlegesek egymasra.

A négyzet terlilete:
T = a?

A négyzet kerUlete:
K =4a

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Téglalap olyan négyszdg, aminek minden szdge derékszég. Vagyis az oldalak nem feltétlen egyenlé hosszuak.
Olyankor, amikor az oldalai is egyenl6 hosszuak, egy négyzetet kapunk. A téglalapok egyik fontos tulajdosaga, hogy
a szemkdzti oldalai egyforma hosszulak, vagyis két darab a hosszlsagu és két darab b hosszlUsagu oldala van. A
téglalapoknak egy masik fontos tulajdonsaga pedig, hogy a szemkézti oldalai parhuzamosak egymassal. Ez pedig azt
jelenti, hogy a téglalapok mindig paralelogrammak is egyben (ugyanis a paralelogrammak azok a négyszdgek,
amelyeknek van két parhuamos oldalparjuk).

Terllete:
T=a-b
Kerllete:
K=2a+2b
TEGLALAP NEGYZET
T=u-h ” T =
b b 2. @
: T = é 2(
PARALELOGRAMMA ROMBUSZ
180° — & _
o, I'=a-m,
b mg A T=b-my
o
180° — ¢x
ALTALANOS TRAPEZ
180°~a ¢ 180°-4
.‘4'r E.‘l +
m T =- r"' -m
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Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Rombusz egy olyan négyszdg, amelynek minden oldala egyforma hosszu. Vagyis egy rombusznal az oldalak egyenl8
hosszusaguak, de a szdgeknek nem kell derékszdgnek lennilik. Amikor a rombusz szdgei derékszdgek, egy
négyzetet kapunk. Vagyis a négyzet is rombusz. A rombuszok masik fontos tulajdonsaga, hogy a szemkdzti oldalaik
mindig parhuzamosak egymassal, vagyis a rombuszok paralelogrammak. is. Ez elvezet minket a rombusz egy masik
definiciéjahoz: a rombusz egyenld oldali paralelogramma.

A rombusz magasségat m-mel jeldljik, az atléit pedig e-nek és f-nek szokas nevezni. Ezeknek a segitségével tudjuk
kiszamolni egy rombusz terlletét.

Terllete:
Kerllete:
K —=4a
TEGLALAP NEGYZET
T = J'l] e T =
b b 2. @
: T= €. €
2
PARALELOGRAMMA ROMBUSZ
180° — ¢ _
o I'=a-m,
b my L T=b-my
o
1 80° — ¢x
ALTALANOS TRAPEZ
180°—-a ¢ lSUﬁ—-ﬁ
d b +c e-f
m T= 2 — M T= 2
a B
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Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A paralelogramma olyan négyszég, aminek van két parhuzamos oldalparja. Nagyon sok ilyen tulajdonsagu négyszog
van. llyenek a négyzetek, a téglalapok és a rombuszok. Vagyis minden négyzet, minden téglalap és minden
grombusz egyben paralelogramma is. A paralelogramma magassagat m-mel szokas jeldlini.

Terllete:
T=a-m,;=>b-my
Kerllete:

K=2a+2b

TEGLALAP

b | 5

PARALELOGRAMMA
] ."{[]:” o

a/
.‘-

a h

180°

ALTALANOS TRAPEZ
180°~a ¢

|'.I'r. - .!?
m -

A p

180°- 4

NEGYZET
P—a-b p =
e.e
=
- 2
ROMBUSZ
I'=a-m,
T=b-my
(7
= e m
2

mateking.hu

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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A trapéz olyan négyszdg, aminek van legaldbb egy parhuzamos oldalparja. Ezeket az oldalakat a trapéz alapjainak
nevezziik és a-val meg c-vel jeldljiik. Altalaban a nagyobbik alapot szokas a-val jeldlni és a kisebbik alapot pedig c-
vel. Olyankor, amikor a trapéz alapjai egyforma hosszuak, paralelogrammat kapunk. Vagyis minden paralelogramma
egyben trapéz is. S6t, ha meggondoljuk, akkor a trapéz definicidja nagyon sok négyszégre raillik. EQy darab
parhuzamos oldalpérja ugyanis van a négyzetnek, a téglalapnak, a rombusznak és a paralelogrammaknak is. Vagyis
minden négyzet, minden téglalap, minden rombusz és minden paralelogramma egyben trapéz is.

Mivel azonban ezeknek van kiilén neve, amikor egy feladatban trapézrél van sz6, altalaban olyan trapézra
gondoljunk, aminek két kilonb6z8 hosszlusagu parhuzamos oldala van, az egyik "alul" a masik "fellil" és ezek a
trapéz a-val és c-vel jeldlt alapjai.

Terllete:
T — ate .
2
TEGLALAP NEGYZET
T=ua-b ” T =
b b 2.
: T= RY":
2
PARALELOGRAMMA ROMBUSZ
180° — &x
24 I'=a-m,
“f I m, i T=b6-m
o
180° — e
ALTALANOS TRAPEZ
180°-e ¢ 180°= 4
d b +¢ f e-f
m T = - 2 -« m [ 2 T = P
a B
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Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha a trapéz alapjan fekvd két sz6g ugyanakkora, olyankor a trapéz szimmetrikus.

A szimmetrikus trapézt még szokas egyenld szard trapéznak is hivni, ugyanis a két szara mindig egyforma hosszu.
Ezen kivil van egy fantasztikus tulajdonsaga is, hogy van kéré irhatd kére.

Innen ered a harmadik elnevezés: hdrtrapéz.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Azokat a négyszdgeket nevezzik deltoidnak, amik papirsarkany alakuak és az atléik merélegesek egymasra.

Egy kicsit precizebben: deltoid az a négyszdg, amelynek atl6i merélegesek egymasra és legalabb az egyik atlé
szimmetriatengely.

A deltoidok kdzul kétféle specialis deltoidot érdemes megjegyezni, az egyik a rombusz, a masik a négyzet. Vagyis
minden négyzet és minden rombusz deltoid. A deltoidok atléit e-vel és f-fel jeldljik, és ezek csak akkor egyforma
hosszuak, ha négyzetrdl van sz6. A deltoidok terlletét &ltaldban az 4tléik segitségével érdemes kiszdmolni.

Terllete:
_ef
T=
TEGLALAP NEGYZET
T=a-b e T=
b b 2. e
c T = { 2
PARALELOGRAMMA ROMBUSZ
180° — & _
24 I'=a-m,
b mg i T=b6-m
[vd
1 80° — ¢x
ALTALANOS TRAPEZ
180°-a ¢ 180°=p§
I'J'r ,EJ +c
m T=- 2 —-m
a B
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Trigonometria a sikgeometriaban

sino — seoggelszemksztibefoge _ 4

attoge -
__ swgmellettibetoge 4
s atfoge =<
tan o — @8gelszemkztibefogs _ o

ssngmellettibetogs b

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Derékszdgli haromszdg & hegyesszégének koszinuszat a kdvetkez8képp értelmezziik:

szsgmelletti befoge

cosa= stfogs

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Derékszdgli haromszdg & hegyesszdgének szinuszat a kévetkez6képp értelmezziik:

swggel szemkszti befogs

Si.o = atfogs

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Derékszdgli haromszdg & hegyesszdgének tangensét a kdvetkez8képp értelmezzik:

swsggel szemkszti betogo
szog melletti bet oge

tanoa =

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

T — a-b-siny
2

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A korszelet terliletét ugy kapjuk, hogy el6szér kiszamoljuk, hogy mekkora teriiletl a kércikk, aztan pedig kivonjuk
bel6le az ebbe beleesd egyenlészari haromszdg terlletét:

2 - r2.sin alpha

_ a2,
T = 3 T )

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A kor

Egy kér sugara a kor kdzéppontjat a kérvonal barmely pontjaval 6sszekdt szakasz hossza. A kér sugarat r betdvel
jeléljik ami a radius sz6 kezdébetdije.
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A kér azon pontok mértani helye a sikban, amelyek egy adott pontt6l egyenld tavolsagra vannak. Ezt az adott pontot
hivjuk a kér kdzéppontjanak. A kdr kdzéppontjat altalaban O-val vagy K-val szokas jeldIni.

N
\
\
@
\ K
\ h kézéppont
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A kérvonal azon pontok mértani helye a sikban, amelyek egy adott ponttdl ( a kér kézéppontjatédl ) egyenld tavolsagra
vannak. A kérvonalat szokas egyszerlien kérként is emlegetni.

korvonal

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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A koérlap vagy kodrlemez a kdérvonal és a kérvonalon belllli rész egylttes elnevezése. Ezt igy egyben szokas
egyszerlien csak siman kdrnek is nevezni. Matematikailag preciz definicidja: azon pontok mértani helye a sikban,
amelyek egy adott ponttdl (a kor kdzéppontjatdl) legfeljebb egy adott rtavolsagra (ra kér sugara) vannak.

\ K

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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Ha egy egyenes éppen olyan tavol halad egy kér kdzéppontjatédl, mint a kér sugara, akkor ez az egyenes érinti a kort.
Az érintének csak egy kdz6s pontja van a kérrel, amit érintési pontnak neveziink. Az érintési pontba vezetd sugar
mindig mer6leges az érintére.

éerinto \

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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Azokat az egyeneseket, amik metszik a kért Ugy hivjuk, hogy szel8. A szelbk két pontban metszik a kort és a két pont
k6z6tti szakasz a hur. Olyankor, amikor a szel§ éppen atmegy a kér kdzéppontjan, a szel6 a kor terliletét felezi, és
ilyenkor a metszéspontok kdzotti hart &tmérének nevezzik. Az 4tmérd mindig a kér sugaranak a kétszerese.

har

\
@
szel6 K )
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Egy kérben a kdérvonal két kiilénb6z8 pontjat 6sszekotd szakaszt hirnak nevezzik. Olyankor, amikor a har éppen
atmegy a kér k6zéppontjan, a hart atmérének nevezziik. Az atméré mindig a kér sugaranak a kétszerese.

har

szeld

szeld

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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A kor kdzéppontjat athalad6 hurt atmérének nevezziik. Az &tmérd a kdér maximalis szélessége, és az atmér6 mindig a
kor sugaranak a kétszerese. Jele d a diameter sz6 kezdBbetdlje alapjan.

har

atmero

szeld
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Egy adott ponttél &llandé tavolsagra lévé pontok halmazat kdrvonalnak nevezziik. Es ezt az allandé tavolsagot hiviuk
a kor sugaranak. A sugar jele r. A kdr k6zéppontjat altalaban K-val jel6ljik.

Es most nézzilk a kér részeit:

Kézéppont: A kdr azon pontok mértani helye a sikban, amelyek egy adott ponttél egyenlé tavolsagra vannak. Ezt az
adott pontot hivjuk a kér kézéppontjanak. A kdér kdzéppontjat altalaban O-val vagy K-val szokas jeldIni.

Koérvonal: A kérvonal azon pontok mértani helye a sikban, amelyek egy adott ponttdl ( a kér kézéppontjatédl ) egyenld
tavolsagra vannak. A kdrvonalat szokas egyszerlen korként is emlegetni.

Sugar: Egy kor sugara a kor kdzéppontjat a kérvonal barmely pontjaval 6sszekotd szakasz hossza. A kdr sugarat r
betlivel jeldljik ami a radius sz kezdébetdje.

Koérlap vagy korlemez: A korlap vagy kérlemez a kérvonal és a kérvonalon beliili rész egylttes elnevezése. Ezt igy
egyben szokas egyszerilien csak siman kdrnek is nevezni. Matematikailag preciz definici6ja: azon pontok mértani
helye a sikban, amelyek egy adott ponttél (a kér kbézéppontjatél) legfeljebb egy adott r tavolsagra (r a kér sugara)
vannak.

Hur: Egy kérben a kdrvonal két killdnbdzé pontjat dsszekdtsé szakaszt hdrnak nevezziik. Olyankor, amikor a hdr
éppen atmegy a koér kézéppontjan, a hart &tmérének nevezzik. Az atméré mindig a kér sugaranak a kétszerese.
Atméré: A kor kdzéppontjat athaladé hirt atmérének nevezzilk. Az 4tméré a kor maximalis szélessége, és az atmérs
mindig a kér sugaranak a kétszerese. Jele d a diameter szé kezdbbetlje alapjan.

erinto

atmero
szeld

szeld

kdzéeppont

korvonal
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A kor és egyenes kolcsdnds helyzete a sikban haromféle lehet. Az egyenes vagy metszi a kért vagy érinti, vagy
kitérd.

Szel6: Azokat az egyeneseket, amik metszik a kort Ggy hivjuk, hogy szel6. A szel6k két pontban metszik a kort és a
két pont k6z6tti szakasz a hur. Olyankor, amikor a szel6 éppen atmegy a kér kbzéppontjan, a szel§ a kor terlletét
felezi, és ilyenkor a metszéspontok kdzdétti hurt &tmérének nevezzik. Az atmérd mindig a kdér sugaranak a
kétszerese.

Erint6: Ha az egyenes éppen olyan tavol halad a kor kozéppontjatél, mint a kér sugara, akkor érintét kapunk. Az
érintének csak egy k6zds pontja van a korrel, amit érintési pontnak neveziink. Az érintési pontba vezetd sugar mindig
mer6leges az érintére.

Kitér6 egyenes: Végill az is lehet, hogy a kérnek egyetlen kbz6s pontja sincs a korrel, ilyenkor kitér§ egyenesnek
nevezzik.

kitérd
egyenes

erintd

szeld

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Két kor kdlesdnds helyzete a sikban mar eléggé sokféle lehet. Két f6 esetet lehet megkélénbdztetni egymastol. Az
egyik eset, amikor a két kdr sugara nem ugyanakkora, a masik eset pedig az, amikor a két kér sugara ugyanakkora.

Két kor kdlcsdnds helyzete, ha a kérék sugara nem ugyanakkora:

Elkeriilé korék: Ha a két kdr kdzéppontjanak tavolsaga nagyobb, mint a kérék sugarainak dsszege, akkor a
kéréknek nincs kdzds pontjuk.

Kivilrél érinté korok: Ha a kézéppontok tavolsaga éppen a sugarak 6sszege, akkor egy kdzds pontjuk van és
ilyenkor a két koér kivilrél érinti egymast.
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Metsz6 korok: Ha a korok kozéppontjainak tavolsaga kisebb, mint a sugarak 6sszege, de nagyobb, mint a sugarak
kiilbnbsége, akkor a kdrok metszik egymast. llyenkor a kérvonalaiknak két k6zds pontja van.

Bellilrél érinté korok: Ha a kdzéppontok tavolsaga a két kér sugaranak a kiildnbsége, akkor az egyik kor belilrdl
érinti a masikat.

Tartalmazo korok: Ha a két kdzéppont tavolsaga még ennél is kisebb, de pozitiv, akkor az egyik kor tartalmazza a
masik kort.

Koncentrikus korék: Végll, ha a két kdr kdzéppontjanak a tavolsaga nulla, vagyis a kézéppontok egybeesnek,
akkor azt mondjuk, hogy a kérdk koncentrikus kérok.

Nincs kézds pont

R+r <
Py <
Kiviilr8l érinték ..
=Ry Boig =
Metszdk

R—=r<d<R+r 0<

Bellulral érinték

=R-r
A két kér azonos
Tartalmazok @

O<d<R-r

Il
-

Koncentrikus korok

elolelalele

=0

Két kor kdlcsénds helyzete, ha a kdérok sugara ugyanakkora:

Elkeriilé korék: Ha a két kdr kdzéppontjanak tavolsaga nagyobb, mint a kérék sugarainak dsszege, akkor a
kéréknek nincs k6zds pontjuk.

Kivilrdl érinté korok: Ha a kézéppontok tavolsaga éppen a sugarak 6sszege, akkor egy kdzds pontjuk van és
ilyenkor a két kér kivllrél érinti egymast.

Metsz6 kérok: Ha a kordk k6zéppontjainak tavolsaga kisebb, mint a sugarak 6sszege, de nagyobb, mint nulla, akkor
a korék metszik egymast. llyenkor a kérvonalaiknak két kbzés pontja van.
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Egybeesé korok: Ha a kozéppontok tavolsaga nulla, vagyis a kdzéppontok egybeesnek, akkor azt mondjuk, hogy a
kérok koncentrikus korok.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az T sugaru kor kerllete:

K=2r-m
Terllete:
T=1r.1

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

A korcikk ivhossza és terllete Ugy aranylik a kor kertletéhez és terlletéhez, mint a kdrcikkhez tartoz6 kézépponti
sz6g a 360°-hoz:

I, 2r-m

2.

= _a
360°

- 6]
Ta -~ 360°

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Thalész-tétel azt mondja, hogy ha az AB szakasz egy kor atmérdje, és C akér tetsz6leges harmadik pontja,
akkor az ACB-SZC')g mindig derékszog.

Ezt 4gy is szokas mondani, hogy az AB szakasz a koriv barmely harmadik C pontjabdl derékszdégben latszik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Szinusztétel és koszinusztétel

Barmely haromszdgben az oldalak aranya megegyezik a velik szemkdzti sz6gek szinuszanak aranyaval. De ne ezt

jegyezzik meg. A szinusztétel ennél sokkal tébbet is tud. Mégpedig ezt, ahol R a haromszdg kéré irhatd kdrének a
sugara:

ZR_a_b_c

sin o sin3 = sinvy

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

A Koszinusz tétel minden haromszdgben felirhato:
Z = a? +b% —2abcosy

Megnézem a kapcsolédo epizddot

b
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Térgeometria

Vegylnk egy sikbeli sokszdget és a sik felett egy pontot. Ha a pontot 6sszekétjik a sikbeli alakzat csucsaival, akkor

egy térbeli alakzatot kapunk, amit ugy hivunk, hogy gula.
A gula felszine:

A =T + palast terilete

Térfogata:
_ Tm
V=50

ahol M a gula magassaga.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Kkup egy gulaszer( térbeli test, melynek alapja egy kor.
A kup felszine:

A =T + palast terilete

Térfogata:
_ Tm
V=50

ahol M a kip magassaga.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A hasab egy olyan test, amelynek két parhuzamos lapja egymassal egybevagé sokszdg, a tdbbi lapja pedig

paralelogramma.

A haséabok felszine:

A = 2T + palast terulete
Térfogata:

V=T-m

ahol ™ a hasab magassaga.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kocka térfogata:
V=ad
ahol a az oldalélének hosszat jelenti.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Kocka felszine:

A = 6a?

ahol a a kocka élének hossza.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A henger olyan,

mint a hasab, csak nem sokszdg a két parhuzamos lap, hanem koér.

A hengerek felszine:

A=221+2rm-m

Térfogata:

V=rr-m

ahol M a henger magassaga, 7" az alapkdrének sugara.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Haséabok térfogatat a kdvetkez8képp szamolhatjuk ki:

V=T-m

ahol ™ a hasab magassaga, 1’ pedig az alaplap terilete.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Haséabok felszinéta kdvetkez6képp szamolhatjuk ki:

A = 2T + palast terulete

ahol 1" az alaplap (vagy fedélap) terlilete, a palast tertilete pedig az oldallapok teriileteinek dsszege.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

V=rr-m

ahol M a henger magassaga, 7" az alapkdrének sugara.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A=221+2rm-m

ahol 7 az alapkér sugara, 71 a henger magassaga.

Megnézem a kapcsolodod epizédot
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https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/hasabok-hengerek-gulak-es-kupok-terfogat-es-felszin
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/hasabok-es-hengerek-terfogata-es-felszine
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/hasabok-es-hengerek-terfogata-es-felszine
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/hasabok-es-hengerek-terfogata-es-felszine
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/hasabok-es-hengerek-terfogata-es-felszine
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/hasabok-es-hengerek-terfogata-es-felszine
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Gulak térfogatat a kovetkez8képp szamolhatjuk ki:

_ Tm
V= 3
ahol M a glila magassaga, 1’ pedig az alaplap teriilete.

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

A =T + palast terilete
ahol 1" az alaplap tertilete

Megnézem a kapcsolddo epizédot

ahol T az alapkér sugara, 7711 a kip magasséaga.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A=rr+a-r-m
ahol 7 az alapkér sugara, @ az alkoté.
Tovabba a? = 12 + m?

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Négyzetalapu gula térfogata kénnyebben kiszamolhat6 igy:

ahol a a gula alapélének hossza, ™ a gula magassaga.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Négyzetalapu gula felszine kdnnyebben kiszamolhaté igy:

A:a2—|—2-,/m2+% -a

ahol @ a gula alapélének hossza, ™ a gula magassaga.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/gulak-es-kupok-terfogata-es-felszine
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/gulak-es-kupok-terfogata-es-felszine
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/gulak-es-kupok-terfogata-es-felszine
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/gulak-es-kupok-terfogata-es-felszine
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/gulak-es-kupok-terfogata-es-felszine
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/gulak-es-kupok-terfogata-es-felszine
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A gébmb egy adott ponttél (kdzéppont) egyenld tavolsagra Iévé pontok halmaza.

A gbmb felszine:

A=4rr

Térfogata pedig:
_ 4riw

V="

ahol 7 a gdmb sugara.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A gémb térfogata:
_ 43w
V= 3

ahol 7 a gdmb sugara.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A gémb felszine:
A=4rn
ahol 7 a gémb sugara.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha a gdmbot kettévagjuk egy olyan sikkal, ami épp atmegy a k6zéppontjan, akkor a vagas soran keletkez8 kor
sugara éppen megegyezik a gdmb sugaraval. Ezt a kért nevezzik f6kdrnek.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha a gémb kdzéppontjat dsszekotjik a gdmbfellilet barmelyik pontjaval, akkor az igy keletkez§ szakasz hossza
allandd, és ez az allandé hosszusag a gdmb sugara.

A sugarat 7-el jeldljik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha a gdmb kdzéppontjat 6sszekétjik a gdmbfellilet barmelyik pontjaval, akkor az igy keletkez6 szakasz hossza
allando, és ez az alland6 hosszisag a gdmb sugara. Ha meghosszabbitjuk ezt a szakaszt a masik iranyba is, akkor
egy atmérét kapunk

Az atmérd jele d, és mindig sugar kétszerese.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/a-gomb-felszine-es-terfogata
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/a-gomb-felszine-es-terfogata
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/a-gomb-felszine-es-terfogata
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/a-gomb-felszine-es-terfogata
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/a-gomb-felszine-es-terfogata
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Ha egy forgasklpot az alaplap sikjaval parhuzamosan metszink el, akkor egy csonkakipot kapunk.
A csonkakup felszine:

A =T + t + palast terilete

Térfogata:

<R2 m+R-r-m+r2 7r) -m
3

ahol R az alapkér, T a fed8kér sugara, 1m pedig a csonkaklp magassaga.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

R’ m+Rr-mt+rim)-m
( )

V= 3

ahol R az alapkor, 7 a fedSkér sugara, m pedig a csonkaklp magassaga.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A =T 4+t + palast terilete

ahol 1" az alaplap, t pedig a fedélap tertlete, a palast teriilete pedig az oldallapok teriileteinek 6sszege.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ha egy gulat az alaplap sikjaval parhuzamosan metszilnk el, akkor egy csonkagulat kapunk.
A csonkagula felszine:

A =T 4+t + palast terilete

Térfogata:

(T+VT-t+t)m

V= 3

ahol 1" az alaplap, t a fed6lap teriilete, M pedig a csonkagUla magassaga.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

(T+y/Tt+t)m

V= 3

ahol I" az alaplap, t a fedélap terillete, M pedig a csonkagula magassaga.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A =T + t + palast terilete
ahol 1" az alaplap, t a fed6lap teriilete, a palast terllete pedig az oldallapok teriileteinek dsszege.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/csonkagula-es-csonkakup-felszine-es-terfogata
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/csonkagula-es-csonkakup-felszine-es-terfogata
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/csonkagula-es-csonkakup-felszine-es-terfogata
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/csonkagula-es-csonkakup-felszine-es-terfogata
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/csonkagula-es-csonkakup-felszine-es-terfogata
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/csonkagula-es-csonkakup-felszine-es-terfogata
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A négyzet alapu csonkagula térfogata egyszer(ibben is kiszamolhat6 igy:

(a2—|—a-b—|—b2 ) -m
——

Ahol a az alaplap oldalélének, ba fed8lap oldalének hossza,m pedig a csonkagula magassaga.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A csonkagula felszine kdnnyebben kiszdmolhat6, ha négyzetalapu:

A=a?+02+2-(a+b)-h

ahol a az alaplap oldalélének, ba feddlap oldalélének hossza, h pedig az oldallap (trapéz) magassaga.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

b
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https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/tergeometria/csonkagula-es-csonkakup-felszine-es-terfogata
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Vektorok

A vektor egy irdnyitott szakasz.

—
Jelslgse: v = AB

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Van itt két vektor:a = (al,a2), Q = (bl,bz)
A két vektor 6sszege:
a+b=(a;+by,as+b)

A két vektor kiildnbsége:

a—b=(a; —by,ay —by)

%
AB=b-a

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Vanittaza = (a1 y a2) ésQ = (bl, b2) vektor.
Az a vektor hossza:

_ 2 2
la |= \/ %1 + a;

%
Az A B vektor hossza:

%
AB=|b-al= \/(bl —a1)? + (by —ay)?
Es pont ugyanigy kapjuk meg az A és B pontok tavolsagat is.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Két pont kdzti vektor a végpontba mutatd helyvektor minusz a kezdépontba mutaté helyvektor.

_>
Tehat AB=0b—a

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/vektorok/vektorok-a-geometriaban
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/vektorok/vektorok-a-koordinatarendszerben
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/vektorok/vektorok-a-koordinatarendszerben
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/vektorok/vektorok-a-koordinatarendszerben
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Vektorok, egyenesek és sikok egyenletei

A vektor egy irdnyitott szakasz.

—
Jelslgse: v = AB

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Van itt két vektor:a = (al,a2), Q = (bl,bz)
A két vektor 6sszege:
a+b=(a;+by,as+b)

A két vektor kiildnbsége:

a—b=(a; —by,ay —by)

%
AB=b-a

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Vanittaza = (a1 y ag) ésQ = (bl, b2) vektor.
Az a vektor hossza:

_ 2 2
la |= \/ %1 + a;

%
Az A B vektor hossza:

%
AB=|b-al= \/(bl —a1)? + (by —ay)?
Es pont ugyanigy kapjuk meg az A és B pontok tavolsagat is.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Két pont kdzti vektor a végpontba mutatd helyvektor minusz a kezdépontba mutaté helyvektor.

_>
Tehat AB=0b—a

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/vektorok-egyenesek-es-sikok-egyenletei/vektorok-a-geometriaban
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/vektorok-egyenesek-es-sikok-egyenletei/vektorok-a-koordinatarendszerben
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/vektorok-egyenesek-es-sikok-egyenletei/vektorok-a-koordinatarendszerben
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Van itt két vektor:a = (al,az),g = (bl,bz).
Az a és b vekiorok skalaris szorzata:
a-b=|a|-|b]|-cosy=ay-b;+ay-by

ahol 7y a két vektor altal bezart szég

la |= m, vagyis az @ vektor hossza
b |= \/b%-F—bz vagyis ab vektor hossza

Két vektor mer6leges egymasra, ha @ - Q =0.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Vanittaza = (a1 y a2) vektor.
Az a +90°-os elforgatottja:
at90° — (—az,a1)

Az a -90°-os elforgatottja:
a0 = (az,—a;)

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Két vektor skalaris szorzatat kiszamolhatjuk igy:
a-b=la|-]b|-cosy

ahol 7y a két vektor &ltal bezart szdg,

|g |: A /a% + ag , vagyis az @ vektor hossza
b= 4 /b% + b2, vagyis azb vektor hossza

llletve kiszamolhatjuk igy is:
a-b=a;-by+ay-by

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Két vektor mer6leges egymadsra, ha skalaris szorzatuk 0, azaz haa - Q =0.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A P(xg, ) ponton &tmens ésm = lB] normalvektor(i egyenes egyenlete:

Ax—z))+Bly—w) =0

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A
A P(xy, Yo, %)) ponton atmené és1 = | B | normalvektord sik egyenlete:

C
Ax—z))+By—vw)+C(z—2) =0

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Van a sikban két pont: P (1, ) és Q(T2,%2)-
Ekkor a két pont kézti vektor:
— Ty — T
PQ —_ [ 2 1 ]
Y2—%
Ha a térben vesziink két pontot: P(1, Y1, 21) és Q(x2, Y2, 22).

Akkor a két pont kézti vektor:

- Lo — Iy
PQ = Yo —Y
29— 21

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Van it két pont a sikban: P21,y ) és Q(x2, Y2 ).

Ekkor a két pont kozti tavolsag:

d=/(x1 —22)* + (h —12)?

Ha a térben vesziink két pontot: P(1, Y1, 21) és Q(x2, Y2, 22).

Akkor a két pont kozti tavolsag a térben:

d=/(xy — )2 + (1 —12)* + (21 — 22)?

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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A
A P(xg, o) ponton &4tmens ésm = (B normalvektor(i egyenes egyenlete:

A-(x—z)+B-(y—w)=0

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A

A P(x,Yyo,2y) ponton atmené és1 = | B | normalvektort sik egyenlete:

C
A-(x—z)+B-(y—yw)+C:-(2—2)=0

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

ay bl
Van itt két vektor:a = [ ay | 6sb = | by
as bs

A két vektor vektoridlis szorzata:

€1 & &
axb=det|a; ay a
by by b

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az @ és b vekiorok vektoridlis szorzata az@ X b vektor, ami meréleges az @ és b vekiorok 4ltal kifeszitett sikra, és

a; by € € €
a=1\ ag b= b, axb=det|a ay a3
as b3 bl b2 b3

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Statisztikai alapfogalmak

Az ismérvek olyan vizsgalati szempontok, amelyek alapjan a sokasag részekre oszthat6.

Vannak olyanok, amik csak két részre osztjdk a sokasagot, példaul azokra, akik megbuktak statisztikdbol és azokra
akik nem. Olyan is van, ami mondjuk 6t részre osztja a sokasagot, s6t olyan is lehet, hogy végtelen sok részre osztja.

Négy f6 ismérvfajta kiilénbdztethetd meg:

tertleti
idébel
mennyiségi
mindségi

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az ismérveken bellil négyféle mérési szintet tudunk megkulénbdztetni.

A nominalis (névleges) mérési skala a sokasag elemeit valamilyen tulajdonsag szerint csoportokba sorolja, de a
csoportok kézétt nincsen semmilyen sorrendiség.

llyenek pl.:

o Az aldozatok halélanak oka (MINOSEGI)
o A terroristak szarmazéasi orszaga (TERULETI)
o A pilétak allampolgarsaga (MINOSEGI)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az ismérveken beliil négyféle mérési szintet tudunk megkilénbdztetni.

Az ordindlis (sorrendi) mérési skala asokasag elemeit valamilyen tulajdonsag szerint csoportokba sorolja, és a
csoportok kézétt van sorrendiség.

llyenek pl.:

e A statisztika vizsga osztalyzata (MINOSEGI)
¢ A hotelek csillagos értékelése (MINOSEGI)

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az intervallum-skala a sokasag elemeit valamilyen mérés szerint rendezi sorba.

Az intervallum-skala jellegzetes tulajdonsaga, hogy a "mennyivel tébb" kérdésre valaszt tud adni, de a "hanyszor
annyi" kérdésre nem.

llyenek pl.:

e Hoémérséklet (MENNYISEG)
e Sziiletési datum (IDOBELI)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

&5 MATEKING.HU - ALKALMAZOTT MATEMATIKA MATE KEPLETGYUJTEMENY
38. OLDAL


https://www.mateking.hu/statisztika/alapfogalmak
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/alapfogalmak/ismervek-fajtai-meresi-szintek-sokasagok-tipusai
https://www.mateking.hu/statisztika/alapfogalmak
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Az arany-skala a sokasag elemeit szintén valamilyen mérés szerint rendezi sorba, de abban kilénbdzik az
intervallum-skalatél, hogy ennek van valédi nullpontja.

Innen ered az arany-skala elnevezés is, van értelme az egymashoz viszonyitott aranyoknak.
llyenek pl.:

e Eletkor (MENNYISEGI)
e Testmagassag (MENNYISEGI)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Hogyha egy sokasag elemei egymastdl jol elklilonitheté egységek, akkor asokasag diszkrét.
Egy évfolyam hallgatéi példaul diszkrét sokasag, egy borészat altal termelt éves bormennyiség viszont mar nem.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Hogyha egy sokasag nem diszkrét, akkor az folytonos.

Egy évfolyam hallgatéi példaul diszkrét sokasag, egy boraszat altal termelt éves bormennyiség viszont mar folytonos
sokasag.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az idépontra vonatkozé sokasagokat allé sokasagnak nevezzik.
Példaul egy varos lakosainak szama januar elsején egy allésokasag.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az id6tartamra vonatkozd sokasagokat mozgé sokasagnak nevezzik.
Példaul egy varosban januar elsején szlletett lakosok szama mozgdsokasag.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A viszonyszamok jele V és kiszamolasanak médja meglehetésen semmitmondo:

A képletben A és B barmi lehet, de a képlet mégis roppant fontos.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha tébb viszonyszdmunk van, félmeriilhet az igény ezek atlagolaséra.

Az egyik ilyen lehet6ség a szamtani atlag.

V = hWBtVeB, At
B +B, B, +B,

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Ha tébb viszonyszdmunk van, félmeriilhet az igény ezek atlagolaséra.

Az egyik ilyen lehet6ség a harmonikus atlag.

7o AtA At
4 A B +B,

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A dinamikus viszonyszamok id6sorok adataibél szamitott hanyadosok.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A megoszlasi viszonyszam egy sokasag valamely részének az egészhez viszonitott ardnyat irja le.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Az intenzitasi viszonyszam két, egymassal valamilyen kapcsolatban all6 sokasag mennyiségeinek hanyadosa.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Azokat az adatsorokat nevezziik id§sornak, melyek egy vagy tébbismérv idében térténé megoszlasat irjak le.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A bézisviszonyszamok mindig a bazishoz viszonyitanak.

_ Yn

m E
A bazisviszonyszamok és a lancviszonyszamok kdzotti kapcsolat a kdvetkez6:

| P PO l % B ... Ym =)
2°% m 9 B Ym—1 m

Egy mésik nagyon fontos 6sszefliggés, hogy

Ym b,

|l =
M Y

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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A lancviszonyszamok mindig az el6z8 évhez viszonyitanak.

Ym

|
M Y

A bézisviszonyszamok és a lancviszonyszamok kz6tti kapcsolat a kévetkez6:

Egy masik nagyon fontos 6sszefliggés, hogy

Ym b,

[ A—
m Ym-1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A valtozas atlagos mértéke:

d= 2% _

n—1 n—1

Tehat 6sszeadogatjuk a valtozasokat, aztan elosztjuk...

Az évek szama 71, de nem 7t-el osztunk, azért nem, mert a valtozasok szamaval kell osztanunk, ebbdl pedig egyel
kevesebb van.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A valtozas Uteme azt adja meg, hogy hany szazalékos volt a valtozas.

A valtozas lteme:

[=" G Ty L =" :nil/%

A gyokkitevében azért van i — 1, mert nem az évek szama kell, hanem a valtozasok szama, egyik évrél a masikra.
Ez pedign — 1.

Megnézem a kapcsoldédd epizédot

A tartamiddsorok egy vizsgalt id6tartamra vonatkozé megfigyeléseket tartalmaznak.

Példaul egy év baleseteinek a szaméat, egy hénapban eladott fogkrémek szamét, stb. llyenkor az adatok dsszeadésa
értelmes eredményt ad.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Az allapotidésorok egy vizsgélt idGtartam egy adott pillanatara vonatkozé megfigyeléseket tartalmazzak, példaul az
orszag lakossaganak szamat egy adott év adott pillanatdban, vagy a raktaron lévé fogkrémkészletet egy adott hdnap
adott pillanataban, stb. és ilyenkor az adatok 6sszeadasaval nem kapunk értelmezhet§ eredményt.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

&5 MATEKING.HU - ALKALMAZOTT MATEMATIKA MATE KEPLETGYUJTEMENY
41. OLDAL


https://www.mateking.hu/statisztika/alapfogalmak
https://www.mateking.hu/statisztika/alapfogalmak
https://www.mateking.hu/statisztika/alapfogalmak
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/alapfogalmak/idosorok-bazisviszonyszam-es-lancviszonyszam
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/alapfogalmak/idosorok-bazisviszonyszam-es-lancviszonyszam
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/alapfogalmak/idosorok-bazisviszonyszam-es-lancviszonyszam
https://www.mateking.hu/adatelemzes-2/idosorok
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/alapfogalmak/allapotidosor-tartamidosor-kronologikus-atlag
https://www.mateking.hu/adatelemzes-2/idosorok
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/alapfogalmak/allapotidosor-tartamidosor-kronologikus-atlag

42. OLDAL
&5 MATEKING.HU - ALKALMAZOTT MATEMATIKA MATE KEPLETGYUJTEMENY

Egy specialis atlag, példaul ha négy hénap adataibél szamoljuk ki az atlagot, viszont csak harom hénapos
idétartamra.

Az &llapotidésornal mindig kronologikus atlagot szamolunk:

y—21+y2+y3+' : '+y7n

n—1

@k:

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A statisztikai tdblakat harom f6 csoportba tudjuk sorolni.
A legegyszer(ibb tipust egyszer( tablanak nevezzlk.
Ezek tulajdonképpen egymés mellett szerepeltetett valamilyen adatok.

A tablaban nincsen sem "Osszesen" sor, sem pedig "Osszesen" oszlop.

Példaul:

Orszag GDP/f6 (USD) Gépjarm(ivek (db/1000 f6)
Ausztria 50 380 550

Belgium 46 237 503

Hollandia 52 646 481

Svéjc 82 484 539

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A statisztikai tablakat harom f6 csoportba tudjuk sorolni.

Az egyik tipus az Ugynevezett csoportosito tabla, aminek Iényege, hogy az adatokat valamelyikismérv szerint tudjuk

Osszesiteni.
Példaul:
, . _[Sertések
3 Népesség| ,
Orszag ez szama
(millié) o
(millig)
Ausztria (8,9 2,8
Belgium |[11,5 6,2
Hollandia (17,4 11,9
Svajc 8,6 1,4
Osszesen: 46,4 22,3

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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A statisztikai tdblakat harom f6 csoportba tudjuk sorolni.

Az egyik tipus az ugynevezett kombinacios tabla vagy mas néven kontingencia tabla, amely esetében mindegyik
ismérv szerint tudjuk az adatokat 6sszesiteni.

Példaul:

NG |Férfi|Ossz,
Vezet§ 7 (18 |25
Kézép-vezet6|11 |23 |34
Beosztott 756(1185 |941
Ossz. 774|226 |1000
Megnézem a kapcsolddé epizddot
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Egy ismérv szerinti elemzés

Az adatsor legyakoribb értéke amodusz. Hogyha példaul Bob matekjegyei ezek:

2,3,1,4,1,2,2,8,5,2,3,2,3,2,4,3,2,4,2,4

Akkor egyszer(ien meg kell szamolni, hogy melyikbdl van a legtébb, és az a matekjegy lesz amédusz. Most 2-esbél
van a legtébb, igy Bob matekjegyeinek a médusza 2. A modusz jele Mo és igy most Mo=2.

Léteznek olyan eloszlasok is, amelyeknek t6bb médusza van. Hogyha példaul Bob jegyei:
1,2,2,3,5,3,3,4,2

Itt 2-esbdl és 3-asbdl ugyanannyi van, mindkettébdl 3 darab. Ez egy kétmdduszleloszlas.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A median a névekvd sorba rendezett adatsor k6zéps6 értéke. Ha az adatsorban paros sok elem van, akkor nincs
k6zépsb elem, ilyenkor a két kozépsé elem atlagat vesszik.

Hogyha példaul Bob matekjegyei ezek:
2,3,1,4,1,2,2,3,5,2,3,2,3,2,4,3,2,4,2, 4
Akkor egyszerlien névekvs sorba kell rakni..
1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4,4,4,5

Es aztan meg kell keresni melyik a kézépsS. Most nincsen kézéps, mert paros sok elem van, igy ilyenkor a két
kdzépen lévét atlagoljuk:

1!172!2!2!212!2!295 53!373!374!474!415

Ezeknek az atlaga 2,5 vagyis amedian most 2,5. A median jele Me, igy Me=2,5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az atlagot ugy kapjuk meg, hogy az 6sszes elemet 6sszeadjuk, és aztan elosztjuk az elemek szamaval.
Jele: T

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az atlagtol valo atlagos eltérés egyik legjobb mérészama a széras. Hatranya, hogy egy kicsit ronda a széras képlete.
A szérast egy szigma nev(i gorog betlivel jeldljik.

e \/ T

n

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az adatsor elsé felének a felez8pontja az alsé kvartilis.
Az als6 kvartilis jele: Q1

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az adatsor masodik felének a felez6pontja a felsd kvartilis.
A fels6 kvartilis jele: (03

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A kvartilisek és amedian azt szemlélteti, hogyan oszlanak el az adatsorban szerepl6 adatok. Ezek segitségével
készithetd el a doboz-abra, vagy masnéven dobozdiagram. Szokds még sodréfa diagramnak is nevezni, és az angol
elnevezést is gyakran hasznaljék, ami a box plot.

Egy sobarendezett adatsorban 6t darab specidlis negyedelSpontot fogunk hasznalni. Az els6 az adatsor legkisebb
értéke, ez a Qp . Aztan a kdvetkez8 negyedel§ az alsé kvartilis, ami Q uténa jon a felez6pont vagyis amedian, ezt
Me-vel és Qo-vel is jeldljik, végll a felsé kvartilis, ami a Q. Az adatsor legnagyobb értéke pedig Q. A legnagyobb és
a legkisebb érték kilbnbsége a terjedelem, mig a két kvartilis kiildnbségét félterjedelemnek vagy mas néven
interkvartilisnek hivjuk. Ezekbdl épll fél a doboz-abra vagy masként dobozdiagram.

El&fordulhat, hogy az adatsorban kiugré értékek is szerepelnek. A kiugro érték az, ami az alsé kvartilisnél legalabb a
félterjedelem masfélszeresénél kisebb, vagy pedig a fels6 kvartilisnél legaldbb a félterjedelem masfélszeresénél
nagyobb. Huh, ez elég bonyolultan hangzik. De valéjaban nagyon egyszer(i, csak nézd meg kapcsol6dd epizédot és
kidertil.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A relativ széras azt mondja meg, hogy a széras az atlagnak hany szazaléka:

V=2
X

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

_ ke .
Mo =mo + E Pomo
A képletben 0 a nyers médusz, ami a legnagyobb gyakorisagu osztaly alsé hatara. Akl-et ugy kapjuk, ha ennek
az osztalykdznek a gyakorisagabdl kivonjuk az el6tte 1év8 osztalykdz gyakorisagat. A k‘z-t pedig ugy kapjuk, ha
ennek az osztalykdznek a gyakorisagabdl az utana lévg osztalykdz gyakorisagat vonjuk le. A hmo pedig ennek az
osztalykdznek a hosszat jeldli.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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N /
9 7fme—1 h
“Ime

Me =me+ 7

Itt f' a kumulalt gyakorisag. 7me a mediant tartalmazo osztalykéz eleje, f,e a mediant tartalmazo osztalykoz
gyakorisaga, f;n o1 @ median elétti osztalykéz kumulalt gyakorisaga, hme pedig a mediant tartalmazé osztalykéz

hossza.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

k. N_f
Q k= a; + mifl-l . hi
™ fi
Az alsé kvartilis:
l.N_fi’_
Q: =a; + 12— .
1 fi
A felsé kvartilis:
%'N—f/ 1

3

Qs =a;j+-+—F—" h
4

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A relativ gyakoriség jele g;, és ugy kell kiszamolni, hogy a gyakorisdgot osztjuk az ésszes elemszdmmal:

5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az értékdsszeg jele S,- és Ugy kapjuk meg, hogy az osztalyk6zepeket megszorozzuk a gyakorisaggal.
Si=X;-f;

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A Herfindahl-index egy eszk6z a koncentracio vizsgalatara.
_ 2
HI=YZ;
A Herfindahl-index 1/N és 1 kdz6tt vesz fel értékeket és minél kézelebb van az 1-hez, annal nagyobb aoncentracio.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Lorenz-gdrbe egy eszkdz a koncentracio vizsgélatéra.

A Lorenz-g6rbe az ugynevezett koncentracios terllettel szemlélteti akoncentracio mértékét.
Minél nagyobb ez a terllet, akoncentracié anndl er6sebb.

Olyankor pedig, amikor a Lorenz gérbe egybeesik a négyzet atléjaval, akoncentracio nulla.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Az alakmutatok arrél szélnak, hogy az eloszlas mennyire asszimetrikus.
Az egyik legegyszer(ibb és leggyakrabban hasznalt alakmutatdk, az Ugynevezett Pearson-féle mérészamok:

P:3X—Me A:)_(—MO

g g

A negativ értékek jobb oldali asszimetriat jelentenek. A pozitiv értékek esetén pedig bal oldali asszimetria van.

A Pearson-féle P és A mutatok altalaban -1 és 1 kdz6tt tartézkodnak és csak extrém esetekben vesznek 6l 1-nél
nagyobb vagy -1-nél kisebb értéket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az alakmutatok arrél sz6lnak, hogy az eloszlas mennyire asszimetrikus.

Az egyik legegyszer(ibb és leggyakrabban hasznélt alakmutatdk, az ugynevezett Pearson-féle mérszdmok mellett
az F-mutatok:

F02 _ (Qs—Me)—(Me—Q,)

25 T (Qy—Me)+(Me—Qy)

F, — (Dg—Me)—(Me—Dy)
0.1 = Dy Me)+(Me_Dy)

ahol D az els6, Dg pedig a kilencedik decilist jelenti.
A negativ értékek jobb oldali asszimetriat jelentenek. A pozitiv értékek esetén pedig bal oldali asszimetria van.
Az F mutaté csak -1 és 1 kdz6tt lehet.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A cslcsossag azt jelenti, hogy azeloszlas gérbéje mennyire csucsosodik ki.

A cslcsossag mérésére a kdvetkezd mutatd van forgalomban:

My(X)

ot

Qy = 3

Itt My (X) az Uigynevezett negyedik momentum, és igy szamolhato ki:

2(-x)

M4()_(): N

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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https://www.mateking.hu/statisztika-1/egy-ismerv-szerinti-elemzes
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Matrixok és vektorok

Egy nXk-as matrix tulajdonképpen nem mas, mint egy tablazat, aminek n darab sora és k darab oszlopa van.

pI.:A:(2 3 1)
5 1 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy matrixot egy szammal szorzunk, akkor amatrix 6sszes elemét meg kell szorozni a szammal.

5 7 -2 15 21 -6
pl.:3- =
2 2 1 6 6 3

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha egy matrixot osztunk egy szammal, akkor amatrix minden elemét osztani kell a szammal.

L) (20
3 1 1 5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két matrix 6sszeadasakor 6sszeadjuk az ugyanazon pozicidban lév8 elemeket. Két matrixot csak akkor lehet
6sszeadni, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

2 4 7 17 -2 3 11 5
p":(1 5 3)+(4 2 1 ):<5 7 4)
A matrixok 6sszeaddsa kommutativ, azaz
A+B=B+A4
Es asszociativ, azaz
(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két matrix kivonasakor kivonjuk az ugyanazon poziciéban l1évé elemeket. Két matrixot csak akkor lehet kivonni
egymasbdl, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

(2a T\ (17 2\_(1 -39
P“\1 5 3 42 1) =3 3 2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Két matrix szorzata akkor Iétezik, ha a bal oldalimatrix oszlopainak szdma megegyezik a jobb oldalimatrix sorainak
szamaval.

Ha az A matrix m x n-es a Bmairix pedig n x k-s, akkor az eredménymatrix m x k-s lesz.

Az eredménymatrix i-edik sordnak j-edik elemét ugy kapjuk, hogy a bal oldalimatrix i-edik sorat skalarisan szorozzuk
a jobb oldali mairix j-edik oszlopaval. (Tehat az els elemet az elsvel, a masodikat a masodikkal stb. szorozzuk,
majd 6sszeadjuk)

(3 4\ (2 4 T\_(10 32 33
P\1 5 15 3/ \7 20 22

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Két méatrixot csak akkor adhatunk éssze, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.
A matrix 6sszeadas kommutativ:

A+B=B+A

Es asszociativ:

(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A matrixszorzas nem kommutativ, azaz:
A-B£B-A

De asszociativ, azaz:
(A-B)-C=A-(B-C)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kvadratikus matrix négyzetes matrix vagyis ugyanannyi sora van, mint oszlopa.

2 3 5
pl:l1 4 1
2 1 1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A diagonalis matrix olyan kvadratikus matrix, aminek a f§atléjan kivili elemek nullak.

2 00
p: {0 4 0
0 0 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

&5 MATEKING.HU - ALKALMAZOTT MATEMATIKA MATE KEPLETGYUJTEMENY
49. OLDAL


https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/matrixok-es-vektorok/nehany-specialis-matrix
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/alkalmazott-matematika-mate/matrixok-es-vektorok/nehany-specialis-matrix

&5 MATEKING.HU - ALKALMAZOTT MATEMATIKA MATE KEPLETGYUJTEMENY

50. OLDAL

Az egységmatrix olyan matrix, ami azt tudja, hogy barmely A matrixra A - I = A.

Az egységmatrixok olyan diagonalis matrixok, aminek minden f6atlé-eleme egy.

10
l: Iyp9 =
ot (10)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az inverz matrix jele A lesez egy olyan matrix, ami azt tudja, hogy

A- A1 =T (jobb inverz)
A1. A= (palinverz)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A transzpondlt a matrix sorainak és oszlopainak felcserélése. Jele AT vagy A*

pl.:
2 3 5 2 1 2
A=1|1 4 1 |=4T=|3 4 5
2 5 7 5 1 7

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a matrixokat, melyek transzponaltjuk dnmaga, szimmetrikus matrixnak nevezzik.

5 1 7 5 1 7
p:A=11 4 2|=AT=|1 4 2
7 2 6 7 2 6

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Vektort egy szammal Ugy szorzunk, hogy a vektor minden koordinatajat megszorozzuk a szammal.

1 3
P:3-1 3] =1 9
5 15

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Vektort egy szammal gy osztunk, hogy a vektor minden koordinatajat leosztjuk a szammal.
3
6 1

. 15 —

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két vektort Ugy adunk 6ssze, hogy minden egyes koordinatajukat kiilén-kiilén 6ssze adjuk.

2 4 6
PL.: 4 +12]=16
-1 7 6

Tulajdonségok:
kommutativ:a +b =b +a
asszociativ: (a +b) +c=a+ (b+¢)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két vektort Ugy vonunk ki egymasbol, hogy minden egyes koordinatajukat kiildn-kilén kivonjuk egymasbdl.

2 4 -2
PI.: 4 12| = 2
-1 7 —8

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A skalaris szorzat két vektor kdzti mlvelet, ami csinal bel8lik egy szamot.

3 4
P..a= [ 2 b=11
) 2

a’ - b=3-44+2-14+5-2=24
Tulajdonséagok:

T.a

S

kommutativ: QT . Q =

nem asszociativ: (a - ) T c#al- (QT . g)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Két vektor diadikus szorzata egy matrix. Lassuk milyen.

3
P..a= | 2
5
12
a-b"=| 8
20

Tulajdonséagok:
nem kommutativ

nem asszociativ

Megnézem a kapcsolodoé epizédot

b=

3 6
2 4
5 10

4

Ha egy matrixot beszorzunk az I =

elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

vektorral, akkor az szépen 6sszeadja a matrixunk soraiban 1évé

Ha egy matrixot beszorzunk ale =(1 1

oszlopaiban 1év6 elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

1 ) vektorral, akkor az szépen 0sszeadja a matrixunk

Ha egy matrixot megszorzunk jobbrél egy €, egységvektorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik oszlopat.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ha egy matrixot megszorzunk balrél egy €, egységvekiorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik sorat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Fliggvények
Adott az f :A— B fliggvény. A flggvény értékkészlete azoknak az elemeknek a halmaza aB halmazban,

amelyek hozz4 vannak rendelve valamely A halmazbeli elemekhez.

Az értékkészlet jele az angol range szé alapjan, ami azt jelenti, hogy kiterjedés:Rf vagy az akadalymentesitett
jeldlése: E.K.

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Egy kifejezés értelmezési tartomanyan azt a legb&vebb halmazt értjik, ahol értelmezve van.

Flggvény esetén azokat a szerencsés T-eket, amelyekhez a fliggvény hozzérendel egy Y szamot, a figgveny
értelmezési tartomanyanak nevezziik.

A kovetkezbket érdemes megjegyezni:

P08z itt >0 Pralalezitt barmi  log (ezitt > 0)  tort nevezs # 0
pl: f(z) = -

tehat a nevez6 nem lehet nulla (€ 7~ 3)

42 T értelmezési tartomanya VY € R\ {—3}, mert nincs gydk és nincs logaritmus, de tort van,

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(x) fuggvényt egy |a, b[ intervallumon monoton névekedének mondunk, ha barmelyxy, o €|a, b| esetén, ha
x1 < To, akkor f(x1) < f(x9)

SzigorGian monoton ndvekeds, ha barmely T1, 2 €]a, b esetén, ha; < g, akkor f(1) < f(2)

Az f(z) fuggvényt egy |a, b[ intervallumon monoton csékkendnek mondunk, ha barmely 1, 3 €]a, b] esetén, ha
x1 < To, akkor f(x1) > f(z2)

Szigoruan monoton csékkend, ha barmely 1, To E]a,b[ esetén, haxy < 9, akkorf(a:l) > f(:th)

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Flggvény széls6értékén a maximumat illetve minimumat értjik.
Precizebben:

Az f(x) fuggvénynek az Ty € D pontjaban (globalis) maximuma van, ha minden € D esetén
f(z) < f(z0).
Az f(x) fuggvénynek az Ty € Dy pontjaban (globalis) minimuma van, ha mindenx € D esetén

f(z) = f(@o)-

Az f(x) fuggvénynek az £y € D pontjaban lokalis maximuma van, ha létezik olyan nem nulla kérnyezete, hogy
ott 6 a maximum.

Az f(x) fuggvénynek az Ty € D pontjaban lokalis minimuma van, ha létezik olyan nem nulla kérnyezete, hogy ott
6 a minimum.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Konkavnak nevezzik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "szomoru hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekdtsd egyenes felett halad.

Konvexnek nevezzik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "vidam hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekdt egyenes alatt halad.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Belsé flggvénytranszformacio: f(w + a), ez ugy mikodik, hogy az T tengely mentén tolja el a fliggvény grafikonjat.
Kiilsé fiiggvénytranszformacio: f(x) + a, ez pedig azy tengelyen tolja el a fiiggvényt.

Flggvény szorzasa szammal:a - f(m) ilyenkor megnyuijtjuk a fliggvényt azy tengely szerint.

Fuggvény valtozéjanak szorzdsa egy szammal: f(a . :1:) ilyenkor az T tengely szerint nyUjtjuk a figgvényt.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Minden olyan figgvényt, ami az Yy tengelyre szimmetrikus, paros figgvénynek hivunk. Ezek a fliggvények azt tudjék,
hogy barmely Z-re amelyre értelmezve vannak:

f(~=) = f()

Azokat a fliggvényeket, amelyek az origéra szimmetrikusak, paratlan fliggvénynek nevezzik. A paratlan fliggvények
ugy mikédnek, hogy barmely -re amelyre értelmezve vannak:

f(-z) = —f(2)

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Ha az & kilénb6z6 pozitiv egész kitevs hatvanyait dsszeadjuk vagy kivonjuk, akkor polinomokat kapunk.
A polinomfliggvény altalanos alakja:

f(®)=a, 2" +a, 12" 1 +...a1x+qp

A legmagasabb foku tag egyttthatéjat hivjuk f6egyitthatonak.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Osszetett fliggvény és inverz fiiggvény

Ha az f(x) és g() fiiggvényeket egymésba agyazzuk, azaz az f fiiggvény T véltozéjanak helyére
behelyettesitjiik a g() fiiggvényt, dsszetett fiiggvényt kapunk.

fog=f(9())
Ebben az 6sszetett fliggvényben f fiiggvényt hivjuk kiils fiiggvénynek, ag fliggvényt pedig belsé fliggvénynek.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Minden figgvény egy & — Y hozzérendelés, aminek az inverze, ha az egydltalan létezik, azy +— I forditott
hozzarendelés.

Inverze csak azoknak a fuggvényeknek van, amik két kuldnbdz8-hez kildnbézd Y-okat rendelnek, ezt ugy
mondjuk, hogy kdlcsénesen egyértelm(iek, vagy kicsit révidebben injektivek.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Hatarérték, fliiggvények hatarértéke és folytonossaga

Az f(x) fuggvény folytonos az a-ban, ha értelmezve van aza-ban, létezik és véges a hatarértéke aza-ban, és ami
a lényeg:

lim,, f(z) = f(a)
Az f(a:) flggvény folytonossa tehet az a-ban, ha létezik véges hatarértéke az a-ban.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Megszintethetd szakadas:

Ha létezik véges hatarériék az a-ban, de ez nem egyezik meg a fliggvényértékkel, akkor megszintethet§ szakadasa
van.

dlim, ,, f(z) =szam lim, ,, f(z) # f(a)

Nem megsziintehet§ szakadas, ugras:

Ha a bal és jobb oldalihatarérték két kiildnbdz8 szam az a-ban, akkor a szakadas nem megsziintethet6 és ugrasnak
hivjuk.

lim, ,,- f(z) =szam lim, ,,+ f(z) = masikszam lim, - f(z) # lim, ..+ f(2)

Nem megszintethet§, nem véges szakadas:
Ha a bal és jobb oldalihatarériék nem is véges az a-ban, akkor plane nem tehet6 folytonossa a fliggvény.

lim, ,,- f(z) =xo00 lim, ..+ f(x)==%o0

Nem megsziintethet§ oszcillalé szakadas:
Végil meglehetésen patologikus esetek is vannak, amikor még csak jobb vagy bal oldalihatarériek sem létezik.
ﬁlimm—m‘ f(m) /Elimm—ﬂﬁ f(ZU)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

; sinz __ : sinlZe

lim,, = 1 limpge e 1

. l-cosz __ 1 . l1-coslZe 1
lim, o0 == =5 limge o —5— =73

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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150 250 -0 2L
n n n

Megnézem a kapcsolédo epizdédot

Sorozatok hataréertéke

n—o0o n:—oo0o ndP—oo nfF— oo

Megnézem a kapcsolédo epizdédot

Megnézem a kapcsolddo epizédot

oohag>1
. Oha —1<g<1
7 7V 1hag=1
divhag < —1

Megnézem a kapcsolédo epizddot

(+5)" e

1Z¢
[0 Qo
(1 + E) — €

Ha IZE — 00

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Egy sorozatot konvergensnek neveziink, ha van egy olyan valds szam, ami a sorozat hatarértéke.

Ha ilyen sz&m nem létezik, akkor a sorozat divergens.

Egy sorozat lehet azért is divergens, mert végtelenbe tart, és lehet azért is, mert az égvilagon nem tart sehova. A
sehova nem tartd sorozatok mindig oszcillallé sorozatok.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Haa, — A ésc, — A ésvan olyan 1y, hogy mindenn > ng eseténa,, < b,, < ¢, akkorb,, — A.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Ja—1 ym—1 nk—=1

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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A végtelenbe tart6é sorozatok nagysagrendi sorrendje azt mondja meg, hogy melyik sorozat milyen Gtemben tart a
végtelenbe. Minél nagyobb nagysagrend(i egy sorozat, annal gyorsabban tart a végtelenbe. A nagysagrendi rangsor:

log, << ¥/n <<nk << g" <<nl<<n®

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az egyoldali rendér-elv arrél szél, hogyha egy sorozat végtelenbe tart, akkor elég alulrél becsiilni egy masik
végtelenhez tarté sorozattal, és az egyoldali rend6r-elv szerint az eredeti sorozat is végtelenbe fog tartani. Amikor
pedig az eredeti sorozat minusz végtelenbe tart, akkor az egyoldali renddr-elvet hasznalva fellilr8l becsliink egy
masik minusz végtelenbe tarté sorozattal:

Ha a,, — 00 és van olyan Ty, hogy minden 7 > 1 esetén a,, < b,, akkor b,, — oo0.
Ha a,, — —00 és van olyan T3y, hogy mindenm > 1 esetén a,, > b,, akkor b, — —o0.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Egy sorozatnak torlodasi pontja az A szam, ha barmilyen kis kdrnyezetében a sorozatnak végtelen sok tagja van.

Ennél precizebben az a,, sorozatnak torlédasi pontja az A szam, ha minden € > 0 esetén végtelen sok tagja van,
hogyA—€<an <A+te

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az a,, sorozat torlédasi pontjainak halmaza Iegyen{Ai}
Ekkor a sorozat limesz inferiorja:

liminfa, = inf {4;}

Es a limesz szuperior:

limsupa, =sup{4;}

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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Derivalas

A derivalas lényege, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgdlja, mégpedig Ugy, hogy megnézi, milyen
meredek érint6 huzhaté a figgvény grafikonjahoz. Az érintd meredekségét pedig Ugy kapjuk meg, hogy veszink
rengeteg szel6t, amelyek egyre jobban "rasimulnak” az érintére, és igy a szel6k meredekségének a hatarértéke lesz
az érint6 meredeksége. A szel6k meredekségét irja le a differenciahanyados:

f(z)—f(=)

T—Iy

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A derivalas ugy m(ikédik, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgalja, mégpedig azzal, hogy megnézi,
milyen meredek érint§ hizhaté a figgvény grafikonjahoz. Ha az érint8 "folfele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"f6lfele megy" vagyis a figgvény ndvekszik. Hogyha pedig az érint6 "lefele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"lefele megy" tehét a figgvény csdkken. Egy figgvény érint6 egyenesének meredeksége a differencialhdnyados:

f(@)—f (=)

m = lim,_,, p—

Ezt nevezzik a fuggvény I pontban vett derivaltjanak. Hogyha a derivalt ebben a pontban pozitiv, az azt jelenti,
hogy pozitiv meredekség érintd hizhato a fliggvényhez. Vagyis a fliggvény ebben a pontban névekszik. Ha pedig a
derivalt ebben a pontban negativ, akkor negativ meredekség( érinté hizhaté a fliggvényhez, és igy a fliggvény
csokken. A derivalt tehat a fliggvény névekedési és csdkkenési szakaszait képes nekiink megmutatni, és hatalmas
szerepe van a fliggvények viselkedésének vizsgalatanal.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

(cy =0 (z") =nz»! (") =€e* (a*) =a”lna
1

lnz) = log 2 =1L (sinz) =cosz (cosz) = —sinz
a zIna
(tanz) = —— (arcsinz) = \/1177 (arccosz) = \/:? (arctanz) = -1

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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f és g derivalhat6 figgvények, és C valds szam esetén aderivalasi szabalyok:

(cf) =cf’ (%)':f?’
(F+g) =F+9
(fg) = F'g+ fd

(1)’ _ fo-1g
g g2
(£>l _ =

f 12

(f(9(2))) = £’ (9(x)) g ()

A derivalasi szabalyok megmutatjak, hogyan kell egy fliggvény konstans-szorosat derivalni, hogyan kell két figgvény
Osszegét vagy épp kilénbségét derivalni, mi lesz két fliggvény szorzatanak a derivaltja, mi lesz két fliggvény
hanyadosanak a derivéltja. Van két extra derivalasi szabaly is, amit érdemes tudni, az egyik amikor egy fliiggvényt
osztunk egy szammal, a masik pedig amikor egy szamot osztunk el egy fliggvénnyel. Mindkét esetben tortet
derivalunk, de nem kell a trotek derivalasara hasznalt eléggé komplikalt képletet hasznalni, hanem ezekre az esetekre
vannak egyszerlibb képletek. Végul pedig jon az 6sszetett fliggvények derivalasi szabalyavagyis a lanc-szabaly.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A lanc-szabaly az 6sszetett fliggvények derivalasi szabalya. Ha f és g derivalhaté fliggvények, akkor az f ésg
figgvények 6sszetételébdl kapott fliggvény derivaltja:

(f(9(2))) = £ (9(x)) 7 ()

Ezt a képletet nevezziik lanc-szabalynak, és érdemes alaposan begyakorlni, ugyanis ez szokta a legtébb gondot
okozni a derivalassal kapcsolatos feladatok megoldasa kézben.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A sinh x és cosh 2 hiperbolikus fliggvények kdzt fennallé azonossagok:
cosh? z —sinh?z =1

sinh 2z = 2sinh x - coshx

cosh 2z = cosh? z + sinh? z

sinh (x +y) = sinhx - coshy & coshz - sinhy

cosh (z £y) = coshx - coshy £ sinhz - sinhy

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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(coshz) =sinhz

(sinhz) = coshz

(tanhz) =

cosh? z

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A cosh x fuggvény inverze:

arcoshz = In (:13 + /22 =1 )

A sinh x figgvény inverze:

arsinhz = In (:1: + /x2 + 1)

A tanh x fiiggvény inverze:

11—z

artanhz = —;ln (Hm )

Megnézem a kapcsolddo epizédot

P 1
(arcoshz) = _—
: 1
(arsinhz) = o
(artanhz) =

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Differencialhatésag vizsgalata és az érinté egyenlete

A derivalas lényege, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgdlja, mégpedig Ugy, hogy megnézi, milyen
meredek érint6 huzhaté a figgvény grafikonjahoz. Az érintd meredekségét pedig Ugy kapjuk meg, hogy veszink
rengeteg szel6t, amelyek egyre jobban "rasimulnak” az érintére, és igy a szel6k meredekségének a hatarértéke lesz
az érint6 meredeksége. A szel6k meredekségét irja le a differenciahanyados:

f(z)—f(=)

T—Iy

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A derivalas ugy m(ikédik, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgalja, mégpedig azzal, hogy megnézi,
milyen meredek érint§ hizhaté a figgvény grafikonjahoz. Ha az érint8 "folfele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"f6lfele megy" vagyis a figgvény ndvekszik. Hogyha pedig az érint6 "lefele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"lefele megy" tehét a figgvény csdkken. Egy figgvény érint6 egyenesének meredeksége a differencialhdnyados:

f(@)—f (=)

m = lim,_,, p—

Ezt nevezzik a fuggvény I pontban vett derivaltjanak. Hogyha a derivalt ebben a pontban pozitiv, az azt jelenti,
hogy pozitiv meredekség érintd hizhato a fliggvényhez. Vagyis a fliggvény ebben a pontban névekszik. Ha pedig a
derivalt ebben a pontban negativ, akkor negativ meredekség( érinté hizhaté a fliggvényhez, és igy a fliggvény
csokken. A derivalt tehat a fliggvény névekedési és csdkkenési szakaszait képes nekiink megmutatni, és hatalmas
szerepe van a fliggvények viselkedésének vizsgalatanal.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A derivalt geometriai jelentése a fliggvény grafikonjahoz hdzott érint§ meredeksége.
Az érint6 egyenlete:
F(z) = f'(z0)(z —z0) + f(0)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Koénnyi fiilggvényvizsgalat és szélséértékfeladatok

Az elaszticitas képlete:
—_z
E(z) = 2 - f'(a)

Egy flggvény elaszticitdsa azt mondja meg, hogyha 1%-kal ndveljik az x-et, akkor hany szazalékkal véltozik a
figgvény értéke.

E = 0 Teljesen rugalmatlan

|E |< 1 Rugalmatlan

|E |= 1 Egységnyi rugalmasséagu
|E |> 1 Rugalmas

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

b
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Teljes figgveényvizsgalat, gazdasagi feladatok

Ha a fliggvény derivéltja pozitiv, akkor a fliggvény né,
Ha a fliggvény derivaltja negativ, akkor a fliggvény csékken.

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Konkavnak nevezziik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "szomord hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekété egyenes felett halad.

Konvexnek nevezziik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "vidam hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekdtdé egyenes alatt halad.

A flggvény hangulatarél a masodik derivalt szolgaltat informaciot.
Ha a masodik derivalt negativ, akkor a fliggvény konkav, ha pozitiv, akkor konvex

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(x) fuggvény stacionarius pontja Ty, ha f differencialhat6 az o kémyezetében és f'(xp) =0

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Egy kifejezés értelmezési tartomdanyan azt a legb8vebb halmazt értjik, ahol értelmezve van.

Flggvény esetén azokat a szerencsés T-eket, amelyekhez a fliggvény hozzérendel egy Y szamot, a figgveny
értelmezési tartomanyanak nevezziik.

A kévetkezOket érdemes megjegyezni:

WOSezitt >0 PFata/e Gt barmi  log (ezitt > 0)  tort nevezs # 0

pl. f(z) = (zi§)4 értelmezési tartomanya V. € R\ {—3}, mert nincs gyék és nincs logaritmus, de tért van,

tehat a nevez6 nem lehet nulla (€ 7~ 3)

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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