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Hatarozatlan integralas, primitiv fliggvény

Az f(x) fuggvény primitiv fiiggvényének jele F'() és azt tudja, hogy ha derivaljuk, akkor visszakapjuk f()-et,
azaz

Fl(z) = f(z)
Egy flggvény primitiv fliggvényeinek halmazat nevezzik a fliggvény hatarozatlan integraljanak.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

fa:”dazzfgi—i—c n# —1
[1der=In|z|+c
fetdr=e®+c

[a® dm:%—i—c

Jcosz dr =sinz+c

[sinz de = —cosz+¢

[—2—dz=tanz+c

cos?

[—=—dz=—cotz+c

sin” x

1 _
J 157 dz =arctanz + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot

&5 MATEKING.HU - MATEMATIKA 2 SZTE KEPLETGYUJTEMENY
2. OLDAL


https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/mi-az-integralszamitas-a-hatarozott-es-a-hatarozatlan-integral
https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/alapintegralok-es-a-linearis-helyettesites
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f(aa:—i—b)”dsc:%%—{—c

[ —Fdz=Inlaz+b|1+c

feaz—l—b dr = et=tb 1 +c
a

az+b At 1
[A de=4—2+c

J cos (ax + b) dx = sin (az +b)1 + ¢
[sin (az +b) dz = —cos (ax 4+ b)2 + ¢

fm dz = tan (az + )1 +c

1 dr=—cot(ax+b)l+c
sin? (az+b) a

1 _ 1
IW dx = arctan (az +b) 1 + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Integralaskor a konstans szorz6 kivihetd:
fc . f = C- f f

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Osszeget kiildn-kiilén is integralhatunk:

[f+9=[Ff+[g

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha a szorzés elvégezhetd, akkor végezziik el, és utdna integraljunk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

[fe-f = e
a+1

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A parcialis integrélast szorzatok integralasara fejlesztették ki. Az elnevezés onnan ered, hogy a szorzatot részenként

fogjuk integralni:
Jf-d=fg9-[Ff-9

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/az-integralasi-szabalyok-es-egyszerubb-szorzatok-integralasa
https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/az-integralasi-szabalyok-es-egyszerubb-szorzatok-integralasa
https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/az-s2-integralasi-modszer-faf-tipusu-szorzatokra-20
https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/a-parcialis-integralas-s3
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[f(g(x)) g (x)=F(g9(z))+c

Ez a tétel az dsszetett fliggvények integralasardl szél. Csak sajnos az a gond az 6sszetett fliggvényekkel, hogy az

integralasuk altalaban elég reménytelen vallalkozas.

Erdemes még néhany specialis esetet megjegyezniink:

feg.g’:eg+c fag.g’:i+c

Ina

g _ g _ :
[ [ir = arctang +c [ wer e arcsing + ¢

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Prébéalkozzunk a tort foldarabolasaval és utdna integraljunk.

actb g _ elatd)tb-% o dleatd) | B g
f cr+d dz = f cr+d dz = f ce+d + cr+d dz =

:f%—l—%da@:%mﬁ—Elnkx—i—dE

Megnézem a kapcsol6do epizédot

J&=m|f|+c

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A helyettesitéses integralas Iényege, hogy egy kifejezést u-val helyettesitiink annak reményében, hogy hatha igy

képesek lesziink majd megoldani a feladatot.

Hasznos helyettesitések:

az+b _
[ o dx vexr+d=u
[f(g(z)) dz  g(z)=u
J1-F f = sinu
JVIF S f=sinh®u

f—1 f = cosh?u

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/osszetett-fuggvenyek-integralasa-s4
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Barmilyen raciondlis tortfliggvényt nagyon egyszerlen tudunk integralni. Mindéssze annyit kell tennliink, hogy
félbontjuk elemi tortekre és az elemi t6rteket az elébbi mddszereinkkel integraljuk.

f A dx—Afﬁdw:Alnm;c—kb’.%

f Az+B d A f _ A 2am+% dr =
az?+bztc = azr?+bz+tc L= 2a J az2+brte L=
2aB
2a az?+bz+c 2a az?+bx+tc ax?+bz+c

=4 (111 laz? + bz + |+ Zarctan (%:{: + 2a\/D) - \/TD)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A helyettesitéses integralas ugy miikédik, hogy egy kifejezést u-val helyettesitiink annak reményében, hogy hatha
igy képesek lesziink megoldani a feladatot.

A helyettesitéses integralas egyik legfurcsabb esete azu = tan % Olyankor hasznaljuk, ha a tortbensin x és
COS T is csak els@ fokon szerepel.

. 2u 1—u2 2
sine =-% cosx=-—% dxr= du
1+u? 1+u? 1+u?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

&5 MATEKING.HU - MATEMATIKA 2 SZTE KEPLETGYUJTEMENY
5. OLDAL


https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/racionalis-tortfuggvenyek-integralasa
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Hatarozott integralas

Ha f(w) integralhaté az [a, b] intervallumon és létezik primitiv fliggvénye ezen az intervallumon, akkor aNewton
Leibniz formula szerint a hatarozott integraljat a kévetkezéképp szdmolhatjuk ki:

J? f(z) dz = [F(z)]) = F(b) — F(a)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f [a, b] intervallumon korlatos fiiggvény Riemann integralhaté az [a, b] intervallumon, ha egyetlen olyan szam
létezik, hogy barmely felosztasra:

s<I<S
ahol s az alsé kozelits 6sszeg:s = » »  M;(T; —T; 1) m; = inf{f(z), ¢ € [x; 1,2}
ahol S a fels6 kozelits 6sszeg: S = Y r, M;(x; — ;1) M; =sup{f(z), = € [z;_1,2;]}

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha integraljuk a pozitiv szamegyenesen az
_ 1
flz) ==
fuggveényt, akkor 0-t6l 1-ig is improprius integralt kapunk és 1-t8l végtelenig is.

Ha 0-t6l 1-ig integralunk:

1
jg]liadxz{T‘I‘lha‘a<1
w ochaa>1
Ha 1 és végtelen kéz6tt integralunk:

1
‘ﬁooiada}‘:{ahaa>1
m ocohaa<1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Forgastest térfogata:
V=n/’f(z)de

Forgastest felszine:

A=2r [* f(2)\/T+ (f (@) d

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/analizis-1/hatarozott-integralas
https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/hatarozott-integralas/a-gorbe-alatti-terulet-es-ket-fuggveny-gorbei-kozti-terulet
https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/hatarozott-integralas/riemann-integralhatosag-integralfuggveny
https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/hatarozott-integralas/egy-fontos-fuggvenytipus-improprius-integralja
https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/hatarozott-integralas/forgastest-terfogata-es-felszine
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Differencialegyenletek

A differencialegyenletek olyan egyenletek, amiben az ismeretlenek fliggvények. Az egyenletben ezeknek a
fuggvenyeknek a kulénb6z4 derivaltjai és hatvanyai szerepelnek.

Ha ez a bizonyos fliggvény egyvaltozds, akkor a differencidlegyenletet kézénséges differencialegyenletnek nevezzik,
ha a figgvény tébbvaltozds, akkor parcidlis differencidlegyenletnek.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A rend azt mondja meg, hogy a fliggvény maximum hanyadik derivaltja szerepel az egyenletben.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha az ismeretlen fliggvény és derivaltjai csak elsé fokon szerepelnek a differencialegyenletben, akkor az egyenlet
linearis.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A szeparabilis differencidlegyenlet igy néz ki:

f(z) dz = g(y) dy

Megoldasanak menete pedig a kévetkez4:

d
Az y’-t lecseréljik arra, hogy d_a?j
Aztan jon a szétvalasztas: mindeny-os dolgot a dy-os oldalra visziink és mindenZ-eset a dz-es oldalra.
Ezt kdvet6en mindkét oldalt integraljuk és megkapjuk a megoldast.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy differencialegyenlet homogén fokszamu, ha Y = U helyettesités utan minden &-es tag kitevéje megegyezik.

A homogén fokszamu differencidlegyenletek megoldadsanak menete a kdvetkezé:

El8szor elvégezzik az y(:r:) = :Eu(il:) (réviden Yy = u) helyettesitést, ekkordy =u-dz+ z-du.

igy ez az egyenlet mar szeparabilis, igyhogy johet a szétvalasztas.

Megoldjuk a szeparabilis egyenletet, aholy helyett most U-ra hajtunk. Es amikor & mar megvan, visszacsinaljuk Y-ra.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/analizis-2/differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/differencialegyenletek/mik-azok-a-differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/differencialegyenletek/mik-azok-a-differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/differencialegyenletek/mik-azok-a-differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/analizis-2/differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/differencialegyenletek/a-szeparabilis-differencialegyenlet
https://www.mateking.hu/analizis-2/differencialegyenletek
https://www.mateking.hu/analizis-2/differencialegyenletek
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A p(z,y)dz + q(z,y)dy = 0 differencidleayenlet akkor egzakt, ha pj,(z,y) = g (T, ), réviden g—zy) = g—i.

Az egzakt egyenletek megoldasa F'(x,y) = C, ahol F(z,y) = p(x,y) é¢s Fj)(z,y) = q(z,y)
A megoldast intgeralassal kapjuk:
F(z,y) = [p(z,y) dz

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha a differencialegyenlet nem egzakt, akkor megprébalhatjuk egzakita tenni egy integrald tényezd segitségével.

Az integralé tényez6 megtalalasahoz els6ként kiszamoljuk ezeket:

% %
& ér [ oz
Y és Y

p q

Ha ezek kdzll az els@ csak y-t tartalmaz, vagy a masodik csak x-et tartalmaz, nos olyankor van remény az integral6
tényez6 megtalalasara.

Az integralé tényezé:
u = e_ff(y) dy Vagyu — efg(w) dz

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az elsérendli linearis differencialegyenlet altalanos alakja ugy néz ki, hogy van benne egyy’, és van benne egy
els6foku y.

y' +yP(z) = Q()

Megoldasanak menete pedig a kdvetkez:

Kiszamolunk egy ’U(:I:) flggvényt:

v = el Plz) dz

Beszorozzuk az egyenletet v(az)-el, hogy a bal oldal egy szorzat derivaltja legyen.
y'v+yvP(z) = vQ(x)

Végil mindkét oldalt integraljuk.

[(yv) dz = [vQ(z) dz

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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A konstans varialas médszere egy megoldasi médszer az elsérendd lineéris differencidlegyenletekhez.
Elsd 1épésként megoldjuk az igynevezett homogén egyenletet, ami ez:

y' +yP(z)=0

A homogén egyenlet megoldasa:

Yy = Ce~ JP(z) dz

Ezt kdvetben jon a konstansok varidlasa, azt mondjuk, hogy a megoldasban szerepl8 konstans legyen egyC(zc)
figgvény. Es ezt a C(x) fiiggvényt agy varidliuk, hogy ha behelyettesitjiik az egyenletbe, akkor épp az inhomogén
egyenlet jobb oldalat kapjuk.

y= C(:c)e_ J P(z) dz
Az egyenlet megoldasat Uigy kapjuk meg, hogy a homogén megoldasban C' () helyére beirjuk, ami kijott.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az elsérend( linearis allando egyutthatds differencidlegyenlet egy specialis esete a linearis elsérendl egyenleteknek.
Azért hivjak allandé egyiitthatésnak, mert a P(:C) flggvény ilyenkor valamilyen konstans, mondjuka.

Y +ay = Q(x)

Az &ltalanos megoldasa ugy jon ki, hogy a homogén megoldashoz hozzdadjuk a partikularis megoldast.

A homogén egyenlet: y' + ay = 0
A homogén megoldas: 7y = Ce 9%
Az altaldnos megoldas: homogén megoldés + partikularis megoldas

A partikularis megoldast prébafliggvény modszerrel keressiik meg. Az, hogy mi is lesz a partikularis megoldas, ez
mindig a jobb oldali figgvénytdl flgg:

Q(x) = masodfoka polinom:y, = Ax? + Bz + C

Q(x) = harmadfokd polinom:y,, = Ar® + Bx2 +Cz+ D
Q(z) = exponencidlis kifejezés: Yp = Ae®®

Q(x) = szinusz vagy koszinusz:y, = Acosax + Bsinax

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Rezonanciérél beszéliink, ha az elsérendlilineéris alland6 eqydtthatds differencidlegyenlet partikularis megoldasaban
szerepel €** és a kitevSje éppen megegyezik a homogén megoldas kitevjével.

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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A mésodrend( lineéris allandé egyltthatés homogén differencidlegyenlet altalanos alakja:

ay’ +by' +cy=0

A megoldas lépései:

El6szér megoldjuk a karakterisztikus egyenletet.

Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbdzé valés megoldasa vanry és 7' akkor y = Cj €% + Cye?®
Ha a karakterisztikus egyenletnek egy valés megoldasa van akkory = C €™ + Cyxe™

Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbozé komplex megoldasa vanry; = A + Biésry = A — Bi akkor
y = e42 (C] cos Bz + C; sin Bz)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A masodrend lineéris alland6 egyutthatés inhomogén differencialegyenlet altalanos alakja:
ay” + by’ +cy =Q(z)

A megoldas lépései:

El6szo6r megoldjuk a karakterisztikus egyenletet:ar2 +br+c=0.
Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbdzd valos megoldasa vanry és 79 akkor y = C €% + Cyem?®
Ha a karakterisztikus egyenletnek egy valés megoldasa van akkory = C; e + Cyxe™

Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbozé komplex megoldasa vanry; = A + Biésry = A — Bi akkor
y = e42 (C} cos Bz + C, sin Bz)

Ezzel megkapjuk a homogén megoldast.

A partikularis megoldast prébafliggvény modszerrel végezziik:

Qz) = polinom: Y, = A"+ A, jxv 1+ -+ Az + A
Q(z) = exponencidlis kifejezés: Yp = Ae®

Q(x) = szinusz vagy koszinusz:y, = Acosax + Bsinazx

Az altalanos megoldas a homogén megoldas és partikularis megoldas ésszege.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Matrixok, vektorok, vektorterek

Egy nXk-as matrix tulajdonképpen nem mas, mint egy tablazat, aminek n darab sora és k darab oszlopa van.

pI.:A:(2 3 1)
5 1 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy matrixot egy szammal szorzunk, akkor amatrix 6sszes elemét meg kell szorozni a szammal.

5 7 -2 15 21 -6
pl.:3- =
2 2 1 6 6 3

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha egy matrixot osztunk egy szammal, akkor amatrix minden elemét osztani kell a szammal.

L) (20
3 1 1 5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két matrix 6sszeadasakor 6sszeadjuk az ugyanazon pozicidban lév8 elemeket. Két matrixot csak akkor lehet
6sszeadni, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

2 4 7 17 -2 3 11 5
p":(1 5 3)+(4 2 1 ):<5 7 4)
A matrixok 6sszeaddsa kommutativ, azaz
A+B=B+A4
Es asszociativ, azaz
(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két matrix kivonasakor kivonjuk az ugyanazon poziciéban l1évé elemeket. Két matrixot csak akkor lehet kivonni
egymasbdl, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

(2a T\ (17 2\_(1 -39
P“\1 5 3 42 1) =3 3 2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Két matrix szorzata akkor Iétezik, ha a bal oldalimatrix oszlopainak szdma megegyezik a jobb oldalimatrix sorainak
szamaval.

Ha az A matrix m x n-es a Bmairix pedig n x k-s, akkor az eredménymatrix m x k-s lesz.

Az eredménymatrix i-edik sordnak j-edik elemét ugy kapjuk, hogy a bal oldalimatrix i-edik sorat skalarisan szorozzuk
a jobb oldali mairix j-edik oszlopaval. (Tehat az els elemet az elsvel, a masodikat a masodikkal stb. szorozzuk,
majd 6sszeadjuk)

(3 4\ (2 4 T\_(10 32 33
P\1 5 15 3/ \7 20 22

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Két méatrixot csak akkor adhatunk éssze, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.
A matrix 6sszeadas kommutativ:

A+B=B+A

Es asszociativ:

(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A matrixszorzas nem kommutativ, azaz:
A-B£B-A

De asszociativ, azaz:
(A-B)-C=A-(B-C)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kvadratikus matrix négyzetes matrix vagyis ugyanannyi sora van, mint oszlopa.

2 3 5
pl:l1 4 1
2 1 1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A diagonalis matrix olyan kvadratikus matrix, aminek a f§atléjan kivili elemek nullak.

2 00
p: {0 4 0
0 0 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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Az egységmatrix olyan matrix, ami azt tudja, hogy barmely A matrixra A - I = A.

Az egységmatrixok olyan diagonalis matrixok, aminek minden f6atlé-eleme egy.

10
l: Iyp9 =
ot (10)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az inverz matrix jele A lesez egy olyan matrix, ami azt tudja, hogy

A- A1 =T (jobb inverz)
A1. A= (palinverz)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A transzpondlt a matrix sorainak és oszlopainak felcserélése. Jele AT vagy A*

pl.:
2 3 5 2 1 2
A=1|1 4 1 |=4T=|3 4 5
2 5 7 5 1 7

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a matrixokat, melyek transzponaltjuk dnmaga, szimmetrikus matrixnak nevezzik.

5 1 7 5 1 7
p:A=11 4 2|=AT=|1 4 2
7 2 6 7 2 6

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Vektort egy szammal Ugy szorzunk, hogy a vektor minden koordinatajat megszorozzuk a szammal.

1 3
P:3-1 3] =1 9
5 15

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Vektort egy szammal gy osztunk, hogy a vektor minden koordinatajat leosztjuk a szammal.
3
6 1

. 15 —

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két vektort Ugy adunk 6ssze, hogy minden egyes koordinatajukat kiilén-kiilén 6ssze adjuk.

2 4 6
PL.: 4 +12]=16
-1 7 6

Tulajdonségok:
kommutativ:a +b =b +a
asszociativ: (a +b) +c=a+ (b+¢)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két vektort Ugy vonunk ki egymasbol, hogy minden egyes koordinatajukat kiildn-kilén kivonjuk egymasbdl.

2 4 -2
PI.: 4 12| = 2
-1 7 —8

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A skalaris szorzat két vektor kdzti mlvelet, ami csinal bel8lik egy szamot.

3 4
P..a= [ 2 b=11
) 2

a’ - b=3-44+2-14+5-2=24
Tulajdonséagok:

T.a

S

kommutativ: QT . Q =

nem asszociativ: (a - ) T c#al- (QT . g)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Két vektor diadikus szorzata egy matrix. Lassuk milyen.

3 4
Pl..a = | 2 b=11
5 2
12 3 6
a-b"=18 2 4)
20 5 10

Tulajdonséagok:
nem kommutativ
nem asszociativ

Megnézem a kapcsolodoé epizédot

1
1

Ha egy matrixot beszorzunk az l = .| vektorral, akkor az szépen 6sszeadja a matrixunk soraiban 1év6
1

elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy matrixot beszorzunk ale = ( 1 1 ... 1 ) vektorral, akkor az szépen dsszeadja a matrixunk
oszlopaiban 1év6 elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy matrixot megszorzunk jobbrél egy €, egységvektorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik oszlopat.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ha egy matrixot megszorzunk balrél egy €, egységvekiorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik sorat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A P(.’Bo, yo) ponton atmené ésn = lB] normalvektord egyenes egyenlete:

Az —z))+Bly—w)=0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A
A P(xg, Yo, 20) ponton atmené és1 = | B | normalvektord sik egyenlete:

C
Az—z))+Bly—w)+C(z—2) =0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Van a sikban két pont: P(x1, Y1 ) és Q(x2,ys).
Ekkor a két pont kézti vektor:
— Ty — T
PQ — l 2 1 ]
Y2—U
Ha a térben vesziink két pontot: P(1, Y1, 21) és Q(x2, Y2, 22).

Akkor a két pont kdzti vektor:

- Lo — Iy
PQ = Yo —U
29— 21

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Van it két pont a sikban: P(x1,y; ) és Q(x2, Y2 ).
Ekkor a két pont kdzti tavolsag:
d=/(x1 —2)* + (1 —12)?

Ha a térben vesziink két pontot: P(1, Y1, 21) és Q(x2, Y2, 22).

Akkor a két pont kdzti tavolsag a térben:

d= /(1 —22)% + (h —12)* + (21 — 22)*

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A
A P(xg, ) ponton &tmens és 1 = (B normalvektor(i egyenes egyenlete:

A-(x—zp)+B-(y—w)=0

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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A

A P(x, o, 20) ponton atmené és1 = | B | normalvektort sik egyenlete:

C
A-(x—z)+B-(y—w)+C-(2—2)=0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a1 by
Van itt két vektor:a = [ ay | 6sb = | by
as bs

A két vektor vektorialis szorzata:

€1 €& €3
axb=det|a, ay a3
by by by

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az a és b vekiorok vektoridlis szorzata aza X b vektor, ami meréleges az @ és b vekiorok 4ltal kifeszitett sikra, és

a; by €
a= | a b= | b, axb=det| q,
as bs by

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Qg

by

|®

S

3
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AV nem res halmazt vektortérnek nevezzik a valés szamok felett, ha aV” halmazon értelmezve van egy
6sszeadas nev(i m(ivelet, igy, hogy minden V -beli v, és U, vektorhoz hozzarendellnk egy V; + V4 vektort, ami
szintén eleme V-nek.

1. Az 8sszeadas kommutativ: barmelyv;, vy V-beli vektorra

Ut =0+

2. Az Gsszeadas asszociativ: barmely U, Uy, Vs V-beli vektorra

(v +v5) +v3 =0, + (v +v3)

3. Létezik nullelem: van onanQ V -beli vektor, hogy barmely v V -beli vektorra

v +0=0+v, =2,

4. Letezik ellentett: barmely v V beli vektorra létezik olyan —v4 V -beli vektor, hogy
v+ (-v) = —v; +v, =0

Ertelmezve van egy skalarral valé szorzas nevl mivelet is Ggy, hogy mindenV -beli V4 vektorhoz és barmely valds
szamhoz hozzarendellink egy A U vektort, ami szintén V-beli.

5. A skalarszoros asszociativ: barmely v, V-beli vektorra és A, i skalarra

(A-p) vy =A-(p-vy)

6. A skalarszoros disztributiv a vektorokra: barmely v, U, V -beli vektorra és A skalarra
A (v +0y) =A-v + A0

7. A skalarszoros disztributiv a skalérokra: barmelyv; V-beli vektorra és A, 4 skalarra
Atup) vy =Av +p-v

8. Egységszeres: barmely v, V-beli vektorra és az 1 valos szamra

L-v; =v,

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

AV{,v9,03,...,0, vekiorok linearisan flggetlenek, ha
)\1 .21_|_,\2 .22+)\3 '23‘1""‘1‘)\71'2“:9
csak tgy teljestl, ha minden A; = 0

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Av{,V9,03,...,V, vekiorok linearisan 6sszefliggdk, ha
Avp A vy Ag vy e+ A, =0
agy is teljesdl, hogy van olyan >\i 7& 0

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Egy V vektortérben avq,v9,03,...,0, vekiorok generator-rendszert alkotnak, ha minden w vektor a |4
vektortérben elall w = Ay - v; + Ay Uy + A3 -3 + -+ -+ A, - v, alakban.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Av{,v9,03,...,0, vekiorok figgetlen rendszert alkotnak, ha
MO+ AU+ A vg e+ Ay, =0
csak Ugy teljestl, ha minden A; = 0

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A bazis fliggetlen generatorrendszer.

A bazis minden vektort egyértelmien eldallit, mig ¥ -ben azok a generator-rendszerek pedig, amelyek 72-nél tobb
vektorbdl allnak, minden vektort végtelensokféleképpen.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Egy vektorrendszer rangja a benne 1év§ fliggetlenvektorok maximalis szama. R3-bana rang példaul maximum
harom lehet.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

AV vektortérnek W altere, haW C V és W maga is vektortér a V-beli miiveletekre.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy vektor akkor allithaté egy vektorrendszerrel, ha el6all azonvekiorok linearis kombinacidjaként.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

&5 MATEKING.HU - MATEMATIKA 2 SZTE KEPLETGYUJTEMENY
19. OLDAL


https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/matrixok-vektorok-vektorterek/a-generatorrendszer-es-a-bazis
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/matrixok-vektorok-vektorterek/a-generatorrendszer-es-a-bazis
https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/matrixok-vektorok-vektorterek/a-generatorrendszer-es-a-bazis
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/matrixok-vektorok-vektorterek/vektorrendszer-rangja-es-egyeb-erdekessegek
https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/matrixok-vektorok-vektorterek/alterek
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/matematika-2-szte/matrixok-vektorok-vektorterek/nehany-erdekesseg-fuggetlen-es-osszefuggo-vektorokkrol

20. OLDAL
&5 MATEKING.HU - MATEMATIKA 2 SZTE KEPLETGYUJTEMENY

Linearis egyenletrendszerek, matrixok inverze

Egy egyenletrendszer egyUtthatomatrixa az x-ek egyutthatéibdl allé matrix.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A Gauss-eliminacié egy linearis egyenletrendszerek megoldasara hasznalt algoritmus.

Az elimin&cid l1ényege, hogy egyenletrendszerlinket visszavezetjik vagy valamely haromszdg- vagy atlosmatrix
alakra.

A Gauss-eliminacié megengedett 1épései:

e Két sort (egyenletet) felcserélhetiink
e Egy sort (egyenletet) nem nulla szdmmal szorozhatunk
® FEgyik sorhoz (egyenlethez) hozzdadhatjuk egy masik sor (egyenlet) nem nulla szamsorosat

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az elemi bazistranszformacié (Szuper-Gauss) a lineéris egyenletrendszerek megoldasanak egy algoritmikus maédija.
1. lépés: a general6 elem valasztasa

Csak x-es oszlopbdl és e-s sorbdl valaszthatunk general6 elemet, nullat nem valaszthatunk és lehetbleg 1-et vagy
minusz 1-et érdemes.

2. 1épés: a bazistranszformacio
A general6 elem sorat osztjuk a general6é elemmel, oszlopat elhagyjuk.

A tébbi elembdl kivonjuk a generalé elem neki megfelel sordban és oszlopaban Iévé szamok szorzatat, osztva a
generaléelemmel.

3. 1épés: megint general6 elem valasztas
Ujra és tjra végrehatjuk a bazistranszforméaciét, amig az 6sszes oszlop el nem téinik
4. |épés: az utolso transzformécid és a megoldas

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Az elemi bazistranszformacié (Szuper-Gauss) a linearis egyenletrendszerek megoldasanak egy algoritmikus maédija.
1. lépés: a general6 elem véalasztasa

Csak x-es oszlopbdl és e-s sorbdl valaszthatunk general6 elemet, nullat nem valaszthatunk és lehetbleg 1-et vagy
minusz 1-et érdemes.

2. lépés: a bazistranszformacio
A general6 elem sorat osztjuk a general6é elemmel, oszlopat elhagyjuk.

A tébbi elembdl kivonjuk a generalé elem neki megfelel sordban és oszlopaban Iévé szamok szorzatat, osztva a
generaléelemmel.

3. |épés: megint generald elem vélasztas
Ujra és tjra végrehatjuk a bazistranszforméaciét, amig az dsszes oszlop el nem tdinik
4. |épés: az utolso transzformécid és a megoldas

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy egyenletrendszernek tébb az ismeretlene, mint ahany egyenlete van, akkor az egyenletrendszernek nincs
egyértelml megoldasa.

Bazistranszformacioval, ha maradnak €-s sorok ahol mar nem tudunk generalo elemet valasztani, olyankor mindig
végtelen sok megoldas van, vagy nincs megoldas.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy egyenletrendszerben két olyan egyenlet szerepel, ahol az ismeretlenek egyiitthatéi megegyeznek, de mas az
eredményik, akkor az ellentmondé egyenletrendszer, aminek nincs megoldasa.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

A bazistranszformacié soran fent maradt x-ek Ugynevezett szabadvaltozok. A szabadsagfok a szabadvaltozék
szama, tehat ahany x; fént marad.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a Gauss-eliminacio segitségével gy allithatjuk els, hogy megoldjuk az Az = b
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot. Az eliminaciés lépéseket addig kell végezni, amig
az egységmatrixot nem kapjuk az A helyén, a b helyén keletkezett matrix pedig az A matrix inverze lesz.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a bazistranszformacio segitségével gy allithatjuk els, hogy megoldjuk azAx = b
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Négyzetes matrixok inverzét a Gauss-Jordan eliminacio segitségével gy allithatjuk el6, hogy megoldjuk azAx = b
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az inverz kiszamolasa rettent6 egyszer( dolog. Minddssze annyit kell tenniink, hogy felirjuk a matrixot a szokasos
tablazatba, és mellé irjuk az egységmatrixot. Ezek utédn j6n a bazistranszforméacié. Ha nem tudjuk mindegyik x-et
levinni, akkor nincs inverz. Ha mindet le tudjuk vinni, akkor van.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Determinans, adjungalt, kvadratikus alakok

Ha az A egy n & n-es matrix, akkor determinansa

— I n
det(A) =3, (—1)'®) - T, ayg)
ahol p az oszlopindexek permutacioi, I(p) pedig ezen permutaciék inverziészdma.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy 2x2-es matrix determinansa:

A:(“ Z) det(A)=det<a Z)za-d—b-c

C C

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A 3x3-as matrixok determinansanak kiszamolasara van egy szabaly, ami szarrusz szabaly néven ismert. A szabaly
lényege, hogy fogjuk a matrixot és leirjuk sajat maga mégé még egyszer, majd vesszlk a f6atlékat és a mellékatiokat,
igy

det(A) = —ay3a9a3; — a11a93a37 — G12091 33 + Q11092033 + Q1209331 + Q1302 Q39

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Haaz A egy nxn-es matrix, akkor determinansa

aii aio .o aip

a a cee @
A= 21 22 2n

Anp1 Ap2 oo Qpp

det(A) = Z?Zl(—l)”jaij - det(A4;5)
Itt det(A;;) az a;; elemhez tartozo aldeterminans.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az A matrix determinansa nulla, ha

® van csupa nulla sora

® van két azonos sora

® egyik sora a méasik sor szdmszorosa

® egyik sora mas sorok linedris kombin&cidja
® mindez sor helyett oszlopra is elmondhat6

Determinansok szorzasi tétele:
det(A - B) = det(A) - det(B)
det(A*) = det(A)*

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Azokat a matrixokat nevezzik szingulérisnak, amelyek determindnsa nulla.

Az A matrix szingularis:

det(A) =0
Nem létezik A1 inverz matrix
RANG<n

Az A matrix oszlopvektoraibdl allé vektorrendszer linearisan 6sszefliggd
Az A - T = Q egyenletrendszernek vagy végtelen sok megoldasa van vagy nincs megoldasa
Az A- = 0 homogén lineéris egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Azokat a matrixokat nevezzik regularisnak, amelyek determinansa nem nulla.

Az A matrix regularis:

det(A) #0
Létezik A1 inverz matrix

RANG=n

Az A matrix oszlopvektoraibdl allé vektorrendszer linearisan fliggetlen

Az A - = b egyenletrendszernek csak egy megoldéasa van

Az A - T = Q homogén lineéris egyenletrendszernek csak egy megoldasa van (a trivialis megoldas)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Cramer szabaly szerintaz A - T = Q egyenletrendszer megoldésai a kdvetkez6képp alinak eld:

_ det(A)
T = det(ff)

ahol det(Ak) annak a matrixnak a determinénsat jelenti, hogy az A matrix k-adik oszlopat kicseréljik aQ vektorral.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Itt egy 3x3-as matrix.
G11 G2 Qa3
A= Gg1 Qg2 Qg3
a3y a3z ass

Adjungaltja pedig ez lesz.

T
(—|—det (022 X] ) —det a1 Qg3 ) + det <a21 a2 ) \
a

32 (a33 az; as3 asz;r a3

. a a a a a a
adj(A) = | —det 12 ™3 +det "1 13 —det [ 11 12
aza Aags ag; ass az; ass

P N
S

a1 013) + det
Gg1 Q23

a1 a12)
G20 }

K—Fdet (a12 413 ) —det
G G23

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Itt egy 2x2-es matrix.

A= (%1 Q12
as a2

Adjungaltja pedig ez lesz.

i) = (22 )

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az adjungalt egyik legnagyobb haszna, hogy segitségével meg tudunk alkotni egy képletet a négyzetesmatrixok
inverzére.

Itt is van:

_1 __ adj(4)
A = det (4)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az egyenletrendszerek megoldasara is megalkothatunk egy Uj képletet az adjungalt segitségével.
A-z=b
Legalabbis abban az esetben, hogyha az A nxn-es invertalhaté matrix.

Az egyenletrendszer megoldasat gy kapjuk meg, hogy beszorzunk az A matrix inverzével...

@Zm'adj(A)'Q

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az Ly,Z9,...,T, elemek altal generdlt Vandermonde-determinans elsé soraban & hatvanyai szerepelnek, aztan
a masodik soraban Iy hatvanyai jdnnek, és igy tovabb.

A Vandermonde-determinanst ezzel az egyszer( képlettel ki tudjuk szamolni:

2 n—1
1 =z ]
2 n—1
1 =z T
V(zy,zo,.-.,T,) =det | 1 T3 m% :Eg_l = Hj<i($i —zj)
1 =z, z2 ... 2!

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy matrix sarok féminor matrixai amatrix bal fels§ sarkatél kezd6d6 sarokmatrixok determinansai.

23 5 1
Pl..A= 47 21

2 1 14

35 1 7

els@ sarokféminora a 2-es

masodik sarokféminora a bal fels¢ 2x2-es determinans

det (2 3)=2.7_3.4=9
47

és igy tovabb

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy matrix féminor matrixai a matrix bal felsd sarkatol kezdddd sarokmatrixok determinansai.

2 3 5 1
P A= 721

2 1 14

35 1 7

els6 féminora a 2-es

masodik féminora a bal fels6 2x2-es determinans

det (2 3)=2.7_3.4=2
47

és igy tovabb

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Az A nxn-es matrix pozitiv definit, ha minden A sajatérték: A > 0.
Vagy ha minden sarokféminor pozitiv.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az A nxn-es matrix negativ definit, ha minden A sajatérték: A < 0.
Vagy ha a sarokféminorok valtakozva — + —- de minusszal indul.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az A nxn-es matrix pozitiv szemidefinit, ha minden A sajatérték: A>0.

2x2-es matrixoknal, ha az els§ sarokféminor pozitiv, a masodik nulla.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az A nxn-es matrix negativ szemidefinit, ha minden A sajatérték: A<0.
2x2-es matrixoknal, ha az elsé sarokféminor negativ, a masodik nulla.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az A nxn-es matrix indefinit, ha van A és Ay sajatérték, hogy A; > 0és Ay < 0.
Ha det(A) 7& 0 és nem pozitiv vagy negativ definit, akkor indefinit.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha A nxn-es szimmetrikus métrix és & egy vektor R"™-ben, akkor a
Qr)=z"-A-z

kifejezést kvadratikus alaknak nevezzik.

Azért hivjuk kvadratikusnak vagyis négyzetesnek, mert ez mindig egy homogén masodfoku kifejezés.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

AQ(z) = z* - A - x kvadratikus alak

pozitiv definit, ha minden 7 0 vektorra Q(z) > 0

negativ definit, ha minden # 0 vektorra Q(z) < 0

pozitiv szemidefinit, ha minden Z 7# 0 vektorra Q(z) > 0

negativ szemidefinit, ha minden 7 0 vektorra Q(z) < 0

indefinit, ha van olyan Z 7 0 és y 7 0, hogy Q(z) <0ésQ(y) >0

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Sajatérték, sajatvektor, sajatfelbontas

Az A nxn-es matrix sajatértéke egy olyan A valés szam, amelyhez van valamiv nem nullvektor, hogy A- V= A- v

A sajatérték Iényege, hogy vannak olyan matrixok, és olyan vekiorok, hogyha a matrixot megszorozzuk a vektorral,
akkor az eredeti vektornak egy szamszorosat kapjuk. Az egységmatrixpéldaul ilyen: ha az egységmatrixszal
megszorzunk egy tetszéleges vektort, akkor ugyanazt a vektort kapjuk. llyenkor minden vektor sajatvektor és a
sajatérték 1, mert minden vektorbdl az 1-szerese lesz.

A sajatvektorok és sajatértékek egyik legfontosabb alkalmazésa a geometriai transzformaciok, amelyek szintén
matrixokkal irhatok le. A sikbeli tikr6zés az x tengelyre példaul egy geometriai transzformacio, aminek a matrixa két
sajatértékkel rendelkezik. Az x tengelyen lévd vektorokkal a tiikr6zés hatasara nem toérténik semmi. Ezek tehat sajat
maguk 1-szeresei lesznek. Az y tengelyen 1év6 vekiorok viszont az x tengelyre torténd tiikrdzéskor "megfordulnak”
vagyis beszorzddnak -1-gyel. A tikr6zés matrixanak tehat ezek lesznek a sajatértékei. Az 1 és a -1. Mindez sokkal
érthetdbb lesz, ha megnézed a kapcsolddoé epizédot.

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Az A nxn-es matrix sajatvektora egy olyan ¥ nem nullvektor, amelyhez van valami A valés szam, hogy

Av=Xv

A sajatvektor Iényege, hogy vannak olyan matrixok, és olyan vekiorok, hogyha a matrixot megszorozzuk a vektorral,
akkor az eredeti vektornak egy szamszorosat kapjuk. A sajatvekiorok és sajatértékek egyik legfontosabb alkalmazasa
a geometriai transzformaciok, amelyek szintén matrixokkal irhatok le.

Vegylk példaul a sikbeli tiikr6zést az x tengelyre. Ez egy geometriai transzformacié. Az x tengelyen |évd vektorokkal
a tikrozés hatadsara nem toérténik semmi. Ezek tehat sajat maguk 1-szeresei lesznek. Vagyis ezek a vektorok egytdl
egyig sajatvektorok, mert teljesitik azt amit egy sajatvektornak tudnia kell: ha megszorozzuk a matrixokt a vektorral,
akkor az eredeti vektor szamszorosat kapjuk. Itt most éppen az eredeti vektor 1-szeresét kapjuk. Az y tengelyen [évé
vektorok szintén sajatvekiorok, mert az x tengelyre t6rténd tikrézéskor "megfordulnak” vagyis beszorzédnak -1-gyel.
Vagyis ezek a vektorok sajat maguk -1-szeresei lesznek. A tikr6zés matrixanak tehat ezek lesznek a sajatvektorai:
az x tengely és az y tengely vektorai. Az x tengelyen Iév6 sajatvektorokhoz tartoz6 sajatérték az 1, mig az y tengelyen
lévé sajatvektorokhoz tartozé sajatérték a -1. Mindez sokkal érthetébb lesz, ha megnézed a kapcsol6do epizddot.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A karakterisztikus egyenlet a sajatértékek kiszamolasahoz sziikséges egyenlet:
det(A—X-1I)=0

A karakterisztikus egyenlet segit nekiink kiszamolni egy matrix sajatértékeit. A sajatértékeket Ggy kapjuk, hogy a
karakterisztikus polinomot egyenlévé tessziik nullaval. igy egy egyenletet kapunk, és ennek az egyenletnek a
megoldasai a sajatértékek. Az egyenletet karakterisztikus egyenletnek is szokas nevezni, és egyetlen bokkend vele,
hogy egy nxn-es matrix karakterisztikus egyenlete n-edfokd. Vagyis 2-nél és 3-nal még valahogyan meg tudjuk oldani
az egyenletet, de mondjuk egy 5x5-0s matrixnal mar 6tédfoku egyenletet kapunk, amivel adédhatnak gondok.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A karakterisztikus polinom:
det(A—\-T)

A karakterisztikus polinom segit neklink kiszamolni egy matrix sajatértékeit. A sajatértékeket ugy kapjuk, hogy a
karakterisztikus polinomot egyenldvé tessziik nullaval. igy egy egyenletet kapunk, és ennek az egyenletnek a
megoldasai a sajatértékek. Vagyis a sajatértékek mindig a karakterisztikus polinom gyokei. Eléfordul, hogy egy
sajatérték tébbszords gydk, és az is megeshet, hogy komplex gydkei vannak a karakterisztikus polinomnak.

Azt az egyenletet, amikor a karakterisztikus polinomot egyenlévé tesszik nullaval karakterisztikus egyenletnek is
szokas nevezni, és egyetlen bokkend vele, hogy egy nxn-es matrix karakterisztikus egyenlete n-edfoku. Vagyis 2-nél
és 3-nal még valahogyan meg tudjuk oldani az egyenletet, de mondjuk egy 5x5-6s matrixnal mar 6tddfokl egyenletet
kapunk, amivel adédhatnak gondok.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy nxn-es matrixnak van n darab figgetlen sajatvektora, akkor létezik a matrixnak egy ugynevezett diagondlis
alakja.

A diagonalis alak igy néz ki:

N 0 ... 0
ding(4) = 0 A ... 0
0 0 ... A,

a f6atléban vannak a sajatértékek és az dsszes tébbi elem nulla.
A diagondlis alakot a kdvetkezd modon allitjuk eld:

diag(A) =X"1-A-X

X =(v; v, ...v,)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha egy nxn-es matrixnak van n darab fliggetlen sajatvektora, akkor létezik a matrixnak egy Ugynevezett diagonalis

alakja.

A diagondlis alak igy néz ki:

MO
diag(4)— | O P
0 0

An

a f6atléban vannak a sajatértékek és az dsszes tébbi elem nulla.

A diagonalis alakot a kdvetkez6 médon allitjuk elé:

diag(d) =X 1-A-X

n)

itX = (v, vy, ...v

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy nxn-es matrixnak van n darab fliggetlen sajatvektora, akkor létezik a matrixnak egy Ugynevezett diagonalis

alakja.

A diagondlis alak igy néz ki:

MO
diag(4) = | O P
0 0

An

a f6atléban vannak a sajatértékek és az dsszes tébbi elem nulla.

A diagonalis alakot a kdvetkez6 médon allitjuk elé:

diag(A) =X 1-A-X

n)

itX = (v, vy, ...v

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha az A matrix egy 72 x 11-es diagonalizalhaté matrix, akkor a sajatfeloontasa:

A=X-diag(A)- X1

It X = (21 V9 ... U, ) vagyis egyszerlen ugy keletkezi, hogy a sajatvektorokat fogjuk, és leirjuk egymas
mellé és

M 0O ...00
diag(A) = 0 X ... O

0 0 ... \,

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

A spektralfelbontas segitségével kdnnyebben hatvanyozhatunk:

A" = X - (diag(A))" - X1

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Linearis leképezések

A @ leképezest linearis leképezéesnek nevezzik, ha barmelyv,, vy € V1 vektorokra és A € R szamra teljesdl,
hogy

P(v; +v9) = @(v;) + p(vy)
p(A-v) =A-p(v)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A V] — V; linearis leképezésnél V5 -nek azt a részét, amely a leképezés soran el6all, a leképezés képterének
nevezzilk és Im-vel jeldljik.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A nullvektorbdl minden linearis leképezés nullvektort csinal, vagyisQ képe mindig Q de el6fordulhat, hogy mésVl-
beli vekiorok képe is nullvektor lesz. Ezenvektorok halmazat nevezzik a leképezés magterének és Kergo-vel
jeldljik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A képtér és a magtér dimenzidja 6sszesen éppen kiadjaV1 dimenzidjat.
Ezt az dsszefliggést dimenzidtételnek nevezziik:
dim(Keryp) + dim(Imyp) = dim(V])

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Minden linearis leképezést jellemezhetiink egy matrixszal. Valéjaban mindegyiket végtelen sok matrixszal
jellemezhetjlik, ezek a matrixok pedig ugy keletkeznek, hogy vesziink egy tetsz6leges bézistVl-ben ésa
béazisvekiorok képeit egymas mellé irjuk.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A @ leképezésben minden vektor képét igy kapjuk:

p(v) = (P -v

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy leképezésnek pontosan akkor létezik inverze, ha a (So)b matrixnak létezik inverze, és az inverz leképezés
matrixa:

@~ matrixa (@), !

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A @ O L leképezés matrixa:

(o= () (1)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Ha egy nxn-es matrixnak van n darab fliggetlen sajatvektora, akkor létezik a métrixnak egy ugynevezett diagonalis
alakja.

A diagondlis alak igy néz ki:

N O ... 0
ding(4) — 0 X ... 0
0 0 ... \

a f6atléban vannak a sajatértékek és az 6sszes tébbi elem nulla.
A diagonalis alakot a kdvetkezd médon allitjuk elé:

diag(A) =X 1-4-X

tX=(v; vy ...v,)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A @ linearis leképezésnek an QQ e Qn bazisban felirt matrixat agy kapjuk meg, hogy a bazis/ektorok képeit
egymas mellé irjuk:

(©)o = ((b1) (by) ¢(b3) .. ¥(by,))

Barmilyen bazist is valasztunk is Vl-ben, a leképezés matrixa mindig egy nxn-esmatrix lesz. Ha ennek a matrixnak
van n darab flggetlen sajatvektora, akkor ezek a sajatvekiorok szintén egy bazist alkotnak Vl-ben, amit
sajatbazisnak nevezink.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

AV} — V, lineéaris leképezést masnéven homomorfizmusnak is nevezziik. Ezek a homomorfizmusok és azok
matrixai maguk is egy vektorteret alkotnak, ezt a vektorteret I-Iom(V1 , V2 )-nek nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha A és B olyan matrixok, hogy létezik egy C matrix ugy, hogy
A=C1.B-C
akkor a két matrix egyméashoz hasonlé.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Sikbeli és térbeli leképezések és matrixaik

Az x tengelyre tiikrozés matrixa:

(o 1)

Az y tengelyre tikrdzés matrixa:

(29

Az y=x tengelyre tikr6zés matrixa:

(o)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az origén atmend a normélvektoru egyenesre tikrézés matrixa:

T

R=1-2.%¢

al-a

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az & sz6gd forgatas méatrixa:
cosa —sino
sina  coso

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az origbra valb kézéppontos tikrézés egy 180°-os forgatasnak felel meg, igy matrixa:

cos180° —sin180° \ (-1 0
sin180° cos180° / \L 0 -1

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Az 1 és _7 koordinatatengelyek sikjaban torténd Givens forgatas matrixat gy kapjuk, hogy arra a négy helyre ahol az
egységmatrix t-edik és j-edik sora és oszlopa metszi egymast beirjuk szépen azax szdgli forgatas matrixanak

elemeit.
(1 0 0 0 0 0\
0 cosae 0 —sina 0 O
G- 0 . 0 1 0 0 0
0 sinaa 0 cosaa O O
0 0 0 0 1 0
Ko 0 0 0 0 1/

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Az origbn atmend sikokra val6 tiikrézést Householder-tlikrézésnek nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Hogyha egy origén atmend sik normalvektora aza vektor, akkor az erre a sikra tukrozés matrixa:

a-al
H=1-2.-==

ala

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Az x tengelyre mer&leges vetités matrixa:

szlo
0 0

Az y tengelyre mer6leges vetités matrixa:

0 0
5= 0)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az x tengelyre mer6leges vetités matrixa:

szlo
0 0

Az y tengelyre mer6leges vetités matrixa:

0 0
Py:(o 1)

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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A U iranyvektoru origon atmend egyenesre térténé merdleges vetités matrixa:

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A projekcio métrixa:
T

P=1-%2

al-a

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Fourier sorok

A Fourier sor a 27T szerint periodikus fiiggvények egy specidlis fliggvénysora:
ap + > o, a, cosnx + b, sinnz
ahol az agynevezett Fourier-egyUtthaték:
_ 1 C+2or _ 1 C+2n _ 1 C+2r .
a =5 Jo  fl@)dr ay=1 [ f(z)cosnzdr b, =+ [, f(x)sinnz dz

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Fourier-transzformacio

A Fourier-transzformacio6 képlete:
Ffl(w) = " e - f(t)dt

Réviden arrél van szé, hogy a Fourier-transzformacié egy olyan matematikai gépezet, amely csinyan ésszekevert
hullamokbdl képes visszafejteni az eredeti hullamok frekvenciait. Olyan, mintha lenne egy pohar kélank és képesek
lennénk visszacsinalni az alkot6elemeire, hogy megnézhessiik mibél all 6ssze. Az egész Fourier-transzformacio
alapétlete, hogy a kiilénb6z6 frekvencigju hullamokat feltekerjik egy kérre és igy kezdjik el 8ket vizsgalni. A
feltekerést a komplex szamok segitségével végezziik el, ez tlnik talan a leginkabb rémiszt6 résznek. A feltekert
hullamok altalaban valamilyen viragmintakat adnak ki a kérben, am amikor éppen egy olyan kérbe tekerjik fel,
aminek a kérfrekvenciaja megegyezik az eredeti hulldm frekvencidjaval, pontosabban annak kétszer pi-szeresével,
akkor egy drasztikusan eltér§ alakzatot kapunk. Ezt a drasztikus eltérést remekiil lehet detektalni 4gy, hogy az dsszes
létez8 alakzatot integraljuk, és ezeket hasonlitjuk egymassal 6ssze. Ha két, vagy akar sok-sok hullamot 6sszeadunk
és ennek vizsgaljuk a feltekerés utani integraljat, vagyis a Fourier-transzformaltjat, akkor az igy kapott integralas
pontosan detektalja szamunkra az 6sszes eredeti hullam frekvenciajat. Ezt a mddszert hasznalja az MP3 tdmdéritési
technika, amely egy zenébdl rengeteg ,felesleges” frekvenciat ki tud dobalni és igy kisebb lesz a hangfajl. Vagy ezzel
a médszerrel mikddnek a rezgéseken alapuld diagnosztikai médszerek, az MRI vagy épp a Fold belsd 6sszetételét
vizsgald rezgéshullamok elemzése. De a képek tomoritéséhez vagy épp az 5G adatforgalomban is el6kerdl a Fourier-
transzformacié.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A Dirac-delta jel6lése 5(33) és ez egy olyan fliggvény, amely mindenhol nulla, kivéve egyetlen pontban, ahol
végtelen nagy értéket vesz fel, és a teljes szamegyenesen vett integralja 1.

A Fourier-transzformacié egy olyan matematikai gépezet, ami féltekeri a hanghullamokat egy komplex szamsikban
fekvs korre. Es aztan az igy kapott viragmintakat integralja. Az integralas eredménye egy komplex fiiggvény, aminek
az abszolUtértékét abrazolva egy olyan grafikont kapunk, amelynek kiugrd csucsai éppen detektaljak az eredeti
hanghulldam frekvenciajat. Hogyha a hullamot hosszabb intervallumon vizsgaljuk, a csicsok magasabbak lesznek, és
amint a teljes szamegyenesen vizsgaljuk a hullamot, a csicsok végtelenll keskeny és végteleniil magas tliskékké
véaltoznak. Ezeket a végtelen tliskéket Dirac-deltanak nevezzik.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az f(z) = Sme figgvényt hivjuk sinc(a) fiiggvénynek.

Haszndljak ra a kardindlis szinusz elnevezést vagy a szinusz kardinalist is.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Az f és g fuggvények Fourier-transzformaltjat jeldljik F'fel és G-vel. Ekkor:
Flo-f+8-g)=a-F(w)+8-G)
Ha két jelet 6sszeadsz (egy-egy konstans szorzdval), a frekvenciaképiiket ugyanigy ésszeadhatod és szorozhatod.

Képzeld el, hogy egy turmixgépbe bedobsz egy almat és egy banant, majd dsszeturmixolod Sket. A kapott piré ize
pontosan az alma és a banén izének az 6sszege lesz. Nem keletkeznek misztikus Uj gyiimdlcsok; a linearis
kombinaci6 az id6tartomanyban linearis kombinacié marad a frekvenciatartomanyban is.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Az f és g fiiggvények Fourier-transzformaltjat jeldljiik F-fel és G-vel. Ekkor:
= 1. w

Flf(a )= % F(2)

Vannak, akik ezt a szabalyt igy szoktak megfogalmazni:

FlF (@) =lal-F(a-w)

Eppen tigy miikodik, mint a lineéris helyettesités az integralasban.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f és g fliggvények Fourier-transzformaltjat jelsljik F-fel és G-vel. Ekkor:
Ff(x—xzp)] = e . F(w)

Vannak, akik ezt a szabdlyt igy szoktdk megfogalmazni:
Flf@)]=lal-F(g)

Ha egy hanghullamot, példaul egy dalt eltolunk az id6ben akkor a benne 1év8 hangok, vagyis a frekvenciak nem
valtoznak meg. Ami valtozik az a fazis.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az f és g fliggvények Fourier-transzformaltjat jelsljuk F-fel és G-vel. Ekkor:
F e . f(z)] = F(w—wp)
Itt a hanghullamok frekvencajat toljuk el, amire példaul a jelek tovabbitasanal lehet sziikség.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az f és g fliggvények Fourier-transzformaltjat jeldljik F'-fel és G-vel. Ekkor:
F [~ f(z)] =i F™) (w)

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Az f és g fiiggvények Fourier-transzformaltjat jeldljik F-fel és G-vel. Ekkor:
F 10 ()] = ) Fw)

Az id8beli derivaléds a frekvenciatartomanyban egy szorzdssa valik. A derivalas a véltozast méri. Minél magasabb
frekvenciaju (gyorsabban rezg6) egy hang, annal meredekebben és gyorsabban valtozik a hullamformaja.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Izoklinak

Azon pontok halmazat, melyekben a megoldasfliggvények meredeksége egy adott szammal egyenl§, a
differencidlegyenlet izoklindjanak nevezzik.

Azy' = f(z,y(x)) izoklindinak egyenlete:
f(z,y(z)) = K

Megnézem a kapcsolddoé epizédot
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Laplace transzformacio

Az f(x) fuggvény Laplace transzformaltja a kdvetkez§ integrélés:

f(x) = F(s) = [;° f(x)e = d=

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Néhany fliggvény Laplace transzformalija:

f@)=C— F(s)=¢

fiw) =2 = Flo) = 24

flz)=e= = F(s) =

f(z) =sin (az) — F(s ):32%12

(o) = cosaz) = Pls) = 25

fla) = e F(s) = 2

f(z) = e sin (be)  F(s) = —L—

fl@) = e cos (ba) = F(s) = =
fl) = sin (az) > F(s) = 2

f(z) = zcos(az) — F(s) = (iﬁj 2

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Néhany fliggvény inverz Laplace transzformaltja:

F(s)=<— fz)=C

F(s)=-"" — f(z) =z"

(8) = 35
F(s)=-L = f(z) =e®
F(s) = L5 — f(x) = sin(ax)
F(s) = 327 — f(x) = cos(ax)
F(s) = 2y = flo) = e
F(s) = m — f(x) = e* sin (bx)
F(s) = ﬁ — f(x) = e*® cos (bx)
F(s) = (321“:2)2 — f(x) = zsin(az)
F(s) = S, f(x) =z cos(ax)

(1)

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Paraméteres gorbék

A ciklois egyenlete:
z = R(—sinu+u) y=R(—cosu+1)
U= %t

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A paraméteres gorbe egyenlete a gérbén mozgé pont pillanatnyi koordinatait irja le.
r=x(t) y=y()

A paraméteres gorbe derivalasaval kapjuk av(t) sebességvektort, ami minden idépillanatban megadja a gérbén
mozgd PP pont sebességének iranyat és nagysagat:

v(t) = (@ @),y'®) o) [= V(') + [v'(?))*

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A gorbe ivhossza a ty és t; id6pillanatokhoz tartozé pontok kdzot:

L= [ J@OF T WO di

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az T(t) paraméteres gorbe elsé derivaltja a gérbe érintévektora vagy mas néven sebességvektora.

Hogyha ezt elosztjuk a sajat hosszaval, akkor egy egységnyi hosszu vektort kapunk, amitI -vel jeldlink.

()
T=

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az r(t) paraméteres gbérbe masodik derivaltja a gérbe gyorsulasvektora. Ha ezt elosztjuk a sajat hosszaval:

N =S

[ (2)]
Az igy keletkez8 egységnyi hosszu vektor a gérbe fénormalisvektora.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Binormalisvektornak nevezzlk a gérbe sebességvektoraval és gyorsulasvektoraval alkotott szorzatot:

B(t) = T(t) x N(t)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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AT(t), N(t) és B(t) vekiorok egyilttes elnevezése kiséré triéder.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az T(t) paraméteres gérbe méasodik derivaltja a gyorsulést irja le. Ezek avekiorok egy sikot feszitenek ki, ezt a sikot
a gbrbe simulésikjanak nevezziik. A simulésik normalvektora éppen 77 (t) < 1 (t).

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A gbrbiilet azt irja le, hogy a simulésikon belil milyen erésen kanyarodik a gérbe. A térgérbék azonban nem csak a
simulésikon belll kanyarodnak, hanem kézben ki is csavarodnak abbdl. Azt, hogy egy térgérbe éppen milyen
ttemben csavarodik ki a simulésikjabdl, a torzio irja le.

Hogyha egy gérbe minden pontjaban nulla a torzid, az annak a jele, hogy ez a gdérbe egy sikgdrbe. Egy gbérbe akkor
tud kilépni a simuldsikjabdl, ha a torzié legalabb egy pontban nem nulla. Vagyis olyankor, ha a gérbe elmozdul a
binormalis vektor irdnyaban is. A torzié kiszamitdsahoz sziikséglnk van a gérbe harmadik derivaltjara:

() Y 2]

det | () ') 20)

_ (T’(t)xr”(t))-r”’(t) _ :L""(t) y”’(t) z’”(t) ]
v (£) > (t) 2 i J E e

det [2/(t)  yft) ()
M (t) y" (t) 2 (t)

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az7(t) = (x(t),y(t)) paraméteres gérbe gérbillete:
_ POxr @) )y )y @) ()]
V@ )+ )

)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Hogyha a gérbének egy PP pontjaban Iétezik nem nulla gérbiilete, akkor azt a kért, amel aP-ben érinti a gorbét és a
gorbiilete megegyezik a gérbe P-beli gorbiiletével és a kdzéppontja a gdrbe konkav részében talalhato, a gérbe P
pontbeli simulékdrének nevezziik.

A simuldkér sugarat a gorég ré betlivel jeldljik, és

p=r

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A simuldkérok kdzéppontjai altal kirajzolt alakzatot evolutanak hivjuk.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Ha az ellipszis fél-nagytengelyének hossza a, fél-kistengelyének hossza b, akkor egyenlete:
z2 2 _
%=1

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Ha a hiperbola fél-nagytengelyének hossza a, fél-kistengelyének hossza b, akkor egyenlete:

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Sorok & hatvanysorok & Taylor-sorok

Azokat a sorokat nevezzik mértani sornak, amelyek igy néznek ki, mint ez:
o0

Zn:() a’l qn

Ha |q ]< 1 akkor a mértani sor konvergens és 6sszege
o n_ &

Ha |q |Z 1 akkor a sor divergens.

Megnézem a kapcsoldédd epizédot

Egy végtelen sor akkor konvergens, ha részletdsszegsorozata konvergens és ekkor a sor 6sszege:

> a, =limS,

Megnézem a kapcsolédd epizédot

Halim a,, # 0 akkor » _ a,, divergens.

Megnézem a kapcsolédd epizédot

A Z (—1)" - a,, sor konvergens, haa,, — 0 monoton csdkkend sorozat.

Megnézem a kapcsolédd epizédot

A Z a,, sor konvergenciaja a gyok kritérium alapjan igy dénthet6 el:
Ha lim \"/m < 1 akkor Y _ a,, abszoldt konvergens.

Ha lim \"/m > 1 akkor ) _ ay, divergens.

Ha lim \"/m = 1 akkor nem tudunk semmit.

Megnézem a kapcsolddd epizddot

A Z a,, sor konvergencigja a hanyados kritérium alapjan igy dénthet6 el:

Ha lim |a:’l—“| < 1 akkor ) _ a,, abszolit konvergens.
Halim |aZ—+1] > 1 akkor ) _ @y, divergens.
Ha lim |a:’l—“| = 1 akkor nem tudunk semmit.

Megnézem a kapcsolédd epizédot
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Ha a,, — 0 pozitiv tagti monoton csdkkend sorozat, akkor a
Y (-1)"a, =—a;+as —az+ag—...
végtelen sort Leibniz sornak nevezzik.

Megnézem a kapcsolddd epizédot

Ha ) ay és Y by, nem negativ tagu sorok, és egy bizonyos tagtéla,, < b, akkor
Z bn konvergens = Z a,, is konvergens
> a, divergens = > b,, is divergens

Megnézem a kapcsolddé epizddot

oo 1 konvergens, ha o > 1
n=l no divergens, haa < 1

Megnézem a kapcsolddo epizddot

A teleszkopikus sorok olyan végtelennek tlind 6sszegek, amik megfeleld atalakitasok utan mar csak véges sok tagbdl
allnak.

Példaul:
° 1 1 1 L ... 1 - 1_1,1_ 1,1 1.4, 1_ 1 1
Zn:1n(n+1)_ﬁ+ﬁ+ﬁ+ +n(n+1) 12 T2 3 T3 4Tty nt+l 1 n+1

Megnézem a kapcsolodd epizédot

Ha Xy a hatvanysor kézéppontja, akkor az ( pont 7 sugaru kérnyezetét konvergencia tartomanynak nevezzik, ahol7 a
konvergenciasugar.

A konvergencia tartomany belsé pontjaiban a hatvanysor abszolit konvergens, a végpontokat pedig kiilén kell vizsgalni.

Megnézem a kapcsolddo epizddot

Ha T\ a hatvanysor kdzéppontja, akkor az Iy pont " sugaru kdérnyezetét konvergencia tartomanynak nevezzik.

A konvergencia tartomany belsé pontjaiban a hatvanysor abszolit konvergens, a végpontokat pedig kilén kell vizsgalni.

Megnézem a kapcsolddo epizddot

Legyen f(:E) k-szor differencialhaté egy I intervallumon, ami tartalmazza az @ szamot. Ekkor az f(a:) figgvény a
pontban felirt k-adfoku Taylor polinomja:

T(z) =3, 2 (3 —

n=0

Megnézem a kapcsolddo epizddot
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Legyen f(x) akarhanyszor differencialhaté egy I intervallumon, ami tartalmazza az @ szamot. Ekkor az f(:l?) figgvény a
pontban felirt Taylor sora:

T(z) =¥ L9 (@ —ay

n=0 p

Megnézem a kapcsolédd epizédot

Aze® Inx, sinx éscose flggvények Taylor sorai:

e?=%" Lgn Inz=3> ﬂ(x—l)"

n=0 pI n=1 n

_xoo (D) on s x~oo ((1)Y opgg
cosT =3 ", o T sinz =) ", o) T

Megnézem a kapcsoldédd epizédot

Ha f () egymas utan k-szor folytonosan differencialhaté az [, b] zért intervallumon, és k + 1-edszer differenciélhaté az
(a,b) nyilt intervallumon, akkor Iétezik olyanc & (a, b) amire

F0) =TO) + R(b) = X5y L0 b —ay + L0 g

n=0 pl (k+1)!

Megnézem a kapcsolddo epizddot

Azokat a végtelen sorokat, amelyek igy néznek ki, hatvanysornak nevezzik:

> an (T — )"

Megnézem a kapcsolédd epizédot
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