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Kettés és harmas integral, térfogati integral

A kétvaltozés fliggvények ugy mikodnek, hogy két valés szamhoz rendelnek hozza egy harmadik valés szamot. Az
értelmezési tartomany minden pontjdhoz hozzarendelve ezt a harmadik, magassag koordinatéit, kirajzolédik az T, Y
sik felett a fliggvény, ami egy felllet.

A kétvaltozés fliggvények hatarozott integralja igy egy test térfogata.

[2 [P f(z,y) dzdy

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kettdsintegralok segitségével kilonb6z§ fellletek alatti térfogatokat tudunk kiszamolni.

A legegyszer(ibb eset, amikor egy téglalapon integralunk. llyenkor az integralas hatarai valamilyen szamok.

[P 2 f(x,y) dyde = [ [° f(z,y) dedy

A sorrend megcserélhet6: mindegy, hogy el8szér az T szerinti hatdrokat adjuk meg és utdna azy szerintit vagy
forditva.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A polarkoordinatas helyettesités egy olyan helyettesités, ami remekil alkalmazkodik a kér tulajdonsagaihoz. A dolog
lényege, hogy a kdrben a hagyoményos I és Y koordinatak helyett Uj koordinatakat vezetlink be.

Az egyik azt mondja meg, hogy milyen tavol vagyunk a kér kbzéppontjatél és eztr-nek nevezziik.
A masik pedig egy forgasszdg, és jele 0.

Az (j koordinatakat polarkoordinataknak nevezziik, a médszert pedig polarkoordinatas helyettesitésnek. A kapcsolat
a régi és az Uj koordinatak kdzott a kbvetkez6:

x=rcosf y=rsinf

A polérkoordinatés helyettesités elvégzése utén az integralasban drasztikus véltozasok lesznek. A helyettesitést
ezzel a képlettel végezzik:

ffD f(z,y) dydx = ffD f(rcosf,rsin@)r drdf

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A henger-koordinatak:

x=rcosf y=rsinf z==z

A henger-koordinatas helyettesités elvégzése utan az integralasban drasztikus valtozasok lesznek.
A helyettesitést ezzel a képlettel végezziik:

[ [ [pf(x,y,2) dedydz= [ [ [, f(rcosf,rsind, 2)r drdfdz

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/kettos-es-harmas-integral-terfogati-integral/a-kettos-integral-kiszamolasa
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/kettos-es-harmas-integral-terfogati-integral/a-kettos-integral-kiszamolasa
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/kettos-es-harmas-integral-terfogati-integral/a-polarkoordinatas-helyettesites
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/kettos-es-harmas-integral-terfogati-integral/henger-koordinatas-helyettesites
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A polérkoordinatdk haromdimenzids valtozatat gdmbi koordinataknak nevezziik.

Az T azt mondja meg, hogy milyen tavol vagyunk az orig6tdl, ap és 0 pedig két forgas-szog.

Arégi T,Y, 2 és az jgdmbi koordinatak kdzti kapcsolat:

x =rsinpcosfd y=rsinpsind z=rcosy

A gébmb koordinatas helyettesités:

fffD f(z,y,2) dedydz = fffD f (rsinpcosf,rsin psinb,r cos @) r? sin  drdfdyp

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/analizis-2/kettos-es-harmas-integral
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/kettos-es-harmas-integral-terfogati-integral/gombi-koordinatas-helyettesites
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Paraméteres gorbék

A ciklois egyenlete:
z = R(—sinu+u) y=R(—cosu+1)
U= %t

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A paraméteres gorbe egyenlete a gérbén mozgé pont pillanatnyi koordinatait irja le.
r=x(t) y=y()

A paraméteres gorbe derivalasaval kapjuk av(t) sebességvektort, ami minden idépillanatban megadja a gérbén
mozgd PP pont sebességének iranyat és nagysagat:

v(t) = (@ @),y'®) o) [= V(') + [v'(?))*

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A gorbe ivhossza a ty és t; id6pillanatokhoz tartozé pontok kdzot:

L= [ J@OF T WO di

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az T(t) paraméteres gorbe elsé derivaltja a gérbe érintévektora vagy mas néven sebességvektora.

Hogyha ezt elosztjuk a sajat hosszaval, akkor egy egységnyi hosszu vektort kapunk, amitI -vel jeldlink.

()
T=

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az r(t) paraméteres gbérbe masodik derivaltja a gérbe gyorsulasvektora. Ha ezt elosztjuk a sajat hosszaval:

N =S

[ (2)]
Az igy keletkez8 egységnyi hosszu vektor a gérbe fénormalisvektora.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Binormalisvektornak nevezzlk a gérbe sebességvektoraval és gyorsulasvektoraval alkotott szorzatot:

B(t) = T(t) x N(t)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/parameteres-gorbek/ujabb-parameteres-gorbek-a-ciklois
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/parameteres-gorbek/parameteres-gorbek-derivaltja-a-sebessegvektor-es-a-gorbe-ivhossza
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/parameteres-gorbek/parameteres-gorbek-derivaltja-a-sebessegvektor-es-a-gorbe-ivhossza
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/parameteres-gorbek/fonormalisvektor-simulosik-kisero-trieder
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/parameteres-gorbek/fonormalisvektor-simulosik-kisero-trieder
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AT(t), N(t) és B(t) vekiorok egyilttes elnevezése kiséré triéder.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az T(t) paraméteres gérbe méasodik derivaltja a gyorsulést irja le. Ezek avekiorok egy sikot feszitenek ki, ezt a sikot
a gbrbe simulésikjanak nevezziik. A simulésik normalvektora éppen 77 (t) < 1 (t).

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A gbrbiilet azt irja le, hogy a simulésikon belil milyen erésen kanyarodik a gérbe. A térgérbék azonban nem csak a
simulésikon belll kanyarodnak, hanem kézben ki is csavarodnak abbdl. Azt, hogy egy térgérbe éppen milyen
ttemben csavarodik ki a simulésikjabdl, a torzio irja le.

Hogyha egy gérbe minden pontjaban nulla a torzid, az annak a jele, hogy ez a gdérbe egy sikgdrbe. Egy gbérbe akkor
tud kilépni a simuldsikjabdl, ha a torzié legalabb egy pontban nem nulla. Vagyis olyankor, ha a gérbe elmozdul a
binormalis vektor irdnyaban is. A torzié kiszamitdsahoz sziikséglnk van a gérbe harmadik derivaltjara:

() Y 2]

det | () ') 20)

_ (T’(t)xr”(t))-r”’(t) _ :L""(t) y”’(t) z’”(t) ]
v (£) > (t) 2 i J E e

det [2/(t)  yft) ()
M (t) y" (t) 2 (t)

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az7(t) = (x(t),y(t)) paraméteres gérbe gérbillete:
_ POxr @) )y )y @) ()]
V@ )+ )

)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Hogyha a gérbének egy PP pontjaban Iétezik nem nulla gérbiilete, akkor azt a kért, amel aP-ben érinti a gorbét és a
gorbiilete megegyezik a gérbe P-beli gorbiiletével és a kdzéppontja a gdrbe konkav részében talalhato, a gérbe P
pontbeli simulékdrének nevezziik.

A simuldkér sugarat a gorég ré betlivel jeldljik, és

p=r

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A simuldkérok kdzéppontjai altal kirajzolt alakzatot evolutanak hivjuk.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/parameteres-gorbek/fonormalisvektor-simulosik-kisero-trieder
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/parameteres-gorbek/fonormalisvektor-simulosik-kisero-trieder
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/parameteres-gorbek/a-torzio
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https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/parameteres-gorbek/feladat-az-asztrois-sebessegvektora-es-ivhossza
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Ha az ellipszis fél-nagytengelyének hossza a, fél-kistengelyének hossza b, akkor egyenlete:
z2 2 _
%=1

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Ha a hiperbola fél-nagytengelyének hossza a, fél-kistengelyének hossza b, akkor egyenlete:

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/parameteres-gorbek/feladat-parameteres-gorbe-sebessegvektora-es-ivhossza
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Vektormezék, gorbementi és fellileti integralok

A vektormez6 egy olyan fliggvény, ami egy tér pontjaihoz vektort rendel.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Av(z,y) vektormezének az(t) = (x(t),y(t)) gorbe mentén vett integraliat; és ty kézétt:

Jyo(@,y) ds = [ o((t),y(t) - (' (£),¥'(1)) dt

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A fluxus azt mondja meg, hogy egy adott fellleten mekkora az atdramlé anyag vagy energia.
A fluxust a vektormezd vektorainak és a fellilet normalvektorainak skalaris szorzata adja.
Jsv(@,y,2)ds = [, v(z,y,2) -ndA

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Av(z,y, 2) vektormezének az S(t,u) = (x(t,u),y(t,u), 2(t,w)) felileti integralja:

Jsv(z,y,2) ds = jZQ S v(@(tw),y(t ), 2(t,w)) - S} x Si, dudt

ahol
i ik
S x S, =det | 2l dulbw) - dillw)
dz(t,u) dy(t,u) dz(t,u)
du du du

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Av(z,y, 2) vektormezének azT(t) = (x(t),y(t), 2(t)) gérbe mentén vett integralja:

Sy vo(@,y,2) ds = [ v(2(t),y(t),2(t)) - («' (), ' (1), 2' (1)) dt

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/vektormezok-gorbementi-es-feluleti-integralok/mi-az-a-vektormezo
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/vektormezok-gorbementi-es-feluleti-integralok/vektormezok-gorbementi-integralja
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/vektormezok-gorbementi-es-feluleti-integralok/a-vektormezok-feluleti-integralja-es-a-fluxus
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/vektormezok-gorbementi-es-feluleti-integralok/a-vektormezok-feluleti-integralja-es-a-fluxus
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Divergencia és rotacio

A vektormez6 divergenciaja egy olyan fliggvény, amely a vektormez8 minden pontjaban megméri, hogy ott mennyi
anyag &ramlik a rendszerbe vagy épp mennyi tdnik el.

A képlete:

div (v(a,y)) = 52 4 P

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A rotaci6 a vektormezd érvénylését irja le.

dva(z,y)  Ovi(zy)
oz dy

rot (v(z,y)) =
Azokban a pontokban, ahol = Y a rotacié épp nulla.
Ha T > Y akkor a rotacio pozitiv, és ha < Y akkor negativ.

R3 — RS vektormez6 esetén:

iog k

(% _dv ) g (Ov O ) s (Ove Oy ) p i o 4
TOt(’U)_(Jy 5z) 2+((5z &c) l—i_(&x (Sy) E_det ox by bz
vy U2 U3

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy vektormezd akkor forrdsmentes, ha nincs benne forras, vagyis nincs benne olyan pont, amelynek pozitiv a
divergencigja.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy vektormez§ akkor 6rvénymentes, ha a vektormezd rotacidja mindenditt nulla.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/divergencia-es-rotacio/vektormezo-divergenciaja
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/divergencia-es-rotacio/vektormezo-rotacioja
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A konzervativ vektormezd8re tébb kildnbdz8 definicié van forgalomban attél fliggéen, hogy fizikusok vagy
matematikusok alkottak-e meg magat a definiciot.

#0 A U(:C, v, z) egyszeresen 6sszefligé tartomanyon értelmezett vektormez8 pontosan akkor konzervativ, ha
barmely pontjaban a rotacié nulla.

#1A ’U(:E, Yy, z) vektormez@ konzervativ, ha létezik primitiv figgvénye. Ezt a fliggvényt potenciél-fliggvénynek
nevezzUk, és ime, itt is van:

Pl o) = (3,5, 5%)

#2 Av(T, Yy, z) vektormez6 konzervativ, ha tetsz8leges A és B pontjara igaz, hogy barmely A és B kdzti gdrbén
ugyanakkora a vektormez§ integralja:

frl(t) v(z,y) ds = frz(t) v(z,y) ds
A—B A—B

#3 A ’U(:E, Yy, z) vektormez§ konzervativ, ha barmely zart gérbén a vektormez§ integralja nulla.
o v(,y) ds =0

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A vektormez6 akkor konzervativ, ha létezik F' primitiv fliggvénye. Ez az F’ fiiggvény a vektormez6 potencial-
figgvénye.

A potencial-figgvény egy vektor-skalar figgveny, és azt tudja, hogy a vektormez8 minden pontjadhoz hozzarendel
egy szamot.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Green-tétel #1 (zart gorbén vett 6rvénylés):

$0 v(@,y) ds = [ rot(v) dydx

Az els6 Green-tétel azt irja le a rotacid segitségével, hogy mekkora egy vektormezg érvénylése a zart gérbén.
Green-tétel #2 (zart gorbén vett fluxus)

A masodik Green-tétel pedig azt irja le a divergencia segitségével, hogy mekkora egy vektormez§ fluxusa a zart
gorbén.

ﬁ,(t) v(r(t)) -n(t) dt = [}, div(v) dydz

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/divergencia-es-rotacio/konzervativ-vektormezok-potencialfuggveny
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/divergencia-es-rotacio/konzervativ-vektormezok-potencialfuggveny
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/divergencia-es-rotacio/a-green-tetelek

10. OLDAL
&5 MATEKING.HU - MERNOKI MATEMATIKA MATE KEPLETGYUJTEMENY

A masodik Green-tétel térbeli valtozata azt mondja, hogy egy vektormezé integralja az S kifelé iranyitott zart feliileten
egyenld a divergencia integraljaval a felllet ltal hatéarolt D tartomanyon.

Foey V(S )) - 8] x 8}, dudt = [}, div(v) dzdydz

Ezt a tételt divergencia-tételnek vagy masként Gauss-Osztrogradszkij-tételnek nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az els6 Green-tétel térbeli megfeleléje azt mondja, hogy a vektormez§ érvénylése egy zart goérbén kiszamolhatoé ugy
is, ha a gorbe altal hatarolt S feliileten integraljuk a vektormezé rotaciojat.

o V@59, 2) ds = [grot(v) -nds
Réadasul teljesen mindegy, hogy melyik fellleten.
Az els6 Green-tétel térbeli valtozatat Stokes-tételnek nevezzik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Differencialegyenletek

A differencialegyenletek olyan egyenletek, amiben az ismeretlenek fliggvények. Az egyenletben ezeknek a
fuggvenyeknek a kulénb6z4 derivaltjai és hatvanyai szerepelnek.

Ha ez a bizonyos fliggvény egyvaltozds, akkor a differencidlegyenletet kézénséges differencialegyenletnek nevezzik,
ha a figgvény tébbvaltozds, akkor parcidlis differencidlegyenletnek.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A rend azt mondja meg, hogy a fliggvény maximum hanyadik derivaltja szerepel az egyenletben.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha az ismeretlen fliggvény és derivaltjai csak elsé fokon szerepelnek a differencialegyenletben, akkor az egyenlet
linearis.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A szeparabilis differencidlegyenlet igy néz ki:

f(z) dz = g(y) dy

Megoldasanak menete pedig a kévetkez4:

d
Az y’-t lecseréljik arra, hogy d_a?j
Aztan jon a szétvalasztas: mindeny-os dolgot a dy-os oldalra visziink és mindenZ-eset a dz-es oldalra.
Ezt kdvet6en mindkét oldalt integraljuk és megkapjuk a megoldast.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy differencialegyenlet homogén fokszamu, ha Y = U helyettesités utan minden &-es tag kitevéje megegyezik.

A homogén fokszamu differencidlegyenletek megoldadsanak menete a kdvetkezé:

El8szor elvégezzik az y(:r:) = :Eu(il:) (réviden Yy = u) helyettesitést, ekkordy =u-dz+ z-du.

igy ez az egyenlet mar szeparabilis, igyhogy johet a szétvalasztas.

Megoldjuk a szeparabilis egyenletet, aholy helyett most U-ra hajtunk. Es amikor & mar megvan, visszacsinaljuk Y-ra.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A p(z,y)dz + q(z,y)dy = 0 differencidleayenlet akkor egzakt, ha pj,(z,y) = g (T, ), réviden g—zy) = g—i.

Az egzakt egyenletek megoldasa F'(x,y) = C, ahol F(z,y) = p(x,y) é¢s Fj)(z,y) = q(z,y)
A megoldast intgeralassal kapjuk:
F(z,y) = [p(z,y) dz

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha a differencialegyenlet nem egzakt, akkor megprébalhatjuk egzakita tenni egy integrald tényezd segitségével.

Az integralé tényez6 megtalalasahoz els6ként kiszamoljuk ezeket:

% %
& ér [ oz
Y és Y

p q

Ha ezek kdzll az els@ csak y-t tartalmaz, vagy a masodik csak x-et tartalmaz, nos olyankor van remény az integral6
tényez6 megtalalasara.

Az integralé tényezé:
u = e_ff(y) dy Vagyu — efg(w) dz

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az elsérendli linearis differencialegyenlet altalanos alakja ugy néz ki, hogy van benne egyy’, és van benne egy
els6foku y.

y' +yP(z) = Q()

Megoldasanak menete pedig a kdvetkez:

Kiszamolunk egy ’U(:I:) flggvényt:

v = el Plz) dz

Beszorozzuk az egyenletet v(az)-el, hogy a bal oldal egy szorzat derivaltja legyen.
y'v+yvP(z) = vQ(x)

Végil mindkét oldalt integraljuk.

[(yv) dz = [vQ(z) dz

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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A konstans varialas médszere egy megoldasi médszer az elsérendd lineéris differencidlegyenletekhez.
Elsd 1épésként megoldjuk az igynevezett homogén egyenletet, ami ez:

y' +yP(z)=0

A homogén egyenlet megoldasa:

Yy = Ce~ JP(z) dz

Ezt kdvetben jon a konstansok varidlasa, azt mondjuk, hogy a megoldasban szerepl8 konstans legyen egyC(zc)
figgvény. Es ezt a C(x) fiiggvényt agy varidliuk, hogy ha behelyettesitjiik az egyenletbe, akkor épp az inhomogén
egyenlet jobb oldalat kapjuk.

y= C(:c)e_ J P(z) dz
Az egyenlet megoldasat Uigy kapjuk meg, hogy a homogén megoldasban C' () helyére beirjuk, ami kijott.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az elsérend( linearis allando egyutthatds differencidlegyenlet egy specialis esete a linearis elsérendl egyenleteknek.
Azért hivjak allandé egyiitthatésnak, mert a P(:C) flggvény ilyenkor valamilyen konstans, mondjuka.

Y +ay = Q(x)

Az &ltalanos megoldasa ugy jon ki, hogy a homogén megoldashoz hozzdadjuk a partikularis megoldast.

A homogén egyenlet: y' + ay = 0
A homogén megoldas: 7y = Ce 9%
Az altaldnos megoldas: homogén megoldés + partikularis megoldas

A partikularis megoldast prébafliggvény modszerrel keressiik meg. Az, hogy mi is lesz a partikularis megoldas, ez
mindig a jobb oldali figgvénytdl flgg:

Q(x) = masodfoka polinom:y, = Ax? + Bz + C

Q(x) = harmadfokd polinom:y,, = Ar® + Bx2 +Cz+ D
Q(z) = exponencidlis kifejezés: Yp = Ae®®

Q(x) = szinusz vagy koszinusz:y, = Acosax + Bsinax

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Rezonanciérél beszéliink, ha az elsérendlilineéris alland6 eqydtthatds differencidlegyenlet partikularis megoldasaban
szerepel €** és a kitevSje éppen megegyezik a homogén megoldas kitevjével.

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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A mésodrend( lineéris allandé egyltthatés homogén differencidlegyenlet altalanos alakja:

ay’ +by' +cy=0

A megoldas lépései:

El6szér megoldjuk a karakterisztikus egyenletet.

Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbdzé valés megoldasa vanry és 7' akkor y = Cj €% + Cye?®
Ha a karakterisztikus egyenletnek egy valés megoldasa van akkory = C €™ + Cyxe™

Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbozé komplex megoldasa vanry; = A + Biésry = A — Bi akkor
y = e42 (C] cos Bz + C; sin Bz)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A masodrend lineéris alland6 egyutthatés inhomogén differencialegyenlet altalanos alakja:
ay” + by’ +cy =Q(z)

A megoldas lépései:

El6szo6r megoldjuk a karakterisztikus egyenletet:ar2 +br+c=0.
Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbdzd valos megoldasa vanry és 79 akkor y = C €% + Cyem?®
Ha a karakterisztikus egyenletnek egy valés megoldasa van akkory = C; e + Cyxe™

Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbozé komplex megoldasa vanry; = A + Biésry = A — Bi akkor
y = e42 (C} cos Bz + C, sin Bz)

Ezzel megkapjuk a homogén megoldast.

A partikularis megoldast prébafliggvény modszerrel végezziik:

Qz) = polinom: Y, = A"+ A, jxv 1+ -+ Az + A
Q(z) = exponencidlis kifejezés: Yp = Ae®

Q(x) = szinusz vagy koszinusz:y, = Acosax + Bsinazx

Az altalanos megoldas a homogén megoldas és partikularis megoldas ésszege.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Izoklinak

Azon pontok halmazat, melyekben a megoldasfliggvények meredeksége egy adott szammal egyenl§, a
differencidlegyenlet izoklindjanak nevezzik.

Azy' = f(z,y(x)) izoklindinak egyenlete:
f(z,y(z)) = K

Megnézem a kapcsolddoé epizédot
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Laplace transzformacio

Az f(x) fuggvény Laplace transzformaltja a kdvetkez§ integrélés:

f(x) = F(s) = [;° f(x)e = d=

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Néhany fliggvény Laplace transzformalija:

flz)=C— F(s)=¢

fiw) =2 = Flo) = 24

flz)=e= = F(s) =

f(z) =sin (az) — F(s ):32%12

(o) = cosaz) = Pls) = 25

fla) = e F(s) = 2

f(z) = e sin (be)  F(s) = —L—

fl@) = e cos (ba) = F(s) = =
fl) = sin (az) > F(s) = 2

f(z) = zcos(az) — F(s) = (iﬁj 2

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Néhany fliggvény inverz Laplace transzformaltja:

F(s)=<— fz)=C

F(s)=-"" — f(z) =z"

(8) = 35
F(s)=-L = f(z) =e®
F(s) = L5 — f(x) = sin(ax)
F(s) = 327 — f(x) = cos(ax)
F(s) = 2y = flo) = e
F(s) = m — f(x) = e* sin (bx)
F(s) = ﬁ — f(x) = e*® cos (bx)
F(s) = (321“:2)2 — f(x) = zsin(az)
F(s) = S, f(x) =z cos(ax)

(1)

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Fourier sorok

A Fourier sor a 27T szerint periodikus fiiggvények egy specidlis fliggvénysora:
ap + > o, a, cosnx + b, sinnz
ahol az agynevezett Fourier-egyUtthaték:
_ 1 C+2or _ 1 C+2n _ 1 C+2r .
a =5 Jo  fl@)dr ay=1 [ f(z)cosnzdr b, =+ [, f(x)sinnz dz

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Fourier-transzformacio

A Fourier-transzformacio6 képlete:
Ffl(w) = " e - f(t)dt

Réviden arrél van szé, hogy a Fourier-transzformacié egy olyan matematikai gépezet, amely csinyan ésszekevert
hullamokbdl képes visszafejteni az eredeti hullamok frekvenciait. Olyan, mintha lenne egy pohar kélank és képesek
lennénk visszacsinalni az alkot6elemeire, hogy megnézhessiik mibél all 6ssze. Az egész Fourier-transzformacio
alapétlete, hogy a kiilénb6z6 frekvencigju hullamokat feltekerjik egy kérre és igy kezdjik el 8ket vizsgalni. A
feltekerést a komplex szamok segitségével végezziik el, ez tlnik talan a leginkabb rémiszt6 résznek. A feltekert
hullamok altalaban valamilyen viragmintakat adnak ki a kérben, am amikor éppen egy olyan kérbe tekerjik fel,
aminek a kérfrekvenciaja megegyezik az eredeti hulldm frekvencidjaval, pontosabban annak kétszer pi-szeresével,
akkor egy drasztikusan eltér§ alakzatot kapunk. Ezt a drasztikus eltérést remekiil lehet detektalni 4gy, hogy az dsszes
létez8 alakzatot integraljuk, és ezeket hasonlitjuk egymassal 6ssze. Ha két, vagy akar sok-sok hullamot 6sszeadunk
és ennek vizsgaljuk a feltekerés utani integraljat, vagyis a Fourier-transzformaltjat, akkor az igy kapott integralas
pontosan detektalja szamunkra az 6sszes eredeti hullam frekvenciajat. Ezt a mddszert hasznalja az MP3 tdmdéritési
technika, amely egy zenébdl rengeteg ,felesleges” frekvenciat ki tud dobalni és igy kisebb lesz a hangfajl. Vagy ezzel
a médszerrel mikddnek a rezgéseken alapuld diagnosztikai médszerek, az MRI vagy épp a Fold belsd 6sszetételét
vizsgald rezgéshullamok elemzése. De a képek tomoritéséhez vagy épp az 5G adatforgalomban is el6kerdl a Fourier-
transzformacié.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A Dirac-delta jel6lése 5(33) és ez egy olyan fliggvény, amely mindenhol nulla, kivéve egyetlen pontban, ahol
végtelen nagy értéket vesz fel, és a teljes szamegyenesen vett integralja 1.

A Fourier-transzformacié egy olyan matematikai gépezet, ami féltekeri a hanghullamokat egy komplex szamsikban
fekvs korre. Es aztan az igy kapott viragmintakat integralja. Az integralas eredménye egy komplex fiiggvény, aminek
az abszolUtértékét abrazolva egy olyan grafikont kapunk, amelynek kiugrd csucsai éppen detektaljak az eredeti
hanghulldam frekvenciajat. Hogyha a hullamot hosszabb intervallumon vizsgaljuk, a csicsok magasabbak lesznek, és
amint a teljes szamegyenesen vizsgaljuk a hullamot, a csicsok végtelenll keskeny és végteleniil magas tliskékké
véaltoznak. Ezeket a végtelen tliskéket Dirac-deltanak nevezzik.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az f(z) = Sme figgvényt hivjuk sinc(a) fiiggvénynek.

Haszndljak ra a kardindlis szinusz elnevezést vagy a szinusz kardinalist is.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Az f és g fuggvények Fourier-transzformaltjat jeldljik F'fel és G-vel. Ekkor:
Flo-f+8-g)=a-F(w)+8-G)
Ha két jelet 6sszeadsz (egy-egy konstans szorzdval), a frekvenciaképiiket ugyanigy ésszeadhatod és szorozhatod.

Képzeld el, hogy egy turmixgépbe bedobsz egy almat és egy banant, majd dsszeturmixolod Sket. A kapott piré ize
pontosan az alma és a banén izének az 6sszege lesz. Nem keletkeznek misztikus Uj gyiimdlcsok; a linearis
kombinaci6 az id6tartomanyban linearis kombinacié marad a frekvenciatartomanyban is.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Az f és g fiiggvények Fourier-transzformaltjat jeldljiik F-fel és G-vel. Ekkor:
= 1. w

Flf(a )= % F(2)

Vannak, akik ezt a szabalyt igy szoktak megfogalmazni:

FlF (@) =lal-F(a-w)

Eppen tigy miikodik, mint a lineéris helyettesités az integralasban.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f és g fliggvények Fourier-transzformaltjat jelsljik F-fel és G-vel. Ekkor:
Ff(x—xzp)] = e . F(w)

Vannak, akik ezt a szabdlyt igy szoktdk megfogalmazni:
Flf@)]=lal-F(g)

Ha egy hanghullamot, példaul egy dalt eltolunk az id6ben akkor a benne 1év8 hangok, vagyis a frekvenciak nem
valtoznak meg. Ami valtozik az a fazis.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az f és g fliggvények Fourier-transzformaltjat jelsljuk F-fel és G-vel. Ekkor:
F e . f(z)] = F(w—wp)
Itt a hanghullamok frekvencajat toljuk el, amire példaul a jelek tovabbitasanal lehet sziikség.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az f és g fliggvények Fourier-transzformaltjat jeldljik F'-fel és G-vel. Ekkor:
F [~ f(z)] =i F™) (w)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

&5 MATEKING.HU - MERNOKI MATEMATIKA MATE KEPLETGYUJTEMENY
20. OLDAL


https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/fourier-transzformacio/fourier-transzformacios-szabalyok
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/fourier-transzformacio/fourier-transzformacios-szabalyok
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/fourier-transzformacio/fourier-transzformacios-szabalyok
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/fourier-transzformacio/fourier-transzformacios-szabalyok
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/fourier-transzformacio/fourier-transzformacios-szabalyok

21. OLDAL
&5 MATEKING.HU - MERNOKI MATEMATIKA MATE KEPLETGYUJTEMENY

Az f és g fiiggvények Fourier-transzformaltjat jeldljik F-fel és G-vel. Ekkor:
F 10 ()] = ) Fw)

Az id8beli derivaléds a frekvenciatartomanyban egy szorzdssa valik. A derivalas a véltozast méri. Minél magasabb
frekvenciaju (gyorsabban rezg6) egy hang, annal meredekebben és gyorsabban valtozik a hullamformaja.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Hatarozatlan integralas, primitiv fliggvény

Az f(x) fuggvény primitiv fiiggvényének jele F'() és azt tudja, hogy ha derivaljuk, akkor visszakapjuk f()-et,
azaz

Fl(z) = f(z)
Egy flggvény primitiv fliggvényeinek halmazat nevezzik a fliggvény hatarozatlan integraljanak.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

fa:”dazzfgi—i—c n# —1
[1der=In|z|+c
fetdr=e®+c

[a® dm:%—i—c

Jcosz dr =sinz+c

[sinz de = —cosz+¢

[—2—dz=tanz+c

cos?

[—=—dz=—cotz+c

sin” x

1 _
J 157 dz =arctanz + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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f(aa:—i—b)”dsc:%%—{—c

[ —Fdz=Inlaz+b|1+c

fea:v—l—b dr = et=tb 1 +c
a

az+b At 1
[A de=4—2+c

J cos (ax + b) dx = sin (az +b)1 + ¢

[sin (az +b) dz = —cos (ax 4+ b)2 + ¢

fm dz = tan (az + )1 +c

1 dr=—cot(ax+b)l+c
sin? (az+b) a

1 _ 1
IW dx = arctan (az +b) 1 + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Integralaskor a konstans szorz6 kivihetd:
fc . f = C- f f

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Osszeget kiildn-kiilén is integralhatunk:

[f+9=[Ff+[g

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha a szorzés elvégezhetd, akkor végezziik el, és utdna integraljunk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

[fe-f = e
a+1

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A parcialis integrélast szorzatok integralasara fejlesztették ki. Az elnevezés onnan ered, hogy a szorzatot részenként

fogjuk integralni:
Jf-d=fg9-[Ff-9

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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[f(g(x)) g (x)=F(g9(z))+c

Ez a tétel az dsszetett fliggvények integralasardl szél. Csak sajnos az a gond az 6sszetett fliggvényekkel, hogy az

integralasuk altalaban elég reménytelen vallalkozas.

Erdemes még néhany specialis esetet megjegyezniink:

feg.g’:eg+c fag.g’:i+c

Ina

g _ g _ :
[ [ir = arctang +c [ wer e arcsing + ¢

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Prébéalkozzunk a tort foldarabolasaval és utdna integraljunk.

actb g _ elatd)tb-% o dleatd) | B g
f cr+d dz = f cr+d dz = f ce+d + cr+d dz =

:f%—l—%da@:%mﬁ—Elnkx—i—dE

Megnézem a kapcsol6do epizédot

J&=m|f|+c

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A helyettesitéses integralas Iényege, hogy egy kifejezést u-val helyettesitiink annak reményében, hogy hatha igy

képesek lesziink majd megoldani a feladatot.

Hasznos helyettesitések:

az+b _
[ o dx vexr+d=u
[f(g(z)) dz  g(z)=u
J1-F f = sinu
JVIF S f=sinh®u

f—1 f = cosh?u

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/integralas-a-tortek-feldarabolasaval-t1
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https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/integralas-helyettesitessel

25. OLDAL
&5 MATEKING.HU - MERNOKI MATEMATIKA MATE KEPLETGYUJTEMENY

Barmilyen raciondlis tortfliggvényt nagyon egyszerlen tudunk integralni. Mindéssze annyit kell tennliink, hogy
félbontjuk elemi tortekre és az elemi t6rteket az elébbi mddszereinkkel integraljuk.

f A dx—Afﬁdw:Alnm;c—kb’.%

f Az+B d A f _ A 2am+% dr =
az?+bztc = azr?+bz+tc L= 2a J az2+brte L=
2aB
2a az?+bz+c 2a az?+bx+tc ax?+bz+c

=4 (111 laz? + bz + |+ Zarctan (%:{: + 2a\/D) - \/TD)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A helyettesitéses integralas ugy miikédik, hogy egy kifejezést u-val helyettesitiink annak reményében, hogy hatha
igy képesek lesziink megoldani a feladatot.

A helyettesitéses integralas egyik legfurcsabb esete azu = tan % Olyankor hasznaljuk, ha a tortbensin x és
COS T is csak els@ fokon szerepel.

. 2u 1—u2 2
sine =-% cosx=-—% dxr= du
1+u? 1+u? 1+u?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Hatarozott integralas

Ha f(w) integralhaté az [a, b] intervallumon és létezik primitiv fliggvénye ezen az intervallumon, akkor aNewton
Leibniz formula szerint a hatarozott integraljat a kévetkezéképp szdmolhatjuk ki:

J? f(z) dz = [F(z)]) = F(b) — F(a)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f [a, b] intervallumon korlatos fiiggvény Riemann integralhaté az [a, b] intervallumon, ha egyetlen olyan szam
létezik, hogy barmely felosztasra:

s<I<S
ahol s az alsé kozelits 6sszeg:s = » »  M;(T; —T; 1) m; = inf{f(z), ¢ € [x; 1,2}
ahol S a fels6 kozelits 6sszeg: S = Y r, M;(x; — ;1) M; =sup{f(z), = € [z;_1,2;]}

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha integraljuk a pozitiv szamegyenesen az
_ 1
flz) ==
fuggveényt, akkor 0-t6l 1-ig is improprius integralt kapunk és 1-t8l végtelenig is.

Ha 0-t6l 1-ig integralunk:

1
jg]liadxz{T‘I‘lha‘a<1
w ochaa>1
Ha 1 és végtelen kéz6tt integralunk:

1
‘ﬁooiada}‘:{ahaa>1
m ocohaa<1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Forgastest térfogata:
V=n/’f(z)de

Forgastest felszine:

A=2r [* f(2)\/T+ (f (@) d

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/analizis-1/hatarozott-integralas
https://www.mateking.hu/mernoki-matematika-mate/hatarozott-integralas/a-gorbe-alatti-terulet-es-ket-fuggveny-gorbei-kozti-terulet
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Sikbeli és térbeli leképezések és matrixaik

A @ leképezest linearis leképezéesnek nevezzik, ha barmelyv,, vy € V1 vektorokra és A € R szamra teljesdl,
hogy

P(v; +v9) = @(v;) + p(vy)
p(A-v) =A-p(v)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A V] — V; linearis leképezésnél V5 -nek azt a részét, amely a leképezés soran el6all, a leképezés képterének
nevezzilk és Im-vel jeldljik.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A nullvektorbdl minden linearis leképezés nullvektort csinal, vagyisQ képe mindig Q de el6fordulhat, hogy mésVl-
beli vekiorok képe is nullvektor lesz. Ezenvekiorok halmazat nevezzik a leképezés magterének ésKeTgo-vel
jeldljik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A képtér és a magtér dimenzidja 6sszesen éppen kiadjaV1 dimenzidjat.
Ezt az dsszefliggést dimenzidtételnek nevezziik:
dim(Keryp) + dim(Imyp) = dim(V])

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Minden linearis leképezést jellemezhetiink egy matrixszal. Valéjaban mindegyiket végtelen sok matrixszal
jellemezhetjlik, ezek a matrixok pedig ugy keletkeznek, hogy vesziink egy tetsz6leges bézistVl-ben ésa
béazisvekiorok képeit egymas mellé irjuk.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A @ leképezésben minden vektor képét igy kapjuk:

p(v) = (P -v

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy leképezésnek pontosan akkor létezik inverze, ha a (So)b matrixnak létezik inverze, és az inverz leképezés
matrixa:

@~ matrixa (@), !

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A @ O L leképezés matrixa:

(o= () (1)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az x tengelyre tiikr6zés matrixa:

(o 1)

Az y tengelyre tlikr6zés matrixa:

(3 2)

Az y=x tengelyre tikr6zés matrixa:

(o)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az origbn atmend a normalvektorl egyenesre tikrozés matrixa:

G/GT
R=T1-2.2¢

1S
[IS]

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az ¢ szbgd forgatas matrixa:
cosa —sina
sinad  coso

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az orig6ra vald kézéppontos tiikrozés egy 180°-os forgatasnak felel meg, igy matrixa:
cos180° —sinl80° )\ (-1 0
sin180°  cos180° 0 -1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az 1 és _7 koordinatatengelyek sikjaban torténd Givens forgatas matrixat gy kapjuk, hogy arra a négy helyre ahol az
egységmatrix t-edik és j-edik sora és oszlopa metszi egymast beirjuk szépen azax szdg(i forgatas matrixanak

elemeit.
(1 0 0 0 0 0\
0 cosae 0 —sina 0 O
G- 0 . 0 1 0 0 0
0 sinaa 0 cosaa O O
0 0 0 0 1 0
Ko 0 0 0 0 1/

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Az origbn atmend sikokra val6 tiikrézést Householder-tlikrézésnek nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Hogyha egy origdn atmend sik normalvektora aza vektor, akkor az erre a sikra tukrozés matrixa:

a-al
H=1-2-==

ala

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Az x tengelyre mer&leges vetités matrixa:

szlo
0 0

Az y tengelyre mer6leges vetités matrixa:

0 0
5= 0)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az x tengelyre mer6leges vetités matrixa:

szlo
0 0

Az y tengelyre mer6leges vetités matrixa:

0 0
Py:(o 1)

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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A U iranyvektoru origon atmend egyenesre torténé merdleges vetités matrixa:

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A projekcio métrixa:
T

P=1-4%2

al-a

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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