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Hatvanyozas, logaritmus, exponencialis és logaritmusos
egyenletek

Hatvanyozas azonosségai:

aak = gtk
a® _ n-k -n — 1
T =a a ==

(@) =a*  av =@
ar = (ya)" = VaF
a"b” = (ab)”

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Exponencialis fllggvénynek nevezzik az f(w) = a” alaku fiiggvényeket, ahola > 0 valés szam.
Az exponencidlis fliggvények meglehetdsen fontosak a matematikaban, s6t nem csak a matematikaban.

llyen flggvények irjék le a baktériumok szaporodasét, a radioaktiv elemek bomlasat, a szamitégépek
teljesitményének névekedését és még rengeteg més dolgot.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

logax azt mondja meg, hogy a@-t hanyadik hatvanyra kell emelni ahhoz, hogyZ-et kapjunk.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

log,xy =log,z +log,y
log, % =log,z —log,y
log, ™ =nlog,

log, Vak = %loga:c

__logyz

log,z = oz, a

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/hatvanyozas-logaritmus-exponencialis-es-logaritmusos-egyenletek/hatvanyazonossagok-az-exponencialis-fuggveny
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/hatvanyozas-logaritmus-exponencialis-es-logaritmusos-egyenletek/hatvanyazonossagok-az-exponencialis-fuggveny
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/hatvanyozas-logaritmus-exponencialis-es-logaritmusos-egyenletek/mi-az-a-logaritmus
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/hatvanyozas-logaritmus-exponencialis-es-logaritmusos-egyenletek/mi-az-a-logaritmus
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Az exponencidlis egyenletek megoldasanak kulcsa, hogy a két oldalt azonos hatvanyalapra hozzuk, mert ekkor
a* =a=z=0>

igy hat az egyenlet két oldalat addig alakitgatjuk a hatvanyozas azonosséagainak segitségével, amig erre az alakra
nem jutunk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Exponencialis egyenlétlenséget ugyanugy kell mint az egyenletet, amire figyelni kell csupan az az, hogy amikor
elhagyjuk a hatvanyalapot, nem mindegy, hogy az 1-nél nagyobb, vagy kisebb szam-e.

Ha az alap 1-nél nagyobb szam, akkor nem térténik semmi, az alap elhagyasa utan az egyenlétlenség iranya
megmarad.

Ha viszont az alap 1-nél kisebb szam, akkor az alap elhagyasa utan az egyenlétlenség iranya megfordul.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A logaritmikus egyenletek megoldasanak Iényege, hogy ilyen alakra jussunk:
log,z =0

Mert innen a logaritmus definicidja miatt az kévetkezik, hogy

x=ab

Ahhoz, hogy a bonyolultabb egyenleteket is ilyen alakra hozzuk, a logaritmus azonossagait hasznaljuk.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/hatvanyozas-logaritmus-exponencialis-es-logaritmusos-egyenletek/exponencialis-egyenletek-megoldasa-szoveges-feladatok
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/hatvanyozas-logaritmus-exponencialis-es-logaritmusos-egyenletek/exponencialis-egyenlotlensegek
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/hatvanyozas-logaritmus-exponencialis-es-logaritmusos-egyenletek/logaritmusos-egyenletek-megoldasa
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Trigonometria, trigonometrikus egyenletek

Azt a kért a koordinatarendszerben, aminek kdzéppontja az origo és a sugara 1, egységkdrnek nevezzik.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

__ sinz
tanx = sz
cotx = =2
sin
sinfa+cos2a=1 sinfa=1—cos2a cosla=1—sin’a

cosa=sin (5 —a) cosa=sin(a+3) sina=sin(r—a)

sina=cos (5 —a) —sina=cos(a+%) —cosa=cos(m—aq)

sin2a = 2sinacosa  sin(a+ B) =sinacos 8 + cosasin 3

cos2a = cos?a—sin?a  cos (oc £ B) = cosaccos B F sinasin B
SiIl2 o= 1—cos 2a

2
COS2O£ — 1+cc;s2a

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az egységkérben az T tengely irdnyat kezd8 iranynak nevezzik, az egységvektor végpontjaba mutaté iranyt pedig
zaré iranynak. A két irany altal bezart sz6g &. Az egységvektor végpontjanak & koordinatajat nevezzik az & szég

koszinuszanak, és igy jeldljik: cos a.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az egységkérben az T tengely irdnyat kezd8 iranynak nevezzik, az egységvektor végpontjaba mutaté iranyt pedig
zaré irdnynak. A két irany altal bezart sz6g . Az egységvektor végpontjanak Y koordinatajat nevezzik az & sz6g

szinuszanak, és igy jelljik: sin c.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy ¢ sz6g tangense az & sz6g szinuszanak és koszinuszanak hanyadosaval egyenlé:

tanq = Sne aFrst+k-m k€z

Cos &

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/trigonometria-trigonometrikus-egyenletek/az-egysegkor
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/trigonometria-trigonometrikus-egyenletek/szinuszos-es-koszinuszos-egyenletek-megoldasa-trigonometrikus-azonossagok
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/trigonometria-trigonometrikus-egyenletek/szinuszos-es-koszinuszos-egyenletek-megoldasa-trigonometrikus-azonossagok
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/trigonometria-trigonometrikus-egyenletek/szinuszos-es-koszinuszos-egyenletek-megoldasa-trigonometrikus-azonossagok
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/trigonometria-trigonometrikus-egyenletek/szinuszos-es-koszinuszos-egyenletek-megoldasa-trigonometrikus-azonossagok
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A sin x és cos x fliggvények periodikusak, ez azt jelenti, hogy bizonyos id6kézénként megismétlik 6Snmagukat. Ezt
az id6kozt periddusnak nevezzik és az 6 esetilkben a periédus 27.

Ha van egy ilyen egyenlet, hogy
ing — 1

ST = 5

akkor ennek a periodikussaga miatt végtelen sok megoldasa van, ezért irjuk oda a megoldasok mégé, hogy—|—2k7r.

Tovabbi nehézség, hogy két megoldas is van, az egyiket a szamoldgéplnk adja, a masikat pedig...

Szinusz esetén Ugy, hogy a két megoldas 6sszegének7r-nek kell lennie.

Koszinusz esetén pedig Ugy, hogy a két megoldas mindig egymas minuszegyszerese.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Trigonometrikus figgvényeknek vagy szégfliiggvényeknek nevezziik azokat a fliggvényeket, amelyek tartalmaznak
trigonometrikus kifejezéseket, mint példaul szinusz, koszinusz vagy tangens. Ezek eredetileg egy derékszogl
haromszdg egy szége és két oldala hanyadosa kézti 6sszefliggéseket irja le.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/trigonometria-trigonometrikus-egyenletek/trigonometrikus-egyenletek-megoldasa
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/trigonometria-trigonometrikus-egyenletek/trigonometrikus-fuggvenyek-abrazolasa

&5 MATEKING.HU - MATEK 1 YBL KEPLETGYUJTEMENY

7. OLDAL

150 250 -0 2L
n n n

Megnézem a kapcsolédo epizdédot

Sorozatok hataréertéke

n—o0o n:—oo0o ndP—oo nfF— oo

Megnézem a kapcsolédo epizdédot

Megnézem a kapcsolddo epizédot

oohag>1
. Oha —1<g<1
7 7V 1hag=1
divhag < —1

Megnézem a kapcsolédo epizddot

(+5)" e

1Z¢
[0 Qo
(1 + E) — €

Ha IZE — 00

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Egy sorozatot konvergensnek neveziink, ha van egy olyan valds szam, ami a sorozat hatarértéke.

Ha ilyen sz&m nem létezik, akkor a sorozat divergens.

Egy sorozat lehet azért is divergens, mert végtelenbe tart, és lehet azért is, mert az égvilagon nem tart sehova. A
sehova nem tartd sorozatok mindig oszcillallé sorozatok.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Haa, — A ésc, — A ésvan olyan 1y, hogy mindenn > ng eseténa,, < b,, < ¢, akkorb,, — A.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Ja—1 ym—1 nk—=1

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/sorozatok-hatarerteke/sorozatok-hatarerteke-konvergens-es-divergens-sorozatok
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/sorozatok-hatarerteke/sorozatok-hatarerteke-konvergens-es-divergens-sorozatok
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/sorozatok-hatarerteke/sorozatok-hatarerteke-konvergens-es-divergens-sorozatok
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/sorozatok-hatarerteke/sorozatok-hatarerteke-konvergens-es-divergens-sorozatok
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/sorozatok-hatarerteke/az-e-hez-tarto-sorozatok
https://www.mateking.hu/analizis-1/sorozatok-hatarerteke
https://www.mateking.hu/analizis-1/sorozatok-hatarerteke
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/sorozatok-hatarerteke/konvergens-divergens-es-oszcillalo-sorozatok
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/sorozatok-hatarerteke/rendor-elv-vagy-maskent-kozrefogasi-elv
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/sorozatok-hatarerteke/rendor-elv-vagy-maskent-kozrefogasi-elv
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A végtelenbe tart6é sorozatok nagysagrendi sorrendje azt mondja meg, hogy melyik sorozat milyen Gtemben tart a
végtelenbe. Minél nagyobb nagysagrend(i egy sorozat, annal gyorsabban tart a végtelenbe. A nagysagrendi rangsor:

log, << ¥/n <<nk << g" <<nl<<n®

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az egyoldali rendér-elv arrél szél, hogyha egy sorozat végtelenbe tart, akkor elég alulrél becsiilni egy masik
végtelenhez tarté sorozattal, és az egyoldali rend6r-elv szerint az eredeti sorozat is végtelenbe fog tartani. Amikor
pedig az eredeti sorozat minusz végtelenbe tart, akkor az egyoldali renddr-elvet hasznalva fellilr8l becsliink egy
masik minusz végtelenbe tarté sorozattal:

Ha a,, — 00 és van olyan Ty, hogy minden 7 > 1 esetén a,, < b,, akkor b,, — oo0.
Ha a,, — —00 és van olyan T3y, hogy mindenm > 1 esetén a,, > b,, akkor b, — —o0.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Egy sorozatnak torlodasi pontja az A szam, ha barmilyen kis kdrnyezetében a sorozatnak végtelen sok tagja van.

Ennél precizebben az a,, sorozatnak torlédasi pontja az A szam, ha minden € > 0 esetén végtelen sok tagja van,
hogyA—€<an <A+te

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az a,, sorozat torlédasi pontjainak halmaza Iegyen{Ai}
Ekkor a sorozat limesz inferiorja:

liminfa, = inf {4;}

Es a limesz szuperior:

limsupa, =sup{4;}

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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https://www.mateking.hu/analizis-1/sorozatok-hatarerteke
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/sorozatok-hatarerteke/rendor-elv-vagy-maskent-kozrefogasi-elv
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/sorozatok-hatarerteke/az-egyoldali-rendor-elv
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/sorozatok-hatarerteke/torlodasi-pont-limesz-inferior-limesz-szuperior
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/sorozatok-hatarerteke/torlodasi-pont-limesz-inferior-limesz-szuperior

9. OLDAL
&5 MATEKING.HU - MATEK 1 YBL KEPLETGYUJTEMENY

Konvergencia és divergencia definicidja, kiisz6bindex keresése

Az a,, sorozat konvergens és hatérértéke az A szam, ha minden € > 0 esetén van olyan 13y kiiszdbindex, hogy
|an —A |< € minden 1t > Nyy-ra.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az a,, sorozat konvergens és hatérértéke az A szam, ha minden € > 0 esetén van olyan 1y kiiszébindex, hogy
la, — A |< emindenn > ng-ra

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az a,, sorozat divergens, és hatarértéke plusz végtelen, ha barmely M > 0 szam esetén van olyanny
kiiszébindex, hogy M < a,, mindenn > ny-ra.

Az a,, sorozat divergens, és hatarértéke minusz végtelen, ha barmely M < 0 szam esetén van olyan1y
kiiszébindex, hogy M > a,, mindenn > ny-ra.

Az a,, sorozat oszcillalva divergens, ha nincs semmilyen hatérértéke, vagysi sem egy valés szdmhoz, sem plusz
vagy minusz végtelenbe nem tart.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/konvergencia-es-divergencia-definicioja-kuszobindex-keresese/konvergens-sorozatok-definicioja-es-a-kuszobindex-kiszamolasa
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/konvergencia-es-divergencia-definicioja-kuszobindex-keresese/konvergens-sorozatok-definicioja-es-a-kuszobindex-kiszamolasa
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/konvergencia-es-divergencia-definicioja-kuszobindex-keresese/divergens-sorozatok-mikor-van-es-mikor-nincs-hatarertek
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Monotonitas és korlatossag

Az a,, sorozat szigortian monoton né, ha0 < @11 — ay,.

Az a,, sorozat szigorian monoton csékken, ha( > Apy1 — Ay
Az a,, sorozat monoton né, ha0 < @, 1 — a,.

Az a,, sorozat monoton csdkken, ha( > Apy1 — Ay

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/monotonitas-es-korlatossag/sorozatok-monotonitasa
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Fliggvények
Adott az f :A— B fliggvény. A flggvény értékkészlete azoknak az elemeknek a halmaza aB halmazban,

amelyek hozz4 vannak rendelve valamely A halmazbeli elemekhez.

Az értékkészlet jele az angol range szé alapjan, ami azt jelenti, hogy kiterjedés:Rf vagy az akadalymentesitett
jeldlése: E.K.

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Egy kifejezés értelmezési tartomanyan azt a legb&vebb halmazt értjik, ahol értelmezve van.

Flggvény esetén azokat a szerencsés T-eket, amelyekhez a fliggvény hozzérendel egy Y szamot, a figgveny
értelmezési tartomanyanak nevezziik.

A kovetkezbket érdemes megjegyezni:

P08z itt >0 Pralalezitt barmi  log (ezitt > 0)  tort nevezs # 0
pl: f(z) = -

tehat a nevez6 nem lehet nulla (€ 7~ 3)

42 T értelmezési tartomanya VY € R\ {—3}, mert nincs gydk és nincs logaritmus, de tort van,

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(x) fuggvényt egy |a, b[ intervallumon monoton névekedének mondunk, ha barmelyxy, o €|a, b| esetén, ha
x1 < To, akkor f(x1) < f(x9)

SzigorGian monoton ndvekeds, ha barmely T1, 2 €]a, b esetén, ha; < g, akkor f(1) < f(2)

Az f(z) fuggvényt egy |a, b[ intervallumon monoton csékkendnek mondunk, ha barmely 1, 3 €]a, b] esetén, ha
x1 < To, akkor f(x1) > f(z2)

Szigoruan monoton csékkend, ha barmely 1, To E]a,b[ esetén, haxy < 9, akkorf(a:l) > f(:th)

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/fuggvenyek/fuggveny-ertelmezesi-tartomany-ertekkeszlet
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/fuggvenyek/fuggveny-ertelmezesi-tartomany-ertekkeszlet
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/fuggvenyek/monotonitas-szelsoertekek-ertekkeszlet
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Flggvény széls6értékén a maximumat illetve minimumat értjik.
Precizebben:

Az f(x) fuggvénynek az Ty € D pontjaban (globalis) maximuma van, ha minden € D esetén
f(z) < f(z0).
Az f(x) fuggvénynek az Ty € Dy pontjaban (globalis) minimuma van, ha mindenx € D esetén

f(z) = f(@o)-

Az f(x) fuggvénynek az £y € D pontjaban lokalis maximuma van, ha létezik olyan nem nulla kérnyezete, hogy
ott 6 a maximum.

Az f(x) fuggvénynek az Ty € D pontjaban lokalis minimuma van, ha létezik olyan nem nulla kérnyezete, hogy ott
6 a minimum.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Konkavnak nevezzik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "szomoru hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekdtsd egyenes felett halad.

Konvexnek nevezzik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "vidam hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekdt egyenes alatt halad.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Belsé flggvénytranszformacio: f(w + a), ez ugy mikodik, hogy az T tengely mentén tolja el a fliggvény grafikonjat.
Kiilsé fiiggvénytranszformacio: f(x) + a, ez pedig azy tengelyen tolja el a fiiggvényt.

Flggvény szorzasa szammal:a - f(m) ilyenkor megnyuijtjuk a fliggvényt azy tengely szerint.

Fuggvény valtozéjanak szorzdsa egy szammal: f(a . :1:) ilyenkor az T tengely szerint nyUjtjuk a figgvényt.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Minden olyan figgvényt, ami az Yy tengelyre szimmetrikus, paros figgvénynek hivunk. Ezek a fliggvények azt tudjék,
hogy barmely Z-re amelyre értelmezve vannak:

f(~=) = f()

Azokat a fliggvényeket, amelyek az origéra szimmetrikusak, paratlan fliggvénynek nevezzik. A paratlan fliggvények
ugy mikédnek, hogy barmely -re amelyre értelmezve vannak:

f(-z) = —f(2)

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Ha az & kilénb6z6 pozitiv egész kitevs hatvanyait dsszeadjuk vagy kivonjuk, akkor polinomokat kapunk.
A polinomfliggvény altalanos alakja:

f(®)=a, 2" +a, 12" 1 +...a1x+qp

A legmagasabb foku tag egyttthatéjat hivjuk f6egyitthatonak.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Osszetett fliggvény és inverz fiiggvény

Ha az f(x) és g() fiiggvényeket egymésba agyazzuk, azaz az f fiiggvény T véltozéjanak helyére
behelyettesitjiik a g() fiiggvényt, dsszetett fiiggvényt kapunk.

fog=f(9())
Ebben az 6sszetett fliggvényben f fiiggvényt hivjuk kiils fiiggvénynek, ag fliggvényt pedig belsé fliggvénynek.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Minden figgvény egy & — Y hozzérendelés, aminek az inverze, ha az egydltalan létezik, azy +— I forditott
hozzarendelés.

Inverze csak azoknak a fuggvényeknek van, amik két kuldnbdz8-hez kildnbézd Y-okat rendelnek, ezt ugy
mondjuk, hogy kdlcsénesen egyértelm(iek, vagy kicsit révidebben injektivek.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

&5 MATEKING.HU - MATEK 1 YBL KEPLETGYUJTEMENY
14. OLDAL


https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/osszetett-fuggveny-es-inverz-fuggveny/az-osszetett-fuggveny
https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/osszetett-fuggveny-es-inverz-fuggveny/az-inverz-fuggveny

&5 MATEKING.HU - MATEK 1 YBL KEPLETGYUJTEMENY
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Sorok 6sszege és sorok konvergenciaja

Azokat a sorokat nevezzik mértani sornak, amelyek igy néznek ki, mint ez:
o0

Zn:() a’l qn

Ha |q ]< 1 akkor a mértani sor konvergens és 6sszege
o n_ &

Ha |q |Z 1 akkor a sor divergens.

Megnézem a kapcsoldédd epizédot

Egy végtelen sor akkor konvergens, ha részletdsszegsorozata konvergens és ekkor a sor 6sszege:

> a, =limS,

Megnézem a kapcsolédd epizédot

Halim a,, # 0 akkor » _ a,, divergens.

Megnézem a kapcsolédd epizédot

A Z (—1)" - a,, sor konvergens, haa,, — 0 monoton csdkkend sorozat.

Megnézem a kapcsolédd epizédot

A Z a,, sor konvergenciaja a gyok kritérium alapjan igy dénthet6 el:
Ha lim \"/m < 1 akkor Y _ a,, abszoldt konvergens.

Ha lim \"/m > 1 akkor ) _ ay, divergens.

Ha lim \"/m = 1 akkor nem tudunk semmit.

Megnézem a kapcsolddd epizddot

A Z a,, sor konvergencigja a hanyados kritérium alapjan igy dénthet6 el:

Ha lim |a:’l—“| < 1 akkor ) _ a,, abszolit konvergens.
Halim |aZ—+1] > 1 akkor ) _ @y, divergens.
Ha lim |a:’l—“| = 1 akkor nem tudunk semmit.

Megnézem a kapcsolédd epizédot
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Ha a,, — 0 pozitiv tagti monoton csdkkend sorozat, akkor a
Y (-1)"a, =—a;+as —az+ag—...
végtelen sort Leibniz sornak nevezzik.

Megnézem a kapcsolddd epizédot

Ha ) ay és Y by, nem negativ tagu sorok, és egy bizonyos tagtéla,, < b, akkor
Z bn konvergens = Z a,, is konvergens
> a, divergens = > b,, is divergens

Megnézem a kapcsolddé epizddot

oo 1 konvergens, ha o > 1
n=l no divergens, haa < 1

Megnézem a kapcsolddo epizddot

A teleszkopikus sorok olyan végtelennek tlind 6sszegek, amik megfeleld atalakitasok utan mar csak véges sok tagbdl
allnak.

Példaul:
° 1 1 1 L ... 1 - 1_1,1_ 1,1 1.4, 1_ 1 1
Zn:1n(n+1)_ﬁ+ﬁ+ﬁ+ +n(n+1) 12 T2 3 T3 4Tty nt+l 1 n+1

Megnézem a kapcsolodd epizédot

Ha Xy a hatvanysor kézéppontja, akkor az ( pont 7 sugaru kérnyezetét konvergencia tartomanynak nevezzik, ahol7 a
konvergenciasugar.

A konvergencia tartomany belsé pontjaiban a hatvanysor abszolit konvergens, a végpontokat pedig kiilén kell vizsgalni.

Megnézem a kapcsolddo epizddot

Ha T\ a hatvanysor kdzéppontja, akkor az Iy pont " sugaru kdérnyezetét konvergencia tartomanynak nevezzik.

A konvergencia tartomany belsé pontjaiban a hatvanysor abszolit konvergens, a végpontokat pedig kilén kell vizsgalni.

Megnézem a kapcsolddo epizddot
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Fliggvények hatarértéke és folytonossaga

Az f(x) fuggvény folytonos az a-ban, ha értelmezve van aza-ban, létezik és véges a hatarértéke aza-ban, és ami
a lényeg:

lim,, f(z) = f(a)
Az f(a:) flggvény folytonossa tehet az a-ban, ha létezik véges hatarértéke az a-ban.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Megszintethetd szakadas:

Ha létezik véges hatarériék az a-ban, de ez nem egyezik meg a fliggvényértékkel, akkor megszintethet§ szakadasa
van.

dlim, ,, f(z) =szam lim, ,, f(z) # f(a)

Nem megsziintehet§ szakadas, ugras:

Ha a bal és jobb oldalihatarérték két kiildnbdz8 szam az a-ban, akkor a szakadas nem megsziintethet6 és ugrasnak
hivjuk.

lim, ,,- f(z) =szam lim, ,,+ f(z) = masikszam lim, - f(z) # lim, ..+ f(2)

Nem megszintethet§, nem véges szakadas:
Ha a bal és jobb oldalihatarériék nem is véges az a-ban, akkor plane nem tehet6 folytonossa a fliggvény.

lim, ,,- f(z) =xo00 lim, ..+ f(x)==%o0

Nem megsziintethet§ oszcillalé szakadas:
Végil meglehetésen patologikus esetek is vannak, amikor még csak jobb vagy bal oldalihatarériek sem létezik.
ﬁlimm—m‘ f(m) /Elimm—ﬂﬁ f(ZU)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

; sinz __ : sinlZe

lim,, = 1 limpge e 1

. l-cosz __ 1 . l1-coslZe 1
lim, o0 == =5 limge o —5— =73

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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A hatarérték preciz definicidja

Az f(x) figgvény hatarériéke az Ty helyen B, ha minden€ > O-ravan olyand > 0, hogy ha |z — g |< J de
x # xy, akkor | f(x) — B |<e€

Az f(z) figgvény hatarériéke az Ty helyen +00, ha minden M > O-ra van olyand > 0, hogy ha |z — xp |< &
de T # x akkor f(z) > M.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az f(z) figgvény hatarériéke az Ty helyen B, ha minden€ > O-ravan olyand > 0, hogy ha |x — zy |< d de
x £ Xy, akkor |f(£l?) - B |< €

Az f(a:) fliggvény hatarértéke az &g helyen +00, ha minden M > O-ra van olyan 6 >0, hogy ha |:E — X |< )
de T # x akkor f(z) > M.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Derivalas

A derivalas lényege, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgdlja, mégpedig Ugy, hogy megnézi, milyen
meredek érint6 huzhaté a figgvény grafikonjahoz. Az érintd meredekségét pedig Ugy kapjuk meg, hogy veszink
rengeteg szel6t, amelyek egyre jobban "rasimulnak” az érintére, és igy a szel6k meredekségének a hatarértéke lesz
az érint6 meredeksége. A szel6k meredekségét irja le a differenciahanyados:

f(z)—f(=)

T—Iy

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A derivalas ugy m(ikédik, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgalja, mégpedig azzal, hogy megnézi,
milyen meredek érint§ hizhaté a figgvény grafikonjahoz. Ha az érint8 "folfele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"f6lfele megy" vagyis a figgvény ndvekszik. Hogyha pedig az érint6 "lefele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"lefele megy" tehét a figgvény csdkken. Egy figgvény érint6 egyenesének meredeksége a differencialhdnyados:

f(@)—f (=)

m = lim,_,, p—

Ezt nevezzik a fuggvény I pontban vett derivaltjanak. Hogyha a derivalt ebben a pontban pozitiv, az azt jelenti,
hogy pozitiv meredekség érintd hizhato a fliggvényhez. Vagyis a fliggvény ebben a pontban névekszik. Ha pedig a
derivalt ebben a pontban negativ, akkor negativ meredekség( érinté hizhaté a fliggvényhez, és igy a fliggvény
csokken. A derivalt tehat a fliggvény névekedési és csdkkenési szakaszait képes nekiink megmutatni, és hatalmas
szerepe van a fliggvények viselkedésének vizsgalatanal.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

(cy =0 (z") =nz»! (") =€e* (a*) =a”lna
1

lnz) = log 2 =1L (sinz) =cosz (cosz) = —sinz
a zIna
(tanz) = —— (arcsinz) = \/1177 (arccosz) = \/:? (arctanz) = -1

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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f és g derivalhat6 figgvények, és C valds szam esetén aderivalasi szabalyok:

(cf) =cf’ (%)':f?’
(F+g) =F+9
(fg) = F'g+ fd

(1)’ _ fo-1g
g g2
(£>l _ =

f 12

(f(9(2))) = £’ (9(x)) g ()

A derivalasi szabalyok megmutatjak, hogyan kell egy fliggvény konstans-szorosat derivalni, hogyan kell két figgvény
Osszegét vagy épp kilénbségét derivalni, mi lesz két fliggvény szorzatanak a derivaltja, mi lesz két fliggvény
hanyadosanak a derivéltja. Van két extra derivalasi szabaly is, amit érdemes tudni, az egyik amikor egy fliiggvényt
osztunk egy szammal, a masik pedig amikor egy szamot osztunk el egy fliggvénnyel. Mindkét esetben tortet
derivalunk, de nem kell a trotek derivalasara hasznalt eléggé komplikalt képletet hasznalni, hanem ezekre az esetekre
vannak egyszerlibb képletek. Végul pedig jon az 6sszetett fliggvények derivalasi szabalyavagyis a lanc-szabaly.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A lanc-szabaly az 6sszetett fliggvények derivalasi szabalya. Ha f és g derivalhaté fliggvények, akkor az f ésg
figgvények 6sszetételébdl kapott fliggvény derivaltja:

(f(9(2))) = £ (9(x)) 7 ()

Ezt a képletet nevezziik lanc-szabalynak, és érdemes alaposan begyakorlni, ugyanis ez szokta a legtébb gondot
okozni a derivalassal kapcsolatos feladatok megoldasa kézben.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A sinh x és cosh 2 hiperbolikus fliggvények kdzt fennallé azonossagok:
cosh? z —sinh?z =1

sinh 2z = 2sinh x - coshx

cosh 2z = cosh? z + sinh? z

sinh (x +y) = sinhx - coshy & coshz - sinhy

cosh (z £y) = coshx - coshy £ sinhz - sinhy

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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(coshz) =sinhz

(sinhz) = coshz

(tanhz) =

cosh? z

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A cosh x fuggvény inverze:

arcoshz = In (:13 + /22 =1 )

A sinh x figgvény inverze:

arsinhz = In (:1: + /x2 + 1)

A tanh x fiiggvény inverze:

11—z

artanhz = —;ln (Hm )

Megnézem a kapcsolddo epizédot

P 1
(arcoshz) = _—
: 1
(arsinhz) = o
(artanhz) =

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Differencialhatésag vizsgalata és az érinté egyenlete

A derivalas lényege, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgdlja, mégpedig Ugy, hogy megnézi, milyen
meredek érint6 huzhaté a figgvény grafikonjahoz. Az érintd meredekségét pedig Ugy kapjuk meg, hogy veszink
rengeteg szel6t, amelyek egyre jobban "rasimulnak” az érintére, és igy a szel6k meredekségének a hatarértéke lesz
az érint6 meredeksége. A szel6k meredekségét irja le a differenciahanyados:

f(z)—f(=)

T—Iy

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A derivalas ugy m(ikédik, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgalja, mégpedig azzal, hogy megnézi,
milyen meredek érint§ hizhaté a figgvény grafikonjahoz. Ha az érint8 "folfele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"f6lfele megy" vagyis a figgvény ndvekszik. Hogyha pedig az érint6 "lefele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"lefele megy" tehét a figgvény csdkken. Egy figgvény érint6 egyenesének meredeksége a differencialhdnyados:

f(@)—f (=)

m = lim,_,, p—

Ezt nevezzik a fuggvény I pontban vett derivaltjanak. Hogyha a derivalt ebben a pontban pozitiv, az azt jelenti,
hogy pozitiv meredekség érintd hizhato a fliggvényhez. Vagyis a fliggvény ebben a pontban névekszik. Ha pedig a
derivalt ebben a pontban negativ, akkor negativ meredekség( érinté hizhaté a fliggvényhez, és igy a fliggvény
csokken. A derivalt tehat a fliggvény névekedési és csdkkenési szakaszait képes nekiink megmutatni, és hatalmas
szerepe van a fliggvények viselkedésének vizsgalatanal.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A derivalt geometriai jelentése a fliggvény grafikonjahoz hdzott érint§ meredeksége.
Az érint6 egyenlete:
F(z) = f'(z0)(z —z0) + f(0)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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b
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Koénnyi fiilggvényvizsgalat és szélséértékfeladatok

Az elaszticitas képlete:
—_z
E(z) = 2 - f'(a)

Egy flggvény elaszticitdsa azt mondja meg, hogyha 1%-kal ndveljik az x-et, akkor hany szazalékkal véltozik a
figgvény értéke.

E = 0 Teljesen rugalmatlan

|E |< 1 Rugalmatlan

|E |= 1 Egységnyi rugalmasséagu
|E |> 1 Rugalmas

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

b
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Teljes figgveényvizsgalat, gazdasagi feladatok

Ha a fliggvény derivéltja pozitiv, akkor a fliggvény né,
Ha a fliggvény derivaltja negativ, akkor a fliggvény csékken.

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Konkavnak nevezziik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "szomord hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekété egyenes felett halad.

Konvexnek nevezziik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "vidam hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekdtdé egyenes alatt halad.

A flggvény hangulatarél a masodik derivalt szolgaltat informaciot.
Ha a masodik derivalt negativ, akkor a fliggvény konkav, ha pozitiv, akkor konvex

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(x) fuggvény stacionarius pontja Ty, ha f differencialhat6 az o kémyezetében és f'(xp) =0

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Egy kifejezés értelmezési tartomdanyan azt a legb8vebb halmazt értjik, ahol értelmezve van.

Flggvény esetén azokat a szerencsés T-eket, amelyekhez a fliggvény hozzérendel egy Y szamot, a figgveny
értelmezési tartomanyanak nevezziik.

A kovetkezBket érdemes megjegyezni:

WOSezitt >0 PFata/e Gt barmi  log (ezitt > 0)  tort nevezs # 0

pl. f(z) = (zi§)4 értelmezési tartomanya V. € R\ {—3}, mert nincs gyék és nincs logaritmus, de tért van,

tehat a nevez6 nem lehet nulla (€ 7~ 3)

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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Taylor polinom és Taylor sor

Legyen f(x) k-szor differencialhato egy I intervallumon, ami tartalmazza az @ szamot. Ekkor az f(w) flggvény a
pontban felirt k-adfokt Taylor polinomja:

T(@) =Y o 12 (z —

n=0 n!

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Legyen f(w) akarhanyszor differencialhaté egy I intervallumon, ami tartalmazza az @ szamot. Ekkor az f(w)
figgvény a pontban felirt Taylor sora:

T(a) = Y20 1 (z — a

n=0 p

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az e* Inz,sinz éscosx flggvények Taylor sorai:

=2 1z Inz=Y ()i

n=0 71 n=1 n

(@ — 1)

vy (V" oon oo (BD onn
cosT = ", rd sinz= Dm0 Iy

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha f(il:) egymas utan k-szor folytonosan differencialhaté az [a, b] zart intervallumon, és k + 1-edszer
differencialhaté az (a, b) nyilt intervallumon, akkor létezik olyanc € (a, b) amire

™ (g *k+D) (.
f0) =T®) +RO) = Tk, 2 b—ay + LD (b—a)

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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L’Hoépital szabaly

Legyen f és g derivalhaté az a szam kéryezetében (kivéve esetleg a-ban) és tegyiik fel, hogy ittg’ () # 0.

Ekkor, halim, ., f(z) =lim, ,, g(x) = Ovagy lim, ,, g(z) = +o00 éslim, .,

L’Hépital-szabaly (vagy L'Hospital-szabaly) szerint:

lim,_,, % = lim,_,q %

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

létezik, ekkor a

e =0 e*®=x

In0=—-o00 Inoco=o
1 _ 1 _ 1 _
=0 5=t —=-

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Hatarozatlan integralas, primitiv fliggvény

Az f(x) fuggvény primitiv fiiggvényének jele F'() és azt tudja, hogy ha derivaljuk, akkor visszakapjuk f()-et,
azaz

Fl(z) = f(z)
Egy flggvény primitiv fliggvényeinek halmazat nevezzik a fliggvény hatarozatlan integraljanak.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

fa:”dazzfgi—i—c n# —1
[1der=In|z|+c
fetdr=e®+c

[a® dm:%—i—c

Jcosz dr =sinz+c

[sinz de = —cosz+¢

[—2—dz=tanz+c

cos?

[—=—dz=—cotz+c

sin” x

1 _
J 157 dz =arctanz + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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f(aa:—i—b)”dsc:%%—{—c

[ —Fdz=Inlaz+b|1+c

feaz—l—b dr = et=tb 1 +c
a

az+b At 1
[A de=4—2+c

J cos (ax + b) dx = sin (az +b)1 + ¢
[sin (az +b) dz = —cos (ax 4+ b)2 + ¢

fm dz = tan (az + )1 +c

1 dr=—cot(ax+b)l+c
sin? (az+b) a

1 _ 1
IW dx = arctan (az +b) 1 + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Integralaskor a konstans szorz6 kivihetd:
fc . f = C- f f

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Osszeget kiildn-kiilén is integralhatunk:

[f+9=[Ff+[g

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha a szorzés elvégezhetd, akkor végezziik el, és utdna integraljunk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

[fe-f = e
a+1

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A parcialis integrélast szorzatok integralasara fejlesztették ki. Az elnevezés onnan ered, hogy a szorzatot részenként

fogjuk integralni:
Jf-d=fg9-[Ff-9

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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[f(g(x)) g (x)=F(g9(z))+c

Ez a tétel az dsszetett fliggvények integralasardl szél. Csak sajnos az a gond az 6sszetett fliggvényekkel, hogy az

integralasuk altalaban elég reménytelen vallalkozas.

Erdemes még néhany specialis esetet megjegyezniink:

feg.g’:eg+c fag.g’:i+c

Ina

g _ g _ :
[ [ir = arctang +c [ wer e arcsing + ¢

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Prébéalkozzunk a tort foldarabolasaval és utdna integraljunk.

actb g _ elatd)tb-% o dleatd) | B g
f cr+d dz = f cr+d dz = f ce+d + cr+d dz =

:f%—l—%da@:%mﬁ—Elnkx—i—dE

Megnézem a kapcsol6do epizédot

J&=m|f|+c

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A helyettesitéses integralas Iényege, hogy egy kifejezést u-val helyettesitiink annak reményében, hogy hatha igy

képesek lesziink majd megoldani a feladatot.

Hasznos helyettesitések:

az+b _
[ o dx vexr+d=u
[f(g(z)) dz  g(z)=u
J1-F f = sinu
JVIF S f=sinh®u

f—1 f = cosh?u

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/matek-1-ybl/hatarozatlan-integralas-primitiv-fuggveny/osszetett-fuggvenyek-integralasa-s4
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Barmilyen raciondlis tortfliggvényt nagyon egyszerlen tudunk integralni. Mindéssze annyit kell tennliink, hogy
félbontjuk elemi tortekre és az elemi t6rteket az elébbi mddszereinkkel integraljuk.

f A dx—Afﬁdw:Alnm;c—kb’.%

f Az+B d A f _ A 2am+% dr =
az?+bztc = azr?+bz+tc L= 2a J az2+brte L=
2aB
2a az?+bz+c 2a az?+bx+tc ax?+bz+c

=4 (111 laz? + bz + |+ Zarctan (%:{: + 2a\/D) - \/TD)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A helyettesitéses integralas ugy miikédik, hogy egy kifejezést u-val helyettesitiink annak reményében, hogy hatha
igy képesek lesziink megoldani a feladatot.

A helyettesitéses integralas egyik legfurcsabb esete azu = tan % Olyankor hasznaljuk, ha a tortbensin x és
COS T is csak els@ fokon szerepel.

. 2u 1—u2 2
sine =-% cosx=-—% dxr= du
1+u? 1+u? 1+u?

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Hatarozott integralas

Ha f(w) integralhaté az [a, b] intervallumon és létezik primitiv fliggvénye ezen az intervallumon, akkor aNewton
Leibniz formula szerint a hatarozott integraljat a kévetkezéképp szdmolhatjuk ki:

J? f(z) dz = [F(z)]) = F(b) — F(a)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f [a, b] intervallumon korlatos fiiggvény Riemann integralhaté az [a, b] intervallumon, ha egyetlen olyan szam
létezik, hogy barmely felosztasra:

s<I<S
ahol s az alsé kozelits 6sszeg:s = » »  M;(T; —T; 1) m; = inf{f(z), ¢ € [x; 1,2}
ahol S a fels6 kozelits 6sszeg: S = Y r, M;(x; — ;1) M; =sup{f(z), = € [z;_1,2;]}

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha integraljuk a pozitiv szamegyenesen az
_ 1
flz) ==
fuggveényt, akkor 0-t6l 1-ig is improprius integralt kapunk és 1-t8l végtelenig is.

Ha 0-t6l 1-ig integralunk:

1
jg]liadxz{T‘I‘lha‘a<1
w ochaa>1
Ha 1 és végtelen kéz6tt integralunk:

1
‘ﬁooiada}‘:{ahaa>1
m ocohaa<1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Forgastest térfogata:
V=n/’f(z)de

Forgastest felszine:

A=2r [* f(2)\/T+ (f (@) d

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Parcialis derivalas, iranymenti derivalt, érintésik

Az f(CI?, y) flggvény T és Y szerinti derivéaltjaibdl allé vektort gradiensnek nevezzik.

A gradienst szokas derivaltvektornak is nevezni, és az f(w, y) kétvaltozos fliggvény gradiensvektorat ugy jeldljik,

hogy grad (f(z,y)).

A gradiensvektor elnevezés onnan ered, hogy éppen a gradiens vektor iranyaban emelkedik mindig a legjobban a
kétvaltozds fliggvény grafikonja, ami egy felllet.

Az f(z,y) figgvény derivaltvektora vagy méasként gradiense az (g, Yy ) pontban:

fz (0, %) ]

grad (f(zo,%0)) = V f(z0,%0) = lfé(ﬂfo,yo)

A gradiens segitségével tudjuk kiszdmitani az iranymenti derivaltat.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(x,y) figgvény T és Y szerinti derivaltjaibdl all6 vektort derivéltvektornak nevezzik.

A derivéltvektort szokas gradiensnek is nevezni, és az f(,y) kétvaltozés fiiggvény derivéltvektorat gy jeldliik,

hogy V f(z,v).

Az f(z,y) fiiggvény derivaltvektora vagy mésként gradiense az (g, ¥y ) pontban:

grad (f(zo,%)) = VF(20,%) = l;ﬁgzz:zz;]

A derivaltvektor segitségével tudjuk kiszamitani az iranymenti derivaltat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az iranymenti derivalt azt jelenti, hogy egy altalunk megadott tetszéleges irany mentén milyen meredeken
emelkedik a figgvény felllete.

Az f(:l:, y) fliggvény v iranymenti derivaltja a P(:L'O Yo ) pontban:

0f (2o,
f(agy ) = grad (f(zo,40)) ¢ ahole =

=

=

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az iranymenti derivalt azt jelenti, hogyha a kétvaltozos fliggvény grafikonjanak egy pontjaban all egy hagymaszé, és
elindul egy v iranyban, akkor ebben az irdnyban milyen meredeken emelkedik a fellilet.

Ahogy a v iranyt valtoztatjuk, aziranymenti derivalt értéke is valtozik.

Es van egy olyan V irény, ahol aziranymenti derivalt maximalis. Ezt az iranyt nevezzik gradiens iranynak és ez
mindig megegyezik a derivaltvektor iranyaval.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Az f(x) fuggvényhez a P(Zy, Yo, 2o ) pontban hizott érintésik egyenlete:

2= fa(20,%0)(z — o) + fy(0,%) (¥ — %) + F (%0, %)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A flggvényeket két nagy tipusba sorolhatjuk, az explicit és az implicit fliggvények csoportjaba. Az explicit figgvények
azok, amelyek egy konkrét képlettel vannak megadva, mig az implicit fliggvények valamilyen egyenlet formajaban
adhaték meg.

Egy figgvény akkor implicit, ha Y nincs kifejezve, vagyis nemy = . . . alakd.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha F'(x,y) = 0 egy implicit fliggvény, akkor derivéltja:

@ _ _Fé(r,y) dr _ _F;(xvy)
oz Fy(z,y) dy F(z,y)

Ha F(:El ¢ PR o | ) = 0 egy M valtozés implicit fliggvény, akkor az &;, mint implicit fliggvény derivéltjia az
Z; valtozd szerint:

ox; . Fj/(mlﬂwZ,' < Tni1)

51}] o .F%/(Cbl,.’tg,. <o Tnil )

Megnézem a kapcsolédo epizdédot
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Pontok, egyenesek, sikok, szogek, a geometria alapjai

A geometria legaprébb épit6kockai a pontok. A pontokat az ABC nagy bettivel jeldljik.

Az egyenesek mindkét iranyban végtelen kiterjedés(i és végtelenil keskeny egyenes vonalak. De ez csak az
egyenes vizudlis leirasa, matematikai definicidja nincsen, ugyanis az egyenes a ponthoz hasonléan alapfogalom.

A sik is geometria alpafogalom. A sikok mar két dimenzidsak, ellentétben az egy dimenzids egyenessel. Az
egyenesen csak jobbra és balra tudunk mozogni, egy sikban viszont mar két lényegesen kiilénbdz§ irany létezik,
jobbra-balra és el6re-hatra. Ennél is nagyobb a dimenzidja a térnek, amiben a pontok, az egyenesek és a sikok
helyezkednek el. A térben harom Iényegesen kiilénbdz8 irany van, ezért a tér harom dimenziés. Létezik benne
jobbra-balra, elére-hara és fel-le.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy egyenesnek a két pont kdzétti részét szakasznak nevezzik.
A szakasz az egyenessel ellentétben mindig véges hosszlsagu, és a hossza mindig a két pont tavolsaga.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy sikot egy egyenessel kettévagunk, akkor két félsik keletkezik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha a teret egy sikkal két részre vagjuk, akkor két féltér keletkezik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A sik egy pontjabol kiindulo két félegyenes a sikot két tartomanyra osztja. Ezek a tartomanyok és a két félegyenes
szbget alkotnak. Azt, hogy a két szdgtartomany kdzil melyikrdl van sz6, a szarak kézé rajzolt kérivvel jelezzik. A
sz6g csucsa a két félegyenes kézbs végpontja, a szdg szarai pedig maguk a félegyenesek. A félegyenesek kdzotti
részt szogtartomanynak nevezzik. A két félegyenes mindig két ilyen tartomanyt hataroz meg, és egy kérivvel jeldljik,
hogy épp melyik szbgtartomanyrdl van szo6.

A sz6geket a gorog abc bettiivel jeldljuk:a, 3,7, . . .

A szdgeket nagysaguk szerint szokas csoportositani. A sz6gek mérésére a fokot szokas hasznalni, egy teljes kér
éppen 360 fok, a derékszdg pedig a 90 fok. Amikor a két szdgszar éppen egybeesik, akkor az altaluk meghatarozott
sz6g a nullszég és a teljes szdg, az egyik 0 fokos, a masik 360 fokos. Amikor a két félegyenes 0 és 90 fok kdzotti
szOget zar be, azt ugy hivjuk, hogy hegyes-szdg. Amikor épp 90 fokos szdgben allnak, azt derékszdgnek nevezzik.
A 90 foknal nagyobb és 180 foknal kisebb szdgek a tompaszdgek. A 180 fokos szbget egyenes-szégnek nevezzik,
mig a 180 fok és 360 fok kz6tti sz6geket homoruszégnek hivjuk.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Ha egy sz6g 0° és 90° kozé esik, akkor hegyesszdgnek nevezzik.
Az o sz6g hegyesszog, ha0” < a < 90°.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Ha egy szdg pontsoan 90° -os, akkor derékszdgnek is nevezziik.
Az o sz6g derékszog, haa = 90°.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Ha egy sz6g 90° és 180° kozé esik, akkor tompaszégnek nevezziik.
Az o sz6g tompaszog, ha 90° < o < 180°.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha egy szdg pontosan 180 ° -os, akkor egyenesszdgnek is nevezziik.
Az «x sz6g egyenesszog, haa = 180°.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy sz6g 180° és 360° kozé esik, akkor homortiszégnek nevezziik.
Az o sz6g homortszog, ha 180° < ar < 360°.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két pont tavolsaga a pontokat 6sszekdté szakasz hossza.

Ha tehat le kell mérni két pont tdvolsagét, csak ra kell helyezni a vonalzénkat a két pontra, és mér latjuk is a két pont
tavolsagat.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Pont és egyenes tavolsaganak leméréséhez el6szér a pontbdl merélegest kell allitanunk az egyenesre.
A tavolsag pedig ennek a szakasznak a hossza.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Pont és sik tavolsaganak leméréséhez el6szér a pontbol merdlegest kell allitanunk a sikra.
A pont és sik tavolsaga pedig ennek a szakasznak a hossza.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Ha a két egyenes metszi egymast, akkor a tavolsaguknak nincs sok értelme vagy 0.

Ha a két egyenes egymassal parhuzamos, akkor a tavolsagukat gy kapjuk meg, hogy az egyik egyenes tetszéleges
pontjdbdl merélegest bocsatunk a mésik egyenesre.

Es a két egyenes tavolsaga ennek a meréleges szakasznak a hossza.

Ha az egyenesek kiilénbdz§ sikokban futnak, gy hivjuk 6ket, hogy kitéré egyenesek.

A kitéré egynesek nem parhuzamosak, de nem is metszik egymast.

A kitérd egyenesek mindig két parhuzamos sikban futnak, igy a tavolsaguk a két sik tavolsaga.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Ha az egyenesek kiilénbdz§ sikokban futnak, gy hivjuk 6ket, hogy kitéré egyenesek.
A kitérd egynesek nem parhuzamosak, de nem is metszik egymast.
Kitéré egyenesek lathatunk példaul autdépalyaknal, ahol az egyik Ut keresztezi a masikat egy hidon at.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha a két sik metszi egymast, olyankor egy egyenesben metszik egymast és a tavolsaguknak nincs sok értelme vagy
0.

Ha a két sik parhuzamos, akkor a két sik tavolsagat ugy kapjuk meg, hogy vesziink az egyik sikon egy tetszéleges
pontot, a pontbl merdlegest allitunk a sikra, és a tavolsaguk ennek a szakasznak a hossza.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két ponttdl azonos tavolsagra 1év6 pontok halmaza a két pontot 6sszekdt6é szakasznak a szakaszfelez6 meréleges
egyenese.

Harom ponttdl azonos tavolsagra Iév6 pont a harom pon kéré irhatd kér kdzéppontja.
Két metsz§ egyenestdl azonos tavolsagra lév6 pontok halmaza a két egyenes szdgének szdgfelezdje.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha két sz6gben a sz6gszarak egymassal parhuzamosak és egyforma iranydak is, akkor ezeket a szégeket egyallasu
szbgeknek nevezzilk.

Az egyallasu szdgek egyenlbk.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha két sz6gben a sz6gszarak egymassal parhuzamosak, de irdnyuk ellentétes, akkor ezeket a szégeket
valtdszégeknek nevezzik.

A valtészdgek egyenl8k.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Ha két valtoszdget a csucsuknél 6sszeillesztiink, akkor ezeket a szégeket csicsszégeknek nevezzik.
A cslicsszdgek egyenlék.
Ha két egyenes metszi egymast, akkor mindig két-két csucsszdg par keletkezik.

Megnézem a kapcsolodod epizédot

Ha két sz6g szarai parhuzamosak és az egyik szaruk kdzds, akkor ezeket a szdgeket kiegészit§ szé6gnek nevezzik.
A kiegészit6 sz6gek nem egyenlék (kivéve ha 90°-90°-osak), de ha 6sszeadjuk 6ket, mindig 180 fokot kapunk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha két sz6g 90 fokra egésziti ki egymast, akkor potszégeknek hivjuk 6ket.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Sikidomok, haromszégek, négyszogek, sokszogek

Sikidomnak nevezzik a sik zart vonalakkal korilhatarolt részét.

A zart vonal azt jelenti, hogy fogjuk a ceruzat, elindulunk valahonnan... és hopp, visszaérliink ugyanoda, ahonnan
indultunk. Sikodom példaul egy haromszdg, vagy egy négyzet, de sikidom egy kér is, vagy éppen a kdlénbdz8
emojik. Egy sikidomot tébb kilénb6z8 zart vonal is atarolhat. Olyankor, amikor csak egy zart vonal hatarolja,
egyszer( sikidomnak nevezziik. Mindez sokkal kdnnyebben elképzelhetd, ha megnézed az ehhez kapcsolddd
epizodot.

SIKIDOMOK

O

QQAQEJ

mateking.hu

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Sokszdgnek nevezzlk azokat a sikidomokat, melyeket véges sok, egymashoz csatlakoz6 egyenes szakaszbdl allé
zart gorbe ( toréttvonal ) hatarol. Vagyis azok a sikidomok sokszégek, amelyek hatarol6 vonalai csak egyenes
szakaszokbdl allinak.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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A konkav sikidom az, amelyikben ki tudunk valasztani két olyan pontot, hogy az ezeket 6sszekdt§ szakasznak egy
része a sikidomon kivil halad. Egy kér vagy egy téglalap példaul nem konkav, mert barhogyan valasztunk benne két
pontot, a pontokat 6sszek6td szakasz is a sikidomban halad. De példaul egy szivecske mar konkav, mert ha a két
kidudorodé részét 6sszekotjik, akkor az 6sszekdtd vonal kiviil halad. Mindez sokkal egyszeriibb, ha megnézed az
ehhez a témahoz kapcsol6dod epizédot.

SIKIDOMOK

konvex konkav

O

SOKSZOGEK
konvex i konkav

mateking.hu

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A konvex sikidom az, amelyikben akarhogy vesziink két belsé pontot, az 6ket 6sszekdtd szakasz minden pontja a
sikidom belsejében lesz.

Egy kér vagy egy téglalap példaul konvex, mert barhogyan valasztunk benne két pontot, a pontokat 6sszekdtd
szakasz is a sikidomban halad. De példaul egy szivecske mar nem konvex, mert ha a két kidudorodé részét
Osszekotjik, akkor az 6sszekétd vonal kivil halad. Mindez sokkal egyszeriibb, ha megnézed az ehhez a téméahoz
kapcsolédo epizddot.

SIKIDOMOK

konvex konkav

@

SOKSZOGEK

konkav

QQAQ ol

konvex

mateking.hu

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy sokszdget szabalyosnak neveziink, ha minden oldala és minden belsé szdge egyforma.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Sokszdgnek nevezzlk azokat a sikidomokat, melyeket véges sok, egymashoz csatlakoz6 egyenes szakaszbdl allé
zart gbrbe ( térdttvonal ) hatarol. Ezeket az egyenes szakaszokat nevezziik a sokszdg oldalainak.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Sokszégnek nevezzik azokat a sikidomokat, melyeket véges sok, egymashoz csatlakoz6 egyenes szakasz alkotta
zart gorbe hatarol. Ezeket a szakaszokat oldalaknak, vagy masként oldaléleknek nevezzik, és azokat a pontokat,
ahol az oldalélek talédlkoznak, a sokszdg csucsainak hivjuk.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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A sokszdgek nem szomszédos csucsait 6sszekdt szakaszokat a sokszdg atléjanak nevezzik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az egyenl szar( haromszdgben van két egyforma hosszu oldal, amiket szarnak neveziink. Es hat van ugye a
harmadik oldal, ez az alap.

Annyit érdemes megjegyezni réla, hogy az alaphoz tartozé sulyvonal, magassagvonal, oldalfelezé mer6leges és
szogfelez6 mind egybeesik. Es ez egyuttal a haromszog szimmetriatengelye is.

Es azt is j6 tudni réla, hogy az alapon fekvé szdgek egyformak.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Szabalyos hdromszégnek minden oldala és minden szége egyenl§ (tehét a szdgek 60°-osak).
Szabalyos haromszdgben a kérllirt kér kdzéppontja, a magassagpont és a sulypont is egybeesnek.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Derékszog(i haromszognek van 90° -os szdge.
A derékszdggel szemkdzti oldalt atfogdnak nevezzik, a méasik kettét pedig befogdnak.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A hegyesszdgUl haromszdgek minden szdge hegyesszdg, azaz(0°-nal nagyobbak, de 90° -nal kisebbek.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A tompaszdgli haromszdgek azok, amelyeknek van egy tompaszdge, azaz egy olyan szdge, ami90° -nal nagyobb,
de 180° -nal kisebb.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A haromszdg egyenlbtlenség szerint minden haromszdg barmelyik oldalanak révidebbnek kell lennie, mint a masik
két oldal 6sszege.

at+b>c at+ec>b b+c>a

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A haromszdg magassagvonala a cstucsbél a szemkdzti oldal egyenesére bocsatott meréleges.
Ezek mindig egy pontban metszik egymast, és ezt a pontot magassagpontnak nevezzik.
Ha a haromsz6g tompaszdgU, akkor a magassagpont a haromszégdn kivilre esik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A haromszdg sulyvonala a csucsot a szemkézti oldal felez8pontjaval 6sszekétd szakasz.
Ezek mindig egy pontban metszik egymast, ezt a pontot hivjuk a haromszdg sulypontjanak.
Tovabbi izgalom, hogy a sulypont mindegyik sulyvonalat 2:1 aranyban osztja.

Tovabba a sulyvonal felezi a haromszdg teriiletét.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A haromszdg oldalfelez6merélegesei mindig egy pontban metszik egymast. Ez a pont minden csucstél egyenld
tavolsagra van és emiatt a haromszég koré irhatd kér kbzéppontja.

Megnézem a kapcsolodo epizédot

A hdromszdg belsé szdgfelez8i mindig egy pontban metszik egymast. Ez a haromszdgbe irhatd kor kbzéppontja.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha egy haromszd6g oldalfelez8pontjait 6sszekdtjik, akkor a haromszég kdzépvonalait kapjuk.
A kézépvonalak parhuzamosak a haromszdg oldalaival és éppen fele olyan hosszlak.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A j6l ismert képlet haromszdgek teriletére:

T — &Mg _ bmy _ cm,

2 2 2
Es it jon egy kevésbé ismert haromszdg-teriiletképlet:

_ abe
T_4R

Itt ]2 a haromsz6g koéré irhaté kdrének sugara.

Ez pedig egy még kevésbé ismert képlet haromszdgek terlletére:
T=r-s
Itt 7 a beirhat6 kér sugara, S pedig a keriilet fele.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A Héron-képlet a haromszégek terliletképletei k6zil egy kevésbé ismert, de elég jél hasznalhatd képlet. Akkor
érdemes hasznalni, ha ismert a haromszdg mindharom oldala.

s = &t T=,/s-(s—a)-(s—b)-(s—c)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A legszabalyosabb négyszdg a négyzet. A négyzet oldalai egyenlé hosszlak és minden szdge derékszég. Egy
sokszoget akkor neveziink szabalyos sokszégnek, ha minden oldala és minden szége egyforma. igy tehat az
egyetlen szabdlyos négyszdg a négyzet. Ezen kivil a négyzetek mége egy fontos dolgot tudnak: az atloik is
merdlegesek egymasra.

A négyzet terlilete:
T = a?

A négyzet kerUlete:
K =4a

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Téglalap olyan négyszdg, aminek minden szdge derékszég. Vagyis az oldalak nem feltétlen egyenlé hosszuak.
Olyankor, amikor az oldalai is egyenl6 hosszuak, egy négyzetet kapunk. A téglalapok egyik fontos tulajdosaga, hogy
a szemkdzti oldalai egyforma hosszulak, vagyis két darab a hosszlsagu és két darab b hosszlUsagu oldala van. A
téglalapoknak egy masik fontos tulajdonsaga pedig, hogy a szemkézti oldalai parhuzamosak egymassal. Ez pedig azt
jelenti, hogy a téglalapok mindig paralelogrammak is egyben (ugyanis a paralelogrammak azok a négyszdgek,
amelyeknek van két parhuamos oldalparjuk).

Ter(llete:
T=a-b
Kerllete:

K=2a+2b

TEGLALAP NEGYZET

b b

PARALELOGRAMMA ROMBUSZ

1807 — ex
.*”“. 1 T = |lr| . ;”h

1 80° — ex

ALTALANOS TRAPEZ
180°~a ¢ 180°-4

.‘4'r E.‘l +
m T =- — M

mateking.hu

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Rombusz egy olyan négyszdg, amelynek minden oldala egyforma hosszu. Vagyis egy rombusznal az oldalak egyenl8
hosszusaguak, de a szdgeknek nem kell derékszdgnek lennilik. Amikor a rombusz szdgei derékszdgek, egy
négyzetet kapunk. Vagyis a négyzet is rombusz. A rombuszok masik fontos tulajdonsaga, hogy a szemkdzti oldalaik
mindig parhuzamosak egymassal, vagyis a rombuszok paralelogrammak. is. Ez elvezet minket a rombusz egy masik
definiciéjahoz: a rombusz egyenld oldali paralelogramma.

A rombusz magasségat m-mel jeldljik, az atléit pedig e-nek és f-nek szokas nevezni. Ezeknek a segitségével tudjuk
kiszamolni egy rombusz terlletét.

Terllete:
Kerllete:
K —=4a
TEGLALAP NEGYZET
T = J'l] e T =
b b 2. @
: T = €.
2
PARALELOGRAMMA ROMBUSZ
180° — & _
o ;r — P ”‘JJ’J
bl m, A T=b-my
o
1 80° — ¢x
ALTALANOS TRAPEZ
180°~a ¢ 180°-4
d b +c e-f
m T= 2 — M T= 2
a s

mateking.hu

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A paralelogramma olyan négyszég, aminek van két parhuzamos oldalparja. Nagyon sok ilyen tulajdonsagu négyszog
van. llyenek a négyzetek, a téglalapok és a rombuszok. Vagyis minden négyzet, minden téglalap és minden
grombusz egyben paralelogramma is. A paralelogramma magassagat m-mel szokas jeldlini.

Ter(llete:

T=a-m,;=>b-my

Kerllete:
K=2a+2b
TEGLALAP NEGYZET
i T=a-b e T=
b b 2. @
| ; T = e-ée
2
PARALELOGRAMMA ROMBUSZ
180° — & \
oy T=a-m,
f
j’;- mg /) T=b-my
la .
180° — e
ALTALANOS TRAPEZ
180°-a ¢ 180°=4
d b +C
[ i : = S em
e:..d ﬂ

mateking.hu

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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A trapéz olyan négyszdg, aminek van legaldbb egy parhuzamos oldalparja. Ezeket az oldalakat a trapéz alapjainak
nevezziik és a-val meg c-vel jeldljiik. Altalaban a nagyobbik alapot szokas a-val jeldlni és a kisebbik alapot pedig c-
vel. Olyankor, amikor a trapéz alapjai egyforma hosszuak, paralelogrammat kapunk. Vagyis minden paralelogramma
egyben trapéz is. S6t, ha meggondoljuk, akkor a trapéz definicidja nagyon sok négyszégre raillik. EQy darab
parhuzamos oldalpérja ugyanis van a négyzetnek, a téglalapnak, a rombusznak és a paralelogrammaknak is. Vagyis
minden négyzet, minden téglalap, minden rombusz és minden paralelogramma egyben trapéz is.

Mivel azonban ezeknek van kiilén neve, amikor egy feladatban trapézrél van sz6, altalaban olyan trapézra
gondoljunk, aminek két kilonb6z8 hosszlusagu parhuzamos oldala van, az egyik "alul" a masik "fellil" és ezek a
trapéz a-val és c-vel jeldlt alapjai.

Terllete:
T — ate .
2
TEGLALAP NEGYZET
T=ua-b ” T =
b b 2.
: T= RY":
2
PARALELOGRAMMA ROMBUSZ
180° — &x
24 I'=a-m,
“f I m, i T=b6-m
o
180° — e
ALTALANOS TRAPEZ
180°-e ¢ 180°= 4
d b +¢ f e-f
m T = - 2 -« m [ 2 T = P
a B

mateking.hu

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha a trapéz alapjan fekvd két sz6g ugyanakkora, olyankor a trapéz szimmetrikus.

A szimmetrikus trapézt még szokas egyenld szard trapéznak is hivni, ugyanis a két szara mindig egyforma hosszu.
Ezen kivil van egy fantasztikus tulajdonsaga is, hogy van kéré irhatd kére.

Innen ered a harmadik elnevezés: hdrtrapéz.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Azokat a négyszdgeket nevezzik deltoidnak, amik papirsarkany alakuak és az atléik merélegesek egymasra.

Egy kicsit precizebben: deltoid az a négyszdg, amelynek atl6i merélegesek egymasra és legalabb az egyik atlé
szimmetriatengely.

A deltoidok kdzul kétféle specialis deltoidot érdemes megjegyezni, az egyik a rombusz, a masik a négyzet. Vagyis
minden négyzet és minden rombusz deltoid. A deltoidok atléit e-vel és f-fel jeldljik, és ezek csak akkor egyforma
hosszuak, ha négyzetrdl van sz6. A deltoidok terlletét &ltaldban az 4tléik segitségével érdemes kiszdmolni.

Terllete:
_ef
T=
TEGLALAP NEGYZET
T=a-b ” T=
b b 2. e
c T = { 2
PARALELOGRAMMA ROMBUSZ
180° — & _
o *— mg,
b mg i T=b6-m
[vd
1 80° — ¢x
ALTALANOS TRAPEZ
180°-a ¢ 180°=p§
I'-I'r ,EJ +c
m T'= 5 m
a B

mateking.hu

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Trigonometria a sikgeometriaban

sino — seoggelszemksztibefoge _ 4

attoge -
__ swgmellettibetoge 4
s atfoge =<
tan o — @8gelszemkztibefogs _ o

ssngmellettibetogs b

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Derékszdgli haromszdg & hegyesszégének koszinuszat a kdvetkez8képp értelmezziik:

szsgmelletti befoge

cosa= stfogs

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Derékszdgli haromszdg & hegyesszdgének szinuszat a kévetkez6képp értelmezziik:

swggel szemkszti befogs

Si.o = atfogs

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Derékszdgli haromszdg & hegyesszdgének tangensét a kdvetkez8képp értelmezzik:

swsggel szemkszti betogo
szog melletti bet oge

tanoa =

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

T — a-b-siny
2

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A korszelet terliletét ugy kapjuk, hogy el6szér kiszamoljuk, hogy mekkora teriiletl a kércikk, aztan pedig kivonjuk

bel6le az ebbe beleesd egyenlészari haromszdg terlletét:

2 - r2.sin alpha

_ a2,
T = 3 T )

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Szinusztétel és koszinusztétel

Barmely haromszdgben az oldalak aranya megegyezik a velik szemkdzti sz6gek szinuszanak aranyaval. De ne ezt

jegyezzik meg. A szinusztétel ennél sokkal tébbet is tud. Mégpedig ezt, ahol R a haromszdg kéré irhatd kdrének a
sugara:

ZR_a_b_c

sin o sin3 = sinvy

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

A Koszinusz tétel minden haromszdgben felirhato:
Z = a? +b% —2abcosy

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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Matrixok és vektorok

Egy nXk-as matrix tulajdonképpen nem mas, mint egy tablazat, aminek n darab sora és k darab oszlopa van.

pI.:A:(2 3 1)
5 1 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy matrixot egy szammal szorzunk, akkor amatrix 6sszes elemét meg kell szorozni a szammal.

5 7 -2 15 21 -6
pl.:3- =
2 2 1 6 6 3

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha egy matrixot osztunk egy szammal, akkor amatrix minden elemét osztani kell a szammal.

L) (20
3 1 1 5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két matrix 6sszeadasakor 6sszeadjuk az ugyanazon pozicidban lév8 elemeket. Két matrixot csak akkor lehet
6sszeadni, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

2 4 7 17 -2 3 11 5
p":(1 5 3)+(4 2 1 ):<5 7 4)
A matrixok 6sszeaddsa kommutativ, azaz
A+B=B+A4
Es asszociativ, azaz
(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két matrix kivonasakor kivonjuk az ugyanazon poziciéban l1évé elemeket. Két matrixot csak akkor lehet kivonni
egymasbdl, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

(2a T\ (17 2\_(1 -39
P“\1 5 3 42 1) =3 3 2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Két matrix szorzata akkor Iétezik, ha a bal oldalimatrix oszlopainak szdma megegyezik a jobb oldalimatrix sorainak
szamaval.

Ha az A matrix m x n-es a Bmairix pedig n x k-s, akkor az eredménymatrix m x k-s lesz.

Az eredménymatrix i-edik sordnak j-edik elemét ugy kapjuk, hogy a bal oldalimatrix i-edik sorat skalarisan szorozzuk
a jobb oldali mairix j-edik oszlopaval. (Tehat az els elemet az elsvel, a masodikat a masodikkal stb. szorozzuk,
majd 6sszeadjuk)

(3 4\ (2 4 T\_(10 32 33
P\1 5 15 3/ \7 20 22

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Két méatrixot csak akkor adhatunk éssze, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.
A matrix 6sszeadas kommutativ:

A+B=B+A

Es asszociativ:

(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A matrixszorzas nem kommutativ, azaz:
A-B£B-A

De asszociativ, azaz:
(A-B)-C=A-(B-C)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kvadratikus matrix négyzetes matrix vagyis ugyanannyi sora van, mint oszlopa.

2 3 5
pl:l1 4 1
2 1 1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A diagonalis matrix olyan kvadratikus matrix, aminek a f§atléjan kivili elemek nullak.

2 00
p: {0 4 0
0 0 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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Az egységmatrix olyan matrix, ami azt tudja, hogy barmely A matrixra A - I = A.

Az egységmatrixok olyan diagonalis matrixok, aminek minden f6atlé-eleme egy.

10
l: Iyp9 =
ot (10)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az inverz matrix jele A lesez egy olyan matrix, ami azt tudja, hogy

A- A1 =T (jobb inverz)
A1. A= (palinverz)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A transzpondlt a matrix sorainak és oszlopainak felcserélése. Jele AT vagy A*

pl.:
2 3 5 2 1 2
A=1|1 4 1 |=4T=|3 4 5
2 5 7 5 1 7

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a matrixokat, melyek transzponaltjuk dnmaga, szimmetrikus matrixnak nevezzik.

5 1 7 5 1 7
p:A=11 4 2|=AT=|1 4 2
7 2 6 7 2 6

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Vektort egy szammal Ugy szorzunk, hogy a vektor minden koordinatajat megszorozzuk a szammal.

1 3
P:3-1 3] =1 9
5 15

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Vektort egy szammal gy osztunk, hogy a vektor minden koordinatajat leosztjuk a szammal.
3
6 1

. 15 —

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két vektort Ugy adunk 6ssze, hogy minden egyes koordinatajukat kiilén-kiilén 6ssze adjuk.

2 4 6
PL.: 4 +12]=16
-1 7 6

Tulajdonségok:
kommutativ:a +b =b +a
asszociativ: (a +b) +c=a+ (b+¢)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két vektort Ugy vonunk ki egymasbol, hogy minden egyes koordinatajukat kiildn-kilén kivonjuk egymasbdl.

2 4 -2
PI.: 4 12| = 2
-1 7 —8

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A skalaris szorzat két vektor kdzti mlvelet, ami csinal bel8lik egy szamot.

3 4
P..a= [ 2 b=11
) 2

a’ - b=3-44+2-14+5-2=24
Tulajdonséagok:

T.a

S

kommutativ: QT . Q =

nem asszociativ: (a - ) T c#al- (QT . g)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Két vektor diadikus szorzata egy matrix. Lassuk milyen.

3 4
Pl..a = | 2 b=11
5 2
12 3 6
a-b"=18 2 4)
20 5 10

Tulajdonséagok:
nem kommutativ
nem asszociativ

Megnézem a kapcsolodoé epizédot

1
1

Ha egy matrixot beszorzunk az l = .| vektorral, akkor az szépen 6sszeadja a matrixunk soraiban 1év6
1

elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy matrixot beszorzunk ale = ( 1 1 ... 1 ) vektorral, akkor az szépen dsszeadja a matrixunk
oszlopaiban 1év6 elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy matrixot megszorzunk jobbrél egy €, egységvektorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik oszlopat.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ha egy matrixot megszorzunk balrél egy €, egységvekiorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik sorat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Vektorok, egyenesek és sikok egyenletei

A vektor egy irdnyitott szakasz.

—
Jelslgse: v = AB

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Van itt két vektor:a = (al,a2), Q = (bl,bz)
A két vektor 6sszege:
a+b=(a;+by,as+b)

A két vektor kiildnbsége:

a—b=(a; —by,ay —by)

%
AB=b-a

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Vanittaza = (a1 y ag) ésQ = (bl, b2) vektor.
Az a vektor hossza:

_ 2 2
la |= \/ %1 + a;

%
Az A B vektor hossza:

%
AB=|b-al= \/(bl —a1)? + (by —ay)?
Es pont ugyanigy kapjuk meg az A és B pontok tavolsagat is.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Két pont kdzti vektor a végpontba mutatd helyvektor minusz a kezdépontba mutaté helyvektor.

_>
Tehat AB=0b—a

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Van itt két vektor:a = (al,az),g = (bl,bz).
Az a és b vekiorok skalaris szorzata:
a-b=|a|-|b]|-cosy=ay-b;+ay-by

ahol 7y a két vektor altal bezart szég

la |= m, vagyis az @ vektor hossza
b |= \/b%-F—bz vagyis ab vektor hossza

Két vektor mer6leges egymasra, ha @ - Q =0.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Vanittaza = (a1 y a2) vektor.
Az a +90°-os elforgatottja:
at90° — (—az,a1)

Az a -90°-os elforgatottja:
a0 = (az,—a;)

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Két vektor skalaris szorzatat kiszamolhatjuk igy:
a-b=la|-]b|-cosy

ahol 7y a két vektor &ltal bezart szdg,

|g |: A /a% + ag , vagyis az @ vektor hossza
b= 4 /b% + b2, vagyis azb vektor hossza

llletve kiszamolhatjuk igy is:
a-b=a;-by+ay-by

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Két vektor mer6leges egymadsra, ha skalaris szorzatuk 0, azaz haa - Q =0.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A P(xg, ) ponton &tmens ésm = lB] normalvektor(i egyenes egyenlete:

Ax—z))+Bly—w) =0

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A
A P(xy, Yo, %)) ponton atmené és1 = | B | normalvektord sik egyenlete:

C
Ax—z))+By—vw)+C(z—2) =0

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Van a sikban két pont: P (1, ) és Q(T2,%2)-
Ekkor a két pont kézti vektor:
— Ty — T
PQ —_ [ 2 1 ]
Y2—%
Ha a térben vesziink két pontot: P(1, Y1, 21) és Q(x2, Y2, 22).

Akkor a két pont kézti vektor:

- Lo — Iy
PQ = Yo —Y
29— 21

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Van it két pont a sikban: P21,y ) és Q(x2, Y2 ).

Ekkor a két pont kozti tavolsag:

d=/(x1 —22)* + (h —12)?

Ha a térben vesziink két pontot: P(1, Y1, 21) és Q(x2, Y2, 22).

Akkor a két pont kozti tavolsag a térben:

d=/(xy — )2 + (1 —12)* + (21 — 22)?

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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A
A P(xg, o) ponton &4tmens ésm = (B normalvektor(i egyenes egyenlete:

A-(x—z)+B-(y—w)=0

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A
A P(x,Yyo,2y) ponton atmené és1 = | B | normalvektort sik egyenlete:

C
A-(x—z)+B-(y—yw)+C:-(2—2)=0

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

ay bl
Van itt két vektor:a = [ ay | 6sb = | by
as bs

A két vektor vektoridlis szorzata:

€1 & &
axb=det|a; ay a
by by b

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az @ és b vekiorok vektoridlis szorzata az@ X b vektor, ami meréleges az @ és b vekiorok 4ltal kifeszitett sikra, és

a; by € € €
a=1\ ag b= b, axb=det|a ay a3
as b3 bl b2 b3

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Vektorterek, fliggetlen és dsszefliggd vektorok

AV nem res halmazt vektortérnek nevezzik a valés szamok felett, ha aV” halmazon értelmezve van egy
O0sszeadas nevd miivelet, agy, hogy minden V-beli v, és U, vektorhoz hozzérendellink egy ¥ + V4 vektort, ami
szintén eleme V-nek.

1. Az 8sszeadas kommutativ: barmely v, vy V-beli vektorra

Ut =0 +7

2. Az bsszeadas asszociativ: barmely V;, Vg, Vs V -beli vektorra

(v + ;) +v3 =20, + (v +v3)

3. Létezik nullelem: van onanQ V -beli vektor, hogy barmely v V-beli vektorra

v +0=0+v, =2,

4. Letezik ellentett: barmely U4 V beli vektorra létezik olyan —v4 V -beli vektor, hogy
v+ (—v) = —v;+ v, =0

Ertelmezve van egy skalarral valé szorzas nev( mivelet is Gigy, hogy mindenV -beli v, vektorhoz és barmely valos
szamhoz hozzarendeliink egy A- U vektort, ami szintén V -peli.

5. A skalarszoros asszociativ: barmely v, V-beli vektorra és A,  skalarra

(A-p) -0y =A- (1)

6. A skalarszoros disztributiv a vektorokra: barmely V4, U, V -beli vektorra és A skalarra
AU+ 22) = A v Ay

7. A skalarszoros disztributiv a skalarokra: barmelyv; V-beli vektorra és A, 4 skalarra
A+p)-v=Av+p-y

8. Egységszeres: barmely U V-beli vektorra és az 1 valos szamra

l-v, =v,

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Av,V9,V3,...,0, vekiorok linearisan fuggetlenek, ha
A .21_|_)\2 'Q2+>\3 '23+°'°+)\n'2n29
csak tgy teljestl, ha minden A; = 0

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Av,V9,V3,...,0, vekiorok linearisan 6sszefliggdk, ha
)\1 .21_|_)\2 .22+)\3 '23+"°+)\n'2n29
tgy is teljestl, hogy van olyan A; # 0

Megnézem a kapcsolédo epizdédot

Egy V vektortérben avq,v9,03,...,0, vekiorok generator-rendszert alkotnak, ha minden W vektor a |4
vektortérben el6all w = Ay - v; + Ay Uy + A3 - U3 + -+ -+ A, - v, alakban.

Megnézem a kapcsolédo epizdédot

AvV{,v9,03,...,0, vekiorok fliggetlen rendszert alkotnak, ha
Aoyt Ay vy dg v A0, =0
csak tgy teljestl, ha minden A; = 0

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A bazis fliggetlen generatorrendszer.

A bazis minden vektort egyértelmien elsallit, mig /2% -ben azok a generator-rendszerek pedig, amelyek 72-nél tébb
vektorbdl dlinak, minden vektort végtelensokféleképpen.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy vektorrendszer rangja a benne I1évé fliggetlenvekiorok maximalis szama. R3-bana rang példaul maximum
harom lehet.

Megnézem a kapcsolédo epizédot

A V vektortérnek W altere, haW C V és W maga is vektortér a V-beli miiveletekre.

Megnézem a kapcsolédo epizdédot

A legfeljebb n-ed foku polinomok vektorteret alkotnak az 6sszeadéas és a skalarral val6 szorzas miveletekre.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A V1, V9,...U vekiorok altal generdlt altér ezen vektorok linedris kombinacidja.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy vektor akkor allithatd egy vektorrendszerrel, ha el6all azonvektorok linearis kombinacidjaként.

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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Linearis egyenletrendszerek, matrixok rangja és inverze

Egy egyenletrendszer egyUtthatomatrixa az x-ek egyutthatéibdl allé matrix.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A Gauss-eliminacié egy linearis egyenletrendszerek megoldasara hasznalt algoritmus.

Az elimin&cié Iényege, hogy egyenletrendszeriinket visszavezetjik vagy valamely haromszdg- vagy atlésmatrix
alakra.

A Gauss-eliminacié megengedett 1épései:

e Két sort (egyenletet) felcserélhetiink
e Egy sort (egyenletet) nem nulla szdmmal szorozhatunk
® FEgyik sorhoz (egyenlethez) hozzdadhatjuk egy masik sor (egyenlet) nem nulla szamsorosat

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az elemi bazistranszformacié (Szuper-Gauss) a lineéris egyenletrendszerek megoldasanak egy algoritmikus maédija.
1. lépés: a general6 elem valasztasa

Csak x-es oszlopbdl és e-s sorbdl valaszthatunk general6 elemet, nullat nem valaszthatunk és lehetbleg 1-et vagy
minusz 1-et érdemes.

2. 1épés: a bazistranszformacio
A general6 elem sorat osztjuk a general6é elemmel, oszlopat elhagyjuk.

A tébbi elembdl kivonjuk a generalé elem neki megfelel sordban és oszlopaban Iévé szamok szorzatat, osztva a
generaléelemmel.

3. 1épés: megint general6 elem valasztas
Ujra és tjra végrehatjuk a bazistranszforméaciét, amig az 6sszes oszlop el nem téinik
4. |épés: az utolso transzformécid és a megoldas

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Az elemi bazistranszformacié (Szuper-Gauss) a linearis egyenletrendszerek megoldasanak egy algoritmikus maédija.
1. lépés: a general6 elem véalasztasa

Csak x-es oszlopbdl és e-s sorbdl valaszthatunk general6 elemet, nullat nem valaszthatunk és lehetbleg 1-et vagy
minusz 1-et érdemes.

2. lépés: a bazistranszformacio
A general6 elem sorat osztjuk a general6é elemmel, oszlopat elhagyjuk.

A tébbi elembdl kivonjuk a generalé elem neki megfelel sordban és oszlopaban Iévé szamok szorzatat, osztva a
generaléelemmel.

3. |épés: megint generald elem vélasztas
Ujra és tjra végrehatjuk a bazistranszforméaciét, amig az dsszes oszlop el nem tdinik
4. |épés: az utolso transzformécid és a megoldas

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy egyenletrendszernek tébb az ismeretlene, mint ahany egyenlete van, akkor az egyenletrendszernek nincs
egyértelml megoldasa.

Bazistranszformacioval, ha maradnak €-s sorok ahol mar nem tudunk generalo elemet valasztani, olyankor mindig
végtelen sok megoldas van, vagy nincs megoldas.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy egyenletrendszerben két olyan egyenlet szerepel, ahol az ismeretlenek egyiitthatéi megegyeznek, de mas az
eredményik, akkor az ellentmondé egyenletrendszer, aminek nincs megoldasa.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

A bazistranszformacié soran fent maradt x-ek Ugynevezett szabadvaltozok. A szabadsagfok a szabadvaltozék
szama, tehat ahany x; fént marad.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A Gauss-Jordan eliminaci6é a Gauss-eliminacio pro valtozata. A dolog Iényege az, hogy nemcsak a vezéregyesek
alatt nullazzuk ki, hanem felettlk is. El6nye, hogy igy a megoldasok az eliminacié végeztével egybdl leolvashatok.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy matrix oszloprangja az oszlopvektorai kbzil kivalaszthaté flggetlenvekiorok maximalis szama.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy matrix sorrangja a sorvektorai kdzUl kivalaszthaté fliggetlenvekiorok maximalis szama.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A matrix rangja amatrix Gauss eliminacié soran keletkezett vezéregyeseinek szadma, amely megegyezik amatrix
sorrangjaval vagy oszlopvektoraval

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy métrixot teljes oszloprangunak nevezlink, hogyha az oszlopvektorai linearisan fliggetlen rendszert alkotnak.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy maétrixot teljes sorrangunak neveziink, hogyha a sorvektorai linearisan fliggetlen rendszert alkotnak.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Bérmely métrixot fel lehet bontani két olyanmatrix szorzatara, amelyek k6zll az egyik teljes oszloprangu, a masik
pedig teljes sorrangu. Ezt bazisfelbontasnak hivjak, és egy kiss Gauss-Jordan eliminaciéval tudjuk elkésziteni.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a Gauss-eliminacio segitségével tgy allithatjuk els, hogy megoldjuk az Az = b
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot. Az eliminacids lIépéseket addig kell végezni, amig
az egységmatrixot nem kapjuk az A helyén, a b helyén keletkezett matrix pedig az A matrix inverze lesz.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a bazistranszformacio segitségével ugy allithatjuk el6, hogy megoldjuk azAx =10
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a Gauss-Jordan eliminacio segitségével gy allithatjuk el6, hogy megoldjuk azAx = b
egyenletrendszert agy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az inverz kiszamolasa rettent6 egyszer( dolog. Minddssze annyit kell tenniink, hogy felirjuk a matrixot a szokasos
tablazatba, és mellé irjuk az egységmatrixot. Ezek utan jon a bazistranszformacié. Ha nem tudjuk mindegyik x-et
levinni, akkor nincs inverz. Ha mindet le tudjuk vinni, akkor van.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Determinans, adjungalt, kvadratikus alakok

Ha az A egy n & n-es matrix, akkor determinansa

— I n
det(A) =3, (—1)'®) - T, ayg)
ahol p az oszlopindexek permutacioi, I(p) pedig ezen permutaciék inverziészdma.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy 2x2-es matrix determinansa:

A:(“ Z) det(A)=det<a Z)za-d—b-c

C C

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A 3x3-as matrixok determinansanak kiszamolasara van egy szabaly, ami szarrusz szabaly néven ismert. A szabaly
lényege, hogy fogjuk a matrixot és leirjuk sajat maga mégé még egyszer, majd vesszlk a f6atlékat és a mellékatiokat,
igy

det(A) = —ay3a9a3; — a11a93a37 — G12091 33 + Q11092033 + Q1209331 + Q1302 Q39

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Haaz A egy nxn-es matrix, akkor determinansa

aii aio .o aip

a a cee @
A= 21 22 2n

Anp1 Ap2 oo Qpp

det(A) = Z?Zl(—l)”jaij - det(A4;5)
Itt det(A;;) az a;; elemhez tartozo aldeterminans.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az A matrix determinansa nulla, ha

® van csupa nulla sora

® van két azonos sora

® egyik sora a méasik sor szdmszorosa

® egyik sora mas sorok linedris kombin&cidja
® mindez sor helyett oszlopra is elmondhat6

Determinansok szorzasi tétele:
det(A - B) = det(A) - det(B)
det(A*) = det(A)*

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Azokat a matrixokat nevezzik szingulérisnak, amelyek determindnsa nulla.

Az A matrix szingularis:

det(A) =0
Nem létezik A1 inverz matrix
RANG<n

Az A matrix oszlopvektoraibdl allé vektorrendszer linearisan 6sszefliggd
Az A - T = Q egyenletrendszernek vagy végtelen sok megoldasa van vagy nincs megoldasa
Az A- = 0 homogén lineéris egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Azokat a matrixokat nevezzik regularisnak, amelyek determinansa nem nulla.

Az A matrix regularis:

det(A) #0
Létezik A1 inverz matrix

RANG=n

Az A matrix oszlopvektoraibdl allé vektorrendszer linearisan fliggetlen

Az A - = b egyenletrendszernek csak egy megoldéasa van

Az A - T = Q homogén lineéris egyenletrendszernek csak egy megoldasa van (a trivialis megoldas)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Cramer szabaly szerintaz A - T = Q egyenletrendszer megoldésai a kdvetkez6képp alinak eld:

_ det(A)
T = det(ff)

ahol det(Ak) annak a matrixnak a determinénsat jelenti, hogy az A matrix k-adik oszlopat kicseréljik aQ vektorral.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Itt egy 3x3-as matrix.
G11 G2 Qa3
A= Gg1 Qg2 Qg3
a3y a3z ass

Adjungaltja pedig ez lesz.

T
(—|—det (022 X] ) —det a1 Qg3 ) + det <a21 a2 ) \
a

32 (a33 az; as3 asz;r a3

. a a a a a a
adj(A) = | —det 12 ™3 +det "1 13 —det [ 11 12
aza Aags ag; ass az; ass

P N
S

a1 013) + det
Gg1 Q23

a1 a12)
G20 }

K—Fdet (a12 413 ) —det
G G23

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Itt egy 2x2-es matrix.

A= (%1 Q12
as a2

Adjungaltja pedig ez lesz.

i) = (22 )

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az adjungalt egyik legnagyobb haszna, hogy segitségével meg tudunk alkotni egy képletet a négyzetesmatrixok
inverzére.

Itt is van:

_1 __ adj(4)
A = det (4)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az egyenletrendszerek megoldasara is megalkothatunk egy Uj képletet az adjungalt segitségével.
A-z=b
Legalabbis abban az esetben, hogyha az A nxn-es invertalhaté matrix.

Az egyenletrendszer megoldasat gy kapjuk meg, hogy beszorzunk az A matrix inverzével...

@Zm'adj(A)'Q

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az Ly,Z9,...,T, elemek altal generdlt Vandermonde-determinans elsé soraban & hatvanyai szerepelnek, aztan
a masodik soraban Iy hatvanyai jdnnek, és igy tovabb.

A Vandermonde-determinanst ezzel az egyszer( képlettel ki tudjuk szamolni:

2 n—1
1 =z ]
2 n—1
1 =z T
V(zy,zo,.-.,T,) =det | 1 T3 m% :Eg_l = Hj<i($i —zj)
1 =z, z2 ... 2!

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy matrix sarok féminor matrixai amatrix bal fels§ sarkatél kezd6d6 sarokmatrixok determinansai.

23 5 1
Pl..A= 47 21

2 1 14

35 1 7

els@ sarokféminora a 2-es

masodik sarokféminora a bal fels¢ 2x2-es determinans

det (2 3)=2.7_3.4=9
47

és igy tovabb

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy matrix féminor matrixai a matrix bal felsd sarkatol kezdddd sarokmatrixok determinansai.

2 3 5 1
P A= 721

2 1 14

35 1 7

els6 féminora a 2-es

masodik féminora a bal fels6 2x2-es determinans

det (2 3)=2.7_3.4=2
47

és igy tovabb

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Az A nxn-es matrix pozitiv definit, ha minden A sajatérték: A > 0.
Vagy ha minden sarokféminor pozitiv.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az A nxn-es matrix negativ definit, ha minden A sajatérték: A < 0.
Vagy ha a sarokféminorok valtakozva — + —- de minusszal indul.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az A nxn-es matrix pozitiv szemidefinit, ha minden A sajatérték: A>0.

2x2-es matrixoknal, ha az els§ sarokféminor pozitiv, a masodik nulla.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az A nxn-es matrix negativ szemidefinit, ha minden A sajatérték: A<0.
2x2-es matrixoknal, ha az elsé sarokféminor negativ, a masodik nulla.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az A nxn-es matrix indefinit, ha van A és Ay sajatérték, hogy A; > 0és Ay < 0.
Ha det(A) 7& 0 és nem pozitiv vagy negativ definit, akkor indefinit.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha A nxn-es szimmetrikus métrix és & egy vektor R"™-ben, akkor a
Qr)=z"-A-z

kifejezést kvadratikus alaknak nevezzik.

Azért hivjuk kvadratikusnak vagyis négyzetesnek, mert ez mindig egy homogén masodfoku kifejezés.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

AQ(z) = z* - A - x kvadratikus alak

pozitiv definit, ha minden 7 0 vektorra Q(z) > 0

negativ definit, ha minden # 0 vektorra Q(z) < 0

pozitiv szemidefinit, ha minden Z 7# 0 vektorra Q(z) > 0

negativ szemidefinit, ha minden 7 0 vektorra Q(z) < 0

indefinit, ha van olyan Z 7 0 és y 7 0, hogy Q(z) <0ésQ(y) >0

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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