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Kombinatorikai alapok
Egy adott 72 elem( halmaz elemeinek egy ismétlés nélkiili permutaciéjan az7 kilénbdz8 elem egy sorba rendezését
ertjuk.

7 darab kilénb6z6 elem permutacidinak szama:

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

T faktorialisan az 1-nél kisebb vagy egyenld pozitiv egész szamok szorzatat értjik.
nl=n-(n—-1)-(n—-2)-...3-2-1

pl.:

41=4-3-2-1=24

5!=5-4-3-2-1=120

=1

Tovabba definicié szerint 0! = 1.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha 1 db. egymastdl kiilénbdzé elem kdzal kivalasztunk k (k < m) db.-ot (igy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje is

7 darab kiilonbéz6 elembdl kivalasztott k darab elem variaciéinak szama:

n-(n—1)-(n—2)----- (n—k—l—l):ﬁ

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha 72 kiilonboz6 elem kozil kivalasztunk k (k < 72) db.-ot tigy, hogy a kivalasztott elemek sorrendjére nem vagyunk
tekintettel, akkor 1 elem k-ad osztalyu ismétlés nélkuli kombinéaciéjat kapjuk.

7 darab kilénbdz6 elem kdziil kivalasztott k darab elem kombinaciinak szama:

n'

&) = momr

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Han elem kozott van kq, ks, . . ., k, egymassal megegyez, akkor az elemek egy sorba rendezését ismétléses
permutacionak nevezzik.

1 elem kozotti ky, ko, . . ., k, egymassal megegyezG ismétléses permutacioinak szama:

n!
Kyl ko - -k, !

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha 711 db. egymastél kiilonb6z8 elem kdzil kivalasztunk k db.-ot agy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje is szamit

......

Az 1 elem k-ad osztalyu ismétléses variaciok szama: nk.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Ha kor alakban helyezink el7t kiilbnbdz8 elemet és azok sorrendjét vizsgaljuk, akkor ciklikus permutéaciérél
beszéllnk.

7 darab kiilonb6z4 elem ciklikus permutacidinak szama %’ =(n—-1)!

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Valszam alapok, klasszikus valszam

Megkulénbdztetlink elemi eseményeket, ilyen példaul, hogy egy dobdkockaval 1-est dobunk. Vannak azonban olyan
események is amik tébb elemi eseménybdl épulnek fel, ilyen példaul az, hogy parosat dobunk.

Az eseményeket az ABC nagybetdivel jel6ljuk.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A valészinliség kiszamitasanak klasszikus modelljét akkor alkalmazhatjuk, ha egy kisérletnek véges sok kimenetele
van és ezek valdszinlisége egyenl8. Ekkor az esemény valbészinliségét ugy kaphatjuk meg, hogy megszamoljuk hany
elemi eseménybdl all és ezt elosztjuk az ésszes elemi esemény szamaval.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az Aés B eseményt egymastol fliggetlennek nevezziik, ha teljesul rajuk, hogy
P(ANB) = P(A)-P(B)

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Az Aés B eseményt kizarénak nevezink, ha
ANB=10

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az A esemény valészinlisége, ha tudjuk, hogy a B esemény biztosan bekdvetkezik:

P(ANB)
P(B)

P(A|B) =

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B)
P(ANB) = P(A)+ P(B) — P(AUB)
P(A\ B) = P(A) — P(AN B)
P(A)=1—-P(A)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

&5 MATEKING.HU - SZTE GTK MATEMATIKA 2 KEPLETGYUJTEMENY
4. OLDAL


https://www.mateking.hu/szte-gtk-matematika-2/valszam-alapok-klasszikus-valszam/esemenyek-valoszinusegek
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/valszam-alapok-klasszikus-valszam
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/valszam-alapok-klasszikus-valszam
https://www.mateking.hu/szte-gtk-matematika-2/valszam-alapok-klasszikus-valszam/esemenyek-valoszinusegek
https://www.mateking.hu/szte-gtk-matematika-2/valszam-alapok-klasszikus-valszam/fuggetlen-es-kizaro-esemenyek
https://www.mateking.hu/szte-gtk-matematika-2/valszam-alapok-klasszikus-valszam/fuggetlen-es-kizaro-esemenyek
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/valszam-alapok-klasszikus-valszam
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/valszam-alapok-klasszikus-valszam
https://www.mateking.hu/szte-gtk-matematika-2/valszam-alapok-klasszikus-valszam/a-felteteles-valoszinuseg
https://www.mateking.hu/szte-gtk-matematika-2/valszam-alapok-klasszikus-valszam/a-felteteles-valoszinuseg

&5 MATEKING.HU - SZTE GTK MATEMATIKA 2 KEPLETGYUJTEMENY

5. OLDAL

Teljes valdszinliség tétele, Bayes tétel

Ha Bj, By és igy tovabb B,, telies eseményrendszer, valamint A tetszéleges esemény, akkor
P(A)=P(A|B,)P(B,)+P(A|By)P(By)+---+ P(A| B,)P(B,)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Bayes tételt akkor hasznaljuk, ha egy korabban bekévetkezett (Bk) esemeény valészinliségét akarjuk kiszamolni

egy késébb bekdvetkezett (A) tikrében.

Ha Bj , By és igy tovabb B,, teljes eseményrendszer, valamint A tetszéleges esemény, akkor barmely By,

esemeényre

P(A|By,)P(By,)
A|By)P(B,)+P(A|B;)P(By )+ - +P(A|B,)P(B,)

P(By | 4) = 5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Eloszlas, eloszlasfliggvény, stirliségfiggveény

Folytonosnak nevezziik azokat a valészin(iségi valtozokat, amik folytonos mennyiségeket mérnek, ilyen példaul az
id8, a tavolsag. Ebben az esetben az eloszlas figgvény is mindig folytonos fliggvény lesz.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Diszkrétnek nevezziik azokat a valoszinliségi valtozdkat, amik megszamlalhatéan sok értéket vesznek fel. Ez azt
jelenti, hogy vagy véges sokat, vagy végtelent, de ugy, hogy fel tudjuk sorolni az értékeit.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az X valészin(iséqi valtozo eloszlasfliggvénye:

F(z)=P(X <)

Ha az X valosziniségi valtozo diszkrét és értékei X = a, X = b, X = ¢ meg ilyenek, akkor az eloszlasfiiggvény
mindig egy lépcsézetes fliggvény, ami minden szamnal pontosan akkorat ugrik, mint az adott szam val6szinlisége,
amig el nem érjik az 1-et.

0 haz<a
P(X=a) haa<z<b
F(z)=¢ P(X=a)+P(X=0b) hab<z<c

1
Ha az X valésziniiséqgi valtozo folytonos, akkor az @ és b szamok kozott barmilyen valos értéket félvehet. llyenkor az

eloszlasfiiggvény is folytonos, ami a-ig nullat vesz fol,a és b kdzt ndvekszik és b utan végig egyet vesz fél.Vagyis
ahol az X valészin(iséqgi valtozé miikddik, ott a fliggvény életre kel, elétte és utana pedig hibernalt allapotban van.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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A slrlségfiuggvény ugy mikddik, hogy a valdszinldségeket a gorbe alatti terliletek adjak meg. Azeloszlasfiggvény
jele F(m) volt, asdrdségfugavény jele f(:v) Aza< X <b valdszinliség éppen a goérbe alatti teriileta-tél b-ig.

Pla< X <b)= [*f(z) dz

Ha az X < a valészinlséget szeretnénk kiszamolni:
P(X <a)= [* f(z)dz

Ha ab < X valészintiséget:

Pb<X)=[" f(z)dz

Ha ezt a harom terlletet 6sszeadjuk, akkor éppen a teljes gérbe alatti terliletet kapjuk, ami a 100%-ot jelenti, igy hat
ez a terllet éppen 1.

A slrldségfuggveny tulajdonséagai:
o0
[ f(x)de=1

nem negativ

Megnézem a kapcsolddo epizédot

t.lim_ F(x)=0
2.lim,, F(z)=1
3. monoton nd

4. balrdl folytonos

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

1 [ f(z)de=1

2. nem negativ

Megnézem a kapcsolddod epizédot

P(X <a)=F(a)= [ f(x)dx
Pb<X)=1-F()= [, f(z) dz
P(a< X <b)=F(b) — F(a) = [ f(z) d

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Az X valosziniséai valiozé F'() eloszlésfiiggvényébsl ugy kapjuk meg az f() stiriségfiiggvényét, hogy az
F(z) eloszlasfuggvényt derivéljuk, azaz:

Fi(z) = f(2)

Ha az X valoszindséai valiozé f(x) strdségi fliggvényét ismerjik, és meg akarjuk adni azF'(x)
eloszlasfliggvényét, akkor azt pedig igy tehetjik:

F(z) = [7, f(t) dt

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Statisztikai alapfogalmak

Az adatsor legyakoribb értéke amodusz. Hogyha példaul Bob matekjegyei ezek:

2,3,1,4,1,2,2,8,5,2,3,2,3,2,4,3,2,4,2,4

Akkor egyszer(ien meg kell szamolni, hogy melyikbdl van a legtébb, és az a matekjegy lesz amédusz. Most 2-esbél
van a legtébb, igy Bob matekjegyeinek a médusza 2. A modusz jele Mo és igy most Mo=2.

Léteznek olyan eloszlasok is, amelyeknek t6bb médusza van. Hogyha példaul Bob jegyei:
1,2,2,3,5,3,3,4,2

Itt 2-esbdl és 3-asbdl ugyanannyi van, mindkettébdl 3 darab. Ez egy kétmdduszleloszlas.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A median a névekvd sorba rendezett adatsor k6zéps6 értéke. Ha az adatsorban paros sok elem van, akkor nincs
k6zépsb elem, ilyenkor a két kozépsé elem atlagat vesszik.

Hogyha példaul Bob matekjegyei ezek:
2,3,1,4,1,2,2,3,5,2,3,2,3,2,4,3,2,4,2, 4
Akkor egyszerlien névekvs sorba kell rakni..
1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4,4,4,5

Es aztan meg kell keresni melyik a kézépsS. Most nincsen kézéps, mert paros sok elem van, igy ilyenkor a két
kdzépen lévét atlagoljuk:

1!172!2!2!212!2!295 53!373!374!474!415

Ezeknek az atlaga 2,5 vagyis amedian most 2,5. A median jele Me, igy Me=2,5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az atlagot ugy kapjuk meg, hogy az 6sszes elemet 6sszeadjuk, és aztan elosztjuk az elemek szamaval.
Jele: T

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az atlagtol valo atlagos eltérés egyik legjobb mérészama a széras. Hatranya, hogy egy kicsit ronda a széras képlete.
A szérast egy szigma nev(i gorog betlivel jeldljik.

e \/ T

n

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az adatsor elsé felének a felez8pontja az alsé kvartilis.
Az als6 kvartilis jele: Q1

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az adatsor masodik felének a felez6pontja a felsd kvartilis.
A fels6 kvartilis jele: (03

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A kvartilisek és amedian azt szemlélteti, hogyan oszlanak el az adatsorban szerepl6 adatok. Ezek segitségével
készithetd el a doboz-abra, vagy masnéven dobozdiagram. Szokds még sodréfa diagramnak is nevezni, és az angol
elnevezést is gyakran hasznaljék, ami a box plot.

Egy sobarendezett adatsorban 6t darab specidlis negyedelSpontot fogunk hasznalni. Az els6 az adatsor legkisebb
értéke, ez a Qp . Aztan a kdvetkez8 negyedel§ az alsé kvartilis, ami Q uténa jon a felez6pont vagyis amedian, ezt
Me-vel és Qo-vel is jeldljik, végll a felsé kvartilis, ami a Q. Az adatsor legnagyobb értéke pedig Q. A legnagyobb és
a legkisebb érték kilbnbsége a terjedelem, mig a két kvartilis kiildnbségét félterjedelemnek vagy mas néven
interkvartilisnek hivjuk. Ezekbdl épll fél a doboz-abra vagy masként dobozdiagram.

El&fordulhat, hogy az adatsorban kiugré értékek is szerepelnek. A kiugro érték az, ami az alsé kvartilisnél legalabb a
félterjedelem masfélszeresénél kisebb, vagy pedig a fels6 kvartilisnél legaldbb a félterjedelem masfélszeresénél
nagyobb. Huh, ez elég bonyolultan hangzik. De valéjaban nagyon egyszer(i, csak nézd meg kapcsol6dd epizédot és
kidertil.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A relativ széras azt mondja meg, hogy a széras az atlagnak hany szazaléka:

V=2
X

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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Varhato érték és szoras

A vérhato ériék jele E(X).
Diszkrét esetben ugy kell kiszdmolni, hogy
E(X) = > XiP(X;)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A sz6ras azt mutatja meg, hogy avarhaté érték kérdl milyen nagy ingadozasra szamithatunk.
Jele: D(X))
Kiszamitasanak modja diszkrét esetben:

D(X) = vE(X?) - E*(X)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Folytonos valészin(iségi valtozok esetén a varhato érték:
o
E(X)= [T - f(z)dz

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Folytonos valészintiségi valiozé esetén a szérast ugyanugy kell szamolni, mint diszkrétvaloszinlséqi valtozo esetén:

D(X) = \/E(X?) ~ B¥(X)

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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Markov és Csebisev egyenlétlenségek

A Markov-egyenlétlenség egy nagyon egyszer( dolgot allit. Az, hogy az X valoszinliségi valtozé sokkal nagyobb
legyen a varhato értéknél nem tal valészin(:

P(X >t B(X))<1

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A Csebisev egyenlétlenség arrol szél, hogy a varhaté értéktdl vald eltérés nem lehet tdl nagy.

Ha ez az eltérés nagyobb, mint a szérést-szerese, akkor ennek a valészin(isége kicsi:

P(|X-E(X) [>t-D(X)) < 5

Ha az eltérés kisebb, mint a szorast-szerese, akkor ennek valdsziniisége nagy:

P(| X —B(X)|<t-D(X))>1-1

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Ha egy esemény bekdvetkezésének elméleti valdszinlisége p, akkor minél tébbszdr végezzik el a kisérletet, a
relativ gyakorisag és az elméleti valoszin(iség eltérése anndl kisebb lesz.

p(‘z p‘<6)21_p(1—2p) P(‘%_p’>e)<p(1_p)

n ne ne2

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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A binomialis eloszlas és a hipergeometriai eloszlas

Ezt a képletet hivjuk binomialis eloszlasnak:
P=()-p-(1-py*

ahol 1 a kisérletek szama,

k a sikeres kisérletek szama,

P pedig a sikeres kisérlet valoszinlisége.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Visszatevéses mintavételr6l beszéllnk, ha egy p valdszinliségli elem t6bbszéri kihtizasanak esélyét vizsgaljuk ugy,
hogy ha kihGzunk egy ilyen elemet, akkor ezt kdvetéen azt visszarakjuk.

Példaul ha azt vizsgaljuk, hogy egy kosarban van 8 piros és 5 kék golyd, és mennyi a valdészinlsége, hogy haromszor
huzva két piros és egy kék golyét hiznank ugy, hogy a kihizott golyokat mindig visszatessziik, akkor az egy
visszatevéses mintavétel.

A visszatevées mintavételhez kapcsolddo eloszlas a binomidlis eloszlas.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A visszatevés nélkiili mintavétel tipikus példaja, hogy van egy doboz, benne N darab elem. Kdziiliik /X darab
valamilyen tulajdonsagu, az egyszer(iség kedvéért hivjuk selejtesnek. Mondjuk sarga vagy szép vagy ronda.
Kihdzunk 72 darab elemet, és ez a képlet meg fogja nekliink mondani, hogy mekkora az esélye, hogy kozilikk darab
a vizsgalt tulajdonsagu:

K\ (N-K
P(X _ k) — (k) (”-k)
(%)
De vannak olyan esetek, amikor a visszatevées nélkuli mintavételnél masik képletet kell hasznalnunk. Ezt a méasik

képletet binomialis eloszlasnak nevezzik, és olyankor hasznaljuk, amikor a selejtek szama helyett csak a selejtek
aranyat ismerjik.

Ez a binomialis eloszlas képlete:
P=()-p-Q-prt

ahol 1 a kisérletek szama,

k a sikeres kisérletek szama,
P pedig a sikeres kisérlet valészinlisége.

Es, hogy mi alapjan dontjik el, hogy a két képlet kdziil melyiket kell hasznalni? A dolog nagyon logikus, nézd meg a
kapcsolddo epizddot és minden vilagos lesz.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A hipergeometriai eloszlas a visszatevés nélkili mintavételhez kapcsol6dé eloszlas, képlete pedig:

P(X =k) = —<I’f)'(g:f)

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Nevezetes folytonos és diszkrét eloszlasok

A hipergeometriai eloszlas egy diszkrét eloszlas.

Ismert, hogy mennyi az dsszes elem és az dsszes selejt, vagyis IV, K ésn.

pix -y - 0D
()
A hipergeometriai eloszlas varhat6 értéke:
E(X)=nk
A hipergeometriai eloszlas szérasa:
_ K K\ N—
D(X) = \Jnk(1-£) 3=

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A binomialis eloszlas egy diszkrét eloszlas.

Csak valami %-os izé ismert, avarhatd érték, az atlag, az arany, a valészinliség, tovabba X korlatos diszkrét

valészinlséqi valtozé.
P(X=k)=()p" 1 —p*
A binomialis eloszlas varhato értéke:

E(X)=np

A binomialis eloszlas szérasa:
D(X) = y/np(1 - p)

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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A Poisson eloszlas egy diszkrét eloszlas, ahol el6re ismert a varhato érték, és avalészinlséqgi valtozé nem korlatos,
vagyis tetsz6leges barmilyen nagy érték is lehet.

Példaul valamilyen anyagban a hibak szama, vagy egy adott id6 alatt bekdvetkez6 események szama. APoisson
eloszlasos feladatokban altalaban valamilyen szazalék vagy arany vagy varhato érték vagy atlag vagy valészinlség
van megadva. Mondjuk egy kényvben az oldalak 80%-aban nincs hiba, vagy az 20 méter hosszu ruhaszdvetek
harmadaban nincs hiba, vagy egy lzletben 6ranként varhatdéan 13 vevd érkezik, vagy egy bankban percenként atlag
24 tranzakcio6 torténik, vagy 0,2 a valdszin(isége, hogy 10 perc alatt nem érkezik segélyhivas. Ezek mind Piosson
eloszlasok, ahol az X nem korlatos diszkrét valészin(iséqgi valtozo.

P(X=k)=2e?

!
A Poisson eloszlas varhat6 értéke:
E(X) =\
A Poisson eloszlas szbrasa:
D(X) = VX

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az exponencialis eloszlas egy folytonos eloszlas.

Eloszlasfuggvénye:

0 haz<0
F(z)= =
() {1—6_)"3 ha0 <z
Sdrlségfliggvénye:

)0 haz<0
f(x)_{)\em haO0< 2

Az exponencidlis eloszlas varhato értéke:

B(X) =1

Az exponencialis eloszlas szérasa:

D(X) =1

Megnézem a kapcsolddo epizédot

&5 MATEKING.HU - SZTE GTK MATEMATIKA 2 KEPLETGYUJTEMENY
16. OLDAL


https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nevezetes-diszkret-es-folytonos-eloszlasok
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/varhato-ertek-es-szoras
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nevezetes-diszkret-es-folytonos-eloszlasok
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/varhato-ertek-es-szoras
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nevezetes-diszkret-es-folytonos-eloszlasok
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nevezetes-diszkret-es-folytonos-eloszlasok
https://www.mateking.hu/szte-gtk-matematika-2/lecke-10/binomialis-poisson-es-hipergeometriai-eloszlasok
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nevezetes-diszkret-es-folytonos-eloszlasok
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nevezetes-diszkret-es-folytonos-eloszlasok
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nevezetes-diszkret-es-folytonos-eloszlasok
https://www.mateking.hu/szte-gtk-matematika-2/lecke-10/binomialis-poisson-es-hipergeometriai-eloszlasok

&5 MATEKING.HU - SZTE GTK MATEMATIKA 2 KEPLETGYUJTEMENY

17. OLDAL

Az egyenletes eloszlas egy folytonos eloszlas.

Eloszlasfliggvénye:

0 haz< A4
Fz)={ 4 haA<z<B

1 haB<z
Sdrliségfiiggvénye:

1
f(z) = {B—A hadA<xz<B
0 kalsnben

Az egyenletes eloszlas varhato értéke:

B(X) = 43

Az egyenletes eloszlas szérasa:

D(X) = %

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A normalis eloszlas egy folytonos eloszlas.

Eloszlasfiiggvénye:
_ z—p
F(z) =& (%)

Sdrlseégflggvénye:

- @w?

f@) = e 5

A normalis eloszlas varhato értéke:
EX)=p
A normalis eloszlas szérasa:

D(X)=0

Megnézem a kapcsolédo epizdédot
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Matrixok és vektorok

Egy nXk-as matrix tulajdonképpen nem mas, mint egy tablazat, aminek n darab sora és k darab oszlopa van.

pI.:A:(2 3 1)
5 1 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy matrixot egy szammal szorzunk, akkor amatrix 6sszes elemét meg kell szorozni a szammal.

5 7 -2 15 21 -6
pl.:3- =
2 2 1 6 6 3

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha egy matrixot osztunk egy szammal, akkor amatrix minden elemét osztani kell a szammal.

L) (20
3 1 1 5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két matrix 6sszeadasakor 6sszeadjuk az ugyanazon pozicidban lév8 elemeket. Két matrixot csak akkor lehet
6sszeadni, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

2 4 7 17 -2 3 11 5
p":(1 5 3)+(4 2 1 ):<5 7 4)
A matrixok 6sszeaddsa kommutativ, azaz
A+B=B+A4
Es asszociativ, azaz
(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két matrix kivonasakor kivonjuk az ugyanazon poziciéban l1évé elemeket. Két matrixot csak akkor lehet kivonni
egymasbdl, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

(2a T\ (17 2\_(1 -39
P“\1 5 3 42 1) =3 3 2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Két matrix szorzata akkor Iétezik, ha a bal oldalimatrix oszlopainak szdma megegyezik a jobb oldalimatrix sorainak
szamaval.

Ha az A matrix m x n-es a Bmairix pedig n x k-s, akkor az eredménymatrix m x k-s lesz.

Az eredménymatrix i-edik sordnak j-edik elemét ugy kapjuk, hogy a bal oldalimatrix i-edik sorat skalarisan szorozzuk
a jobb oldali mairix j-edik oszlopaval. (Tehat az els elemet az elsvel, a masodikat a masodikkal stb. szorozzuk,
majd 6sszeadjuk)

(3 4\ (2 4 T\_(10 32 33
P\1 5 15 3/ \7 20 22

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Két méatrixot csak akkor adhatunk éssze, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.
A matrix 6sszeadas kommutativ:

A+B=B+A

Es asszociativ:

(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A matrixszorzas nem kommutativ, azaz:
A-B£B-A

De asszociativ, azaz:
(A-B)-C=A-(B-C)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kvadratikus matrix négyzetes matrix vagyis ugyanannyi sora van, mint oszlopa.

2 3 5
pl:l1 4 1
2 1 1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A diagonalis matrix olyan kvadratikus matrix, aminek a f§atléjan kivili elemek nullak.

2 00
p: {0 4 0
0 0 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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Az egységmatrix olyan matrix, ami azt tudja, hogy barmely A matrixra A - I = A.

Az egységmatrixok olyan diagonalis matrixok, aminek minden f6atlé-eleme egy.

10
l: Iyp9 =
ot (10)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az inverz matrix jele A lesez egy olyan matrix, ami azt tudja, hogy

A- A1 =T (jobb inverz)
A1. A= (palinverz)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A transzpondlt a matrix sorainak és oszlopainak felcserélése. Jele AT vagy A*

pl.:
2 3 5 2 1 2
A=1|1 4 1 |=4T=|3 4 5
2 5 7 5 1 7

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a matrixokat, melyek transzponaltjuk dnmaga, szimmetrikus matrixnak nevezzik.

5 1 7 5 1 7
p:A=11 4 2|=AT=|1 4 2
7 2 6 7 2 6

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Vektort egy szammal Ugy szorzunk, hogy a vektor minden koordinatajat megszorozzuk a szammal.

1 3
P:3-1 3] =1 9
5 15

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Vektort egy szammal gy osztunk, hogy a vektor minden koordinatajat leosztjuk a szammal.
3
6 1

. 15 —

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két vektort Ugy adunk 6ssze, hogy minden egyes koordinatajukat kiilén-kiilén 6ssze adjuk.

2 4 6
PL.: 4 +12]=16
-1 7 6

Tulajdonségok:
kommutativ:a +b =b +a
asszociativ: (a +b) +c=a+ (b+¢)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két vektort Ugy vonunk ki egymasbol, hogy minden egyes koordinatajukat kiildn-kilén kivonjuk egymasbdl.

2 4 -2
PI.: 4 12| = 2
-1 7 —8

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A skalaris szorzat két vektor kdzti mlvelet, ami csinal bel8lik egy szamot.

3 4
P..a= [ 2 b=11
) 2

a’ - b=3-44+2-14+5-2=24
Tulajdonséagok:

T.a

S

kommutativ: QT . Q =

nem asszociativ: (a - ) T c#al- (QT . g)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Két vektor diadikus szorzata egy matrix. Lassuk milyen.

3 4
Pl..a = | 2 b=11
5 2
12 3 6
a-b"=18 2 4)
20 5 10

Tulajdonséagok:
nem kommutativ
nem asszociativ

Megnézem a kapcsolodoé epizédot

1
1

Ha egy matrixot beszorzunk az l = .| vektorral, akkor az szépen 6sszeadja a matrixunk soraiban 1év6
1

elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy matrixot beszorzunk ale = ( 1 1 ... 1 ) vektorral, akkor az szépen dsszeadja a matrixunk
oszlopaiban 1év6 elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy matrixot megszorzunk jobbrél egy €, egységvektorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik oszlopat.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ha egy matrixot megszorzunk balrél egy €, egységvekiorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik sorat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Linearisan fliggetlen és 6sszefliggé vektorok, vektorterek

AV nem res halmazt vektortérnek nevezzik a valés szamok felett, ha aV” halmazon értelmezve van egy
O0sszeadas nevd miivelet, agy, hogy minden V-beli v, és U, vektorhoz hozzérendellink egy ¥ + V4 vektort, ami
szintén eleme V-nek.

1. Az 8sszeadas kommutativ: barmely v, vy V-beli vektorra

Ut =0 +7

2. Az bsszeadas asszociativ: barmely V;, Vg, Vs V -beli vektorra

(v + ;) +v3 =20, + (v +v3)

3. Létezik nullelem: van onanQ V -beli vektor, hogy barmely v V -beli vektorra

v +0=0+v, =2,

4. Letezik ellentett: barmely U4 V beli vektorra létezik olyan —v4 V -beli vektor, hogy
v+ (—v) = —v;+ v, =0

Ertelmezve van egy skalarral valé szorzas nev( mivelet is Gigy, hogy mindenV -beli v, vektorhoz és barmely valos
szamhoz hozzarendeliink egy A- U vektort, ami szintén V -peli.

5. A skalarszoros asszociativ: barmely v, V-beli vektorra és A,  skalarra

(A-p) -0y =A- (1)

6. A skalarszoros disztributiv a vektorokra: barmely V4, U, V -beli vektorra és A skalarra
AU+ 22) = A v Ay

7. A skalarszoros disztributiv a skalarokra: barmelyv; V-beli vektorra és A, 4 skalarra
A+p)-v=Av+p-y

8. Egységszeres: barmely U V-beli vektorra és az 1 valos szamra

l-v, =v,

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Av,V9,V3,...,0, vekiorok linearisan fuggetlenek, ha
A .21_|_)\2 'Q2+>\3 '23+°'°+)\n'2n29
csak tgy teljestl, ha minden A; = 0

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Av,V9,V3,...,0, vekiorok linearisan 6sszefliggdk, ha
)\1 .21_|_)\2 °22+>\3 '23‘1‘""")\71'2”:9
tgy is teljestl, hogy van olyan A; # 0

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Egy V vektortérben avq,v9,03,...,0, vekiorok generator-rendszert alkotnak, ha minden W vektor a |4
vektortérben el6all w = Ay - v; + Ay Uy + A3 - U3 + -+ -+ A, - v, alakban.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

AvV{,v9,03,...,0, vekiorok fliggetlen rendszert alkotnak, ha
M+ Ae vyt A ug e Ay, =0
csak tgy teljestl, ha minden A; = 0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A bazis fliggetlen generatorrendszer.

A bazis minden vektort egyértelmien elsallit, mig /2% -ben azok a generator-rendszerek pedig, amelyek 72-nél tébb
vektorbdl dlinak, minden vektort végtelensokféleképpen.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy vektorrendszer rangja a benne I1évé fliggetlenvekiorok maximalis szama. R3-bana rang példaul maximum
harom lehet.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A V vektortérnek W altere, haW C V és W maga is vektortér a V-beli miiveletekre.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Egy vektor akkor allithaté egy vektorrendszerrel, ha el6all azonvekiorok linearis kombinaciojaként.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Linearis egyenletrendszerek, matrixok inverze

Egy egyenletrendszer egyUtthatomatrixa az x-ek egyutthatéibdl allé matrix.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A Gauss-eliminacié egy linearis egyenletrendszerek megoldasara hasznalt algoritmus.

Az elimin&cid l1ényege, hogy egyenletrendszerlinket visszavezetjik vagy valamely haromszdg- vagy atlosmatrix
alakra.

A Gauss-eliminacié megengedett 1épései:

e Két sort (egyenletet) felcserélhetiink
e Egy sort (egyenletet) nem nulla szdmmal szorozhatunk
® FEgyik sorhoz (egyenlethez) hozzdadhatjuk egy masik sor (egyenlet) nem nulla szamsorosat

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az elemi bazistranszformacié (Szuper-Gauss) a lineéris egyenletrendszerek megoldasanak egy algoritmikus maédija.
1. lépés: a general6 elem valasztasa

Csak x-es oszlopbdl és e-s sorbdl valaszthatunk general6 elemet, nullat nem valaszthatunk és lehetbleg 1-et vagy
minusz 1-et érdemes.

2. 1épés: a bazistranszformacio
A general6 elem sorat osztjuk a general6é elemmel, oszlopat elhagyjuk.

A tébbi elembdl kivonjuk a generalé elem neki megfelel sordban és oszlopaban Iévé szamok szorzatat, osztva a
generaléelemmel.

3. 1épés: megint general6 elem valasztas
Ujra és tjra végrehatjuk a bazistranszforméaciét, amig az 6sszes oszlop el nem téinik
4. |épés: az utolso transzformécid és a megoldas

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Az elemi bazistranszformacié (Szuper-Gauss) a linearis egyenletrendszerek megoldasanak egy algoritmikus maédija.
1. lépés: a general6 elem véalasztasa

Csak x-es oszlopbdl és e-s sorbdl valaszthatunk general6 elemet, nullat nem valaszthatunk és lehetbleg 1-et vagy
minusz 1-et érdemes.

2. lépés: a bazistranszformacio
A general6 elem sorat osztjuk a general6é elemmel, oszlopat elhagyjuk.

A tébbi elembdl kivonjuk a generalé elem neki megfelel sordban és oszlopaban Iévé szamok szorzatat, osztva a
generaléelemmel.

3. |épés: megint generald elem vélasztas
Ujra és tjra végrehatjuk a bazistranszforméaciét, amig az dsszes oszlop el nem tdinik
4. |épés: az utolso transzformécid és a megoldas

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy egyenletrendszernek tébb az ismeretlene, mint ahany egyenlete van, akkor az egyenletrendszernek nincs
egyértelml megoldasa.

Bazistranszformacioval, ha maradnak €-s sorok ahol mar nem tudunk generalo elemet valasztani, olyankor mindig
végtelen sok megoldas van, vagy nincs megoldas.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy egyenletrendszerben két olyan egyenlet szerepel, ahol az ismeretlenek egyiitthatéi megegyeznek, de mas az
eredményik, akkor az ellentmondé egyenletrendszer, aminek nincs megoldasa.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

A bazistranszformacié soran fent maradt x-ek Ugynevezett szabadvaltozok. A szabadsagfok a szabadvaltozék
szama, tehat ahany x; fént marad.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a Gauss-eliminacio segitségével gy allithatjuk els, hogy megoldjuk az Az = b
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot. Az eliminaciés lépéseket addig kell végezni, amig
az egységmatrixot nem kapjuk az A helyén, a b helyén keletkezett matrix pedig az A matrix inverze lesz.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a bazistranszformacio segitségével gy allithatjuk els, hogy megoldjuk azAx = b
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Négyzetes matrixok inverzét a Gauss-Jordan eliminacio segitségével gy allithatjuk el6, hogy megoldjuk azAx = b
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az inverz kiszamolasa rettent6 egyszer( dolog. Minddssze annyit kell tenniink, hogy felirjuk a matrixot a szokasos
tablazatba, és mellé irjuk az egységmatrixot. Ezek utédn j6n a bazistranszforméacié. Ha nem tudjuk mindegyik x-et
levinni, akkor nincs inverz. Ha mindet le tudjuk vinni, akkor van.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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