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Rémes előzmények

Egy mátrix LU felbontása azt jelenti, hogy a mátrixot felbontjuk egy alsó és egy felső háromszögmátrix szorzatára.
Módszere a Gauss eliminációra épül.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy nxn-es mátrixnak akkor létezik LU-felbontása, ha az első n-1 főminora nem nulla.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Hogyha egy olyan mátrix LU felbontására van szükségünk, amelynek valamelyik (nem utolsó) főminora 0, akkor
megtehetjük azt, hogy egy premutációs mátrix segítségével felcseréljük a sorait. Hiszen a sorcsere hatására a mátrix
determinánsa, az egyenletrendszer megoldása stb. nem változnak.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Azt a kört a koordinátarendszerben, aminek középpontja az origo és a sugara 1, egységkörnek nevezzük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az egységkörben az  tengely irányát kezdő iránynak nevezzük, az egységvektor végpontjába mutató irányt pedig
záró iránynak. A két irány által bezárt szög . Az egységvektor végpontjának  koordinátáját nevezzük az  szög
koszinuszának, és így jelöljük: .

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az egységkörben az  tengely irányát kezdő iránynak nevezzük, az egységvektor végpontjába mutató irányt pedig
záró iránynak. A két irány által bezárt szög . Az egységvektor végpontjának  koordinátáját nevezzük az  szög
szinuszának, és így jelöljük: .

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy  szög tangense az  szög szinuszának és koszinuszának hányadosával egyenlő:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A paraméteres görbe egyenlete a görbén mozgó pont pillanatnyi koordinátáit írja le.

A paraméteres görbe deriválásával kapjuk a  sebességvektort, ami minden időpillanatban megadja a görbén
mozgó  pont sebességének irányát és nagyságát:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A görbe ívhossza a  és  időpillanatokhoz tartozó pontok között:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  és  függvények periodikusak, ez azt jelenti, hogy bizonyos időközönként megismétlik önmagukat. Ezt
az időközt periódusnak nevezzük és az ő esetükben a periódus .

Ha van egy ilyen egyenlet, hogy

akkor ennek a periodikussága miatt végtelen sok megoldása van, ezért írjuk oda a megoldások mögé, hogy .

További nehézség, hogy két megoldás is van, az egyiket a számológépünk adja, a másikat pedig...

Szinusz esetén úgy, hogy a két megoldás összegének -nek kell lennie.

Koszinusz esetén pedig úgy, hogy a két megoldás mindig egymás minuszegyszerese.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Minden függvény egy  hozzárendelés, aminek az inverze, ha az egyáltalán létezik, az  fordított
hozzárendelés.

Inverze csak azoknak a függvényeknek van, amik két különböző -hez különböző -okat rendelnek, ezt úgy
mondjuk, hogy kölcsönesen egyértelműek, vagy kicsit rövidebben injektívek.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Függvények és inverz függvények

Belső függvénytranszformáció: , ez úgy működik, hogy az  tengely mentén tolja el a függvény grafikonját.

Külső függvénytranszformáció: , ez pedig az  tengelyen tolja el a függvényt.

Függvény szorzása számmal: , ilyenkor megnyújtjuk a függvényt az  tengely szerint.

Függvény változójának szorzása egy számmal: , ilyenkor az  tengely szerint nyújtjuk a függvényt.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  függvényt egy  intervallumon monoton növekedőnek mondunk, ha bármely  esetén, ha
, akkor 

Szigorúan monoton növekedő, ha bármely  esetén, ha , akkor 

Az  függvényt egy  intervallumon monoton csökkenőnek mondunk, ha bármely  esetén, ha
, akkor 

Szigorúan monoton csökkenő, ha bármely  esetén, ha , akkor 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Függvény szélsőértékén a maximumát illetve minimumát értjük.

Precízebben:

Az  függvénynek az  pontjában (globális) maximuma van, ha minden  esetén 
.

Az  függvénynek az  pontjában (globális) minimuma van, ha minden  esetén 
.

Az  függvénynek az  pontjában lokális maximuma van, ha létezik olyan nem nulla környezete, hogy
ott ő a maximum.

Az  függvénynek az  pontjában lokális minimuma van, ha létezik olyan nem nulla környezete, hogy ott
ő a minimum.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Konkávnak nevezzük a függvényt azon a szakaszon, ahol "szomorú hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a függvény bármely két pontját összekötve a függvény a két pontot összekötő egyenes felett halad.

Konvexnek nevezzük a függvényt azon a szakaszon, ahol "vidám hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a függvény bármely két pontját összekötve a függvény a két pontot összekötő egyenes alatt halad.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Minden olyan függvényt, ami az  tengelyre szimmetrikus, páros függvénynek hívunk. Ezek a függvények azt tudják,
hogy bármely -re amelyre értelmezve vannak:

Azokat a függvényeket, amelyek az origóra szimmetrikusak, páratlan függvénynek nevezzük. A páratlan függvények
úgy működnek, hogy bármely -re amelyre értelmezve vannak:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha az  különböző pozitív egész kitevős hatványait összeadjuk vagy kivonjuk, akkor polinomokat kapunk.

A polinomfüggvény általános alakja:

A legmagasabb fokú tag együtthatóját hívjuk főegyütthatónak.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Minden függvény egy  hozzárendelés, aminek az inverze, ha az egyáltalán létezik, az  fordított
hozzárendelés.

Inverze csak azoknak a függvényeknek van, amik két különböző -hez különböző -okat rendelnek, ezt úgy
mondjuk, hogy kölcsönesen egyértelműek, vagy kicsit rövidebben injektívek.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Komplex számok

Van itt két komplex szám: , 

A két komplex szám összege:

A két komplex szám különbsége:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt két komplex szám: , 

A két komplex szám szorzata:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A komplex számok egy valós és egy imaginárius (képzetes) számból épülnek föl. A valós számok a szokásos x
tengelyen helyezkednek el, míg az imaginárius számok egy erre merőleges y tengelyen, amit imaginárius tegelynek,
vagy képzetes tengelynek nevezünk. Az imaginárius tengely egysége az i, ami olyan, mint a valós tengelyen az 1,
csak éppen egy meglehetősen furcsa dolgot tud. Az imaginárius egység egy olyan komplex szám, aminek a négyzete

 és -vel jelöljük, azaz

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A komplex számokat azért hívjuk "komplex"nek, mert két részből tevődnek össze. Egy valós és egy imaginárius
(képzetes) számból épülnek föl. A valós számok a szokásos x tengelyen helyezkednek el, míg az imaginárius
számok egy erre merőleges y tengelyen, amit imaginárius tegelynek, vagy képzetes tengelynek nevezünk. A komplex
számok egy valós számból és egy imaginárius számból tevődnek össze:

Itt  és  valós számok, az  pedig az imaginárius egység, ami azt tudja, hogy .

Magukat a valós számokat és az imaginárius számokat is komplex számnak tekinthetjük. A valós számok olyan
komplex számok, amelyeknek az imaginárius része nulla, míg az imaginárius számok olyan komplex számok,
amelyeknek a valós része nulla. A komplex számok egy síkon, az úgynevezett komplex számsíkon helyezkednek el.
Kicsit olyanok, mint a koordinátageometriában a kétdimenziós sík vektorai, ahol az i és j bázisvektorkat szokás
használni, az x tengelynél az i és az y tengelynél a j vektorral. Ennek az analógiának köszönhetően vannak, akik az
imaginárius számokat nem is i-vel, hanem j-vel jelölik. Bár ez segíthet erősíteni az analógiát a sík vektoraival, de
mégis zavaró, mivel aki komolyabban is fogalakozik a komplex számokkal, a hivatalos jelöléssel fog találkozni, ahol
az imaginárius tengelyen i-k vannak.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A valós számokat úgy érdemes elképzelni, mint egy koordinátarendszer x tengelyét. És minden helyet ki is töltenek a
valós számok ezen a számegyenesen. A komplex számok egy valós és egy imaginárius (képzetes) részből épülnek
föl, és szemléltetésükhöz nem egy, hanem két koordinátatengelyre van szükség. Az x tengelyen vannak a valós
számok, az y tengelyen pedig az imaginárius, vagyis a képzetes számok. A valós számok tengelyén az egység a
szokásos 1, míg az imaginárius számok tengelyén az egység az i. A kétb tengely által kifeszített síkot nevezzük
komplex számsíknak, vagy másknt Gauss-féle számsíknak.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt ez a komplex szám:

Komplex számoknak van ilyenje, hogy imaginárius egység:

Komplex számok konjugáltja:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt ez a komplex szám: 

Ennek a komplex számnak az abszolútértéke:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  komplex szám trigonometrikus alakja:

, ahol

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt két komplex szám trigonometrikus alakban: , 

Komplex számok szorzása trigonometrikus alakban:

Komplex számok osztása trigonometrikus alakban:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Van itt ez a komplex szám trigonometrikus alakban: 

Ekkor ennek a komplex számnak az -edik hatványa:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt ez a komplex szám trigonometrikus alakban: 

Ekkor ennek a komplex számnak az -edik gyöke:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt két komplex szám exponenciális alakban: , 

Komplex számok szorzása exponenciális alakban:

Komplex számok osztása exponenciális alakban:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt ez a komplex szám exponenciális alakban: 

Ekkor ennek a komplex számnak az -edik hatványa:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt ez a komplex szám exponenciális alakban: 

Ekkor ennek a komplex számnak az -edik gyöke:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Sorozatok

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha IZÉ 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy sorozatot konvergensnek nevezünk, ha van egy olyan valós szám, ami a sorozat határértéke.

Ha ilyen szám nem létezik, akkor a sorozat divergens.

Egy sorozat lehet azért is divergens, mert végtelenbe tart, és lehet azért is, mert az égvilágon nem tart sehova. A
sehova nem tartó sorozatok mindig oszcillálló sorozatok.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  és  és van olyan , hogy minden  esetén  akkor .

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

É

É
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A végtelenbe tartó sorozatok nagyságrendi sorrendje azt mondja meg, hogy melyik sorozat milyen ütemben tart a
végtelenbe. Minél nagyobb nagyságrendű egy sorozat, annál gyorsabban tart a végtelenbe. A nagysagrendi rangsor:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

 MATEKING.HU - KALKULUS FÖLDTUDOMÁNY ÉS FIZIKA ALAPSZAK KÉPLETGYŰJTEMÉNY

 MATEKING.HU - KALKULUS FÖLDTUDOMÁNY ÉS FIZIKA ALAPSZAK KÉPLETGYŰJTEMÉNY
11. OLDAL

11. OLDAL

https://www.mateking.hu/analizis-1/sorozatok-hatarerteke
https://www.mateking.hu/kalkulus-fizika-alapszak/sorozatok/a-rendor-elv


Függvények határértéke és folytonossága

Az  függvény folytonos az -ban, ha értelmezve van az -ban, létezik és véges a határértéke az -ban, és ami
a lényeg:

Az  függvény folytonossá tehető az -ban, ha létezik véges határértéke az -ban.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megszüntethető szakadás:

Ha létezik véges határérték az -ban, de ez nem egyezik meg a függvényértékkel, akkor megszüntethető szakadása
van.

Nem megszüntehető szakadás, ugrás:

Ha a bal és jobb oldali határérték két különböző szám az -ban, akkor a szakadás nem megszüntethető és ugrásnak
hívjuk.

Nem megszüntethető, nem véges szakadás:

Ha a bal és jobb oldali határérték nem is véges az -ban, akkor pláne nem tehető folytonossá a függvény.

Nem megszüntethető oszcilláló szakadás:

Végül meglehetősen patologikus esetek is vannak, amikor még csak jobb vagy bal oldali határérték sem létezik.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A határérték precíz definíciója

Az  függvény határértéke az  helyen , ha minden -ra van olyan , hogy ha  de 
, akkor 

Az  függvény határértéke az  helyen , ha minden -ra van olyan , hogy ha 
de  akkor .

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  függvény határértéke az  helyen , ha minden -ra van olyan , hogy ha  de 
, akkor 

Az  függvény határértéke az  helyen , ha minden -ra van olyan , hogy ha 
de  akkor .

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Deriválás

A deriválás lényege, hogy függvények grafikonjának meredekségét vizsgálja, mégpedig úgy, hogy megnézi, milyen
meredek érintő húzható a függvény grafikonjához. Az érintő meredekségét pedig úgy kapjuk meg, hogy veszünk
rengeteg szelőt, amelyek egyre jobban "rásimulnak" az érintőre, és így a szelők meredekségének a határértéke lesz
az érintő meredeksége. A szelők meredekségét írja le a differenciahányados:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A deriválás úgy működik, hogy függvények grafikonjának meredekségét vizsgálja, mégpedig azzal, hogy megnézi,
milyen meredek érintő húzható a függvény grafikonjához. Ha az érintő "fölfele megy" akkor a függvény grafikonja is
"fölfele megy" vagyis a függvény növekszik. Hogyha pedig az érintő "lefele megy" akkor a függvény grafikonja is
"lefele megy" tehát a függvény csökken. Egy függvény érintő egyenesének meredeksége a differenciálhányados:

Ezt nevezzük a függvény  pontban vett deriváltjának. Hogyha a derivált ebben a pontban pozitív, az azt jelenti,
hogy pozitív meredekségű érintő húzható a függvényhez. Vagyis a függvény ebben a pontban növekszik. Ha pedig a
derivált ebben a pontban negatív, akkor negatív meredekségű érintő húzható a függvényhez, és így a függvény
csökken. A derivált tehát a függvény növekedési és csökkenési szakaszait képes nekünk megmutatni, és hatalmas
szerepe van a függvények viselkedésének vizsgálatánál.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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 és  deriválható függvények, és  valós szám esetén a deriválási szabályok:

A deriválási szabályok megmutatják, hogyan kell egy függvény konstans-szorosát deriválni, hogyan kell két függvény
összegét vagy épp különbségét deriválni, mi lesz két függvény szorzatának a deriváltja, mi lesz két függvény
hányadosának a deriváltja. Van két extra deriválási szabály is, amit érdemes tudni, az egyik amikor egy függvényt
osztunk egy számmal, a másik pedig amikor egy számot osztunk el egy függvénnyel. Mindkét esetben törtet
deriválunk, de nem kell a trötek deriválására használt eléggé komplikált képletet használni, hanem ezekre az esetekre
vannak egyszerűbb képletek. Végül pedig jön az összetett függvények deriválási szabályavagyis a lánc-szabály.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A lánc-szabály az összetett függvények deriválási szabálya. Ha  és  deriválható függvények, akkor az  és 
függvények összetételéből kapott függvény deriváltja:

Ezt a képletet nevezzük lánc-szabálynak, és érdemes alaposan begyakorlni, ugyanis ez szokta a legtöbb gondot
okozni a deriválással kapcsolatos feladatok megoldása közben.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  és  hiperbolikus függvények közt fennálló azonosságok:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  függvény inverze:

A  függvény inverze:

A  függvény inverze:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Differenciálhatóság vizsgálata és az érintő egyenlete

A deriválás lényege, hogy függvények grafikonjának meredekségét vizsgálja, mégpedig úgy, hogy megnézi, milyen
meredek érintő húzható a függvény grafikonjához. Az érintő meredekségét pedig úgy kapjuk meg, hogy veszünk
rengeteg szelőt, amelyek egyre jobban "rásimulnak" az érintőre, és így a szelők meredekségének a határértéke lesz
az érintő meredeksége. A szelők meredekségét írja le a differenciahányados:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A deriválás úgy működik, hogy függvények grafikonjának meredekségét vizsgálja, mégpedig azzal, hogy megnézi,
milyen meredek érintő húzható a függvény grafikonjához. Ha az érintő "fölfele megy" akkor a függvény grafikonja is
"fölfele megy" vagyis a függvény növekszik. Hogyha pedig az érintő "lefele megy" akkor a függvény grafikonja is
"lefele megy" tehát a függvény csökken. Egy függvény érintő egyenesének meredeksége a differenciálhányados:

Ezt nevezzük a függvény  pontban vett deriváltjának. Hogyha a derivált ebben a pontban pozitív, az azt jelenti,
hogy pozitív meredekségű érintő húzható a függvényhez. Vagyis a függvény ebben a pontban növekszik. Ha pedig a
derivált ebben a pontban negatív, akkor negatív meredekségű érintő húzható a függvényhez, és így a függvény
csökken. A derivált tehát a függvény növekedési és csökkenési szakaszait képes nekünk megmutatni, és hatalmas
szerepe van a függvények viselkedésének vizsgálatánál.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A derivált geometriai jelentése a függvény grafikonjához húzott érintő meredeksége.

Az érintő egyenlete:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Függvényvizsgálat

Ha a függvény deriváltja pozitív, akkor a függvény nő,

Ha a függvény deriváltja negatív, akkor a függvény csökken.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Konkávnak nevezzük a függvényt azon a szakaszon, ahol "szomorú hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a függvény bármely két pontját összekötve a függvény a két pontot összekötő egyenes felett halad.

Konvexnek nevezzük a függvényt azon a szakaszon, ahol "vidám hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a függvény bármely két pontját összekötve a függvény a két pontot összekötő egyenes alatt halad.

A függvény hangulatáról a második derivált szolgáltat információt.

Ha a második derivált negatív, akkor a függvény konkáv, ha pozitív, akkor konvex

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  függvény stacionárius pontja , ha  differenciálható az  környezetében és 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy kifejezés értelmezési tartományán azt a legbővebb halmazt értjük, ahol értelmezve van.

Függvény esetén azokat a szerencsés -eket, amelyekhez a függvény hozzárendel egy  számot, a függvény
értelmezési tartományának nevezzük.

A következőket érdemes megjegyezni:

pl.:  értelmezési tartománya , mert nincs gyök és nincs logaritmus, de tört van,

tehát a nevező nem lehet nulla ( )

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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L'Hospital-szabály, Taylor-sor, Taylor-polinom

Legyen  és  deriválható az  szám környezetében (kivéve esetleg -ban) és tegyük fel, hogy itt .

Ekkor, ha  vagy  és  létezik, ekkor a

L’Hôpital-szabály (vagy L'Hospital-szabály) szerint:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Legyen  -szor differenciálható egy  intervallumon, ami tartalmazza az  számot. Ekkor az  függvény 
pontban felírt -adfokú Taylor polinomja:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Legyen  akárhányszor differenciálható egy  intervallumon, ami tartalmazza az  számot. Ekkor az 
függvény  pontban felírt Taylor sora:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az , ,  és  függvények Taylor sorai:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  egymás után -szor folytonosan differenciálható az  zárt intervallumon, és -edszer
differenciálható az  nyílt intervallumon, akkor létezik olyan  amire

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Határozatlan integrálás

Az  függvény primitív függvényének jele  és azt tudja, hogy ha deriváljuk, akkor visszakapjuk -et,
azaz

Egy függvény primitív függvényeinek halmazát nevezzük a függvény határozatlan integráljának.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Megnézem a kapcsolódó epizódot

Integráláskor a konstans szorzó kivihető:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Összeget külön-külön is integrálhatunk:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha a szorzás elvégezhető, akkor végezzük el, és utána integráljunk.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A parciális integrálást szorzatok integrálására fejlesztették ki. Az elnevezés onnan ered, hogy a szorzatot részenként
fogjuk integrálni:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Ez a tétel az összetett függvények integrálásáról szól. Csak sajnos az a gond az összetett függvényekkel, hogy az
integrálásuk általában elég reménytelen vállalkozás.

Érdemes még néhány speciális esetet megjegyeznünk:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Próbálkozzunk a tört földarabolásával és utána integráljunk.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A helyettesítéses integrálás lényege, hogy egy kifejezést -val helyettesítünk annak reményében, hogy hátha így
képesek leszünk majd megoldani a feladatot.

Hasznos helyettesítések:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Bármilyen racionális törtfüggvényt nagyon egyszerűen tudunk integrálni. Mindössze annyit kell tennünk, hogy
fölbontjuk elemi törtekre és az elemi törteket az előbbi módszereinkkel integráljuk.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A helyettesítéses integrálás úgy működik, hogy egy kifejezést -val helyettesítünk annak reményében, hogy hátha
így képesek leszünk megoldani a feladatot.

A helyettesítéses integrálás egyik legfurcsább esete az . Olyankor használjuk, ha a törtben  és 
 is csak első fokon szerepel.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Határozott integrálás

Ha  integrálható az  intervallumon és létezik primitív függvénye ezen az intervallumon, akkor a Newton
Leibniz formula szerint a határozott integrálját a következőképp számolhatjuk ki:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha integráljuk a pozitív számegyenesen az

függvényt, akkor 0-tól 1-ig is improprius integrált kapunk és 1-től végtelenig is.

Ha 0-tól 1-ig integrálunk:

Ha 1 és végtelen között integrálunk:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A ciklois egyenlete:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Kétváltozós függvények

A kétváltozós függvények úgy működnek, hogy két valós számhoz rendelnek hozzá egy harmadik valós számot.
Másként fogalmazva számpárokhoz rendelnek hozzá egy harmadik számot.

Ezeket a számpárokat tekinthetjük úgy, mint a sík pontjainak koordinátáit.

A kétváltozós függvények ennek a síknak a pontjaihoz rendelnek hozzá egy harmadik koordinátát, egy magasságot.

Az értelmezési tartomány minden pontjához hozzárendelve ezt a harmadik, magasság koordinátát, kirajzolódik az x,
y sík felett a függvény, ami egy felület.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A Young-tétel szerint vegyes másodrendű deriváltak egyenlők (egészen pontosan akkor egyenlők, ha a függvény
kétszer totálisan deriválható):

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  függvény  szerinti parciális deriváltja:

Ez azt jelenti, hogy  szerint deriválunk,  most csak konstansnak számít, ha önállóan áll, akkor deriváltja nulla, ha
szorozva van valami -essel, akkor marad

Az  függvény  szerinti parciális deriváltja:

Ez azt jelenti, hogy  szerint deriválunk,  most csak konstansnak számít, ha önállóan áll, akkor deriváltja nulla, ha
szorozva van valami -ossel, akkor marad

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Első lépés:

Második lépés:

Az egyenletrendszer megoldásai a stacionárius pontok

Harmadik lépés:

Ha  pozitív, és , akkor lokális minimum van.

Ha  pozitív, és , akkor lokális maximum van.

Ha  negatív, akkor nyeregpont van.

Ha  nulla, akkor további vizsgálat szükséges, de ilyen nem nagyon szokott lenni.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  függvény értelmezési tartományának azon pontjait, ahol mindkét parciális derivált nulla, az 
függvény stacionárius pontjainak nevezzük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha az  többváltozós függvénynek az  pontban léteznek  első parciális deriváltjai és

akkor  az  többváltozós függvény stacionárius pontja.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A másodrendű deriváltakból képzett mátrix, amely segít eldönteni, hogy a függvénynek a stacionárius pontokban
minimuma, maximuma, vagy éppen nyeregpontja van-e.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  függvényhez a  pontban húzott érintősík egyenlete:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  függvény  és  szerinti deriváltjaiból álló vektort derivált-vektornak vagy másként gradiensnek hívjuk.

Íme a derivált-vektor:

A derivált-vektor segítségével tudjuk kiszámítani az iránymenti deriváltat.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az iránymenti derivált azt jelenti, hogy egy általunk megadott tetszőleges  irány mentén milyen meredeken
emelkedik a függvény felülete.

Az  függvény  iránymenti deriváltja az  pontban:

(Itt  egységvektor)

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy függvény akkor implicit, ha  nincs kifejezve, vagyis nem  alakú.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

ö
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Ha  egy egyváltozós implicit függvény, akkor deriváltja:

Ha  egy  változós implicit függvény, akkor az , mint implicit függvény deriváltja az 
 változó szerint:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Differenciálegyenletek

A differenciálegyenletek olyan egyenletek, amiben az ismeretlenek függvények. Az egyenletben ezeknek a
függvényeknek a különböző deriváltjai és hatványai szerepelnek.

Ha ez a bizonyos függvény egyváltozós, akkor a differenciálegyenletet közönséges differenciálegyenletnek nevezzük,
ha a függvény többváltozós, akkor parciális differenciálegyenletnek.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A rend azt mondja meg, hogy a függvény maximum hányadik deriváltja szerepel az egyenletben.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha az ismeretlen függvény és deriváltjai csak első fokon szerepelnek a differenciálegyenletben, akkor az egyenlet
lineáris.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A szeparábilis differenciálegyenlet így néz ki:

Megoldásának menete pedig a következő:

Az -t lecseréljük arra, hogy .

Aztán jön a szétválasztás: minden -os dolgot a -os oldalra viszünk és minden -eset a -es oldalra.

Ezt követően mindkét oldalt integráljuk és megkapjuk a megoldást.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy differenciálegyenlet homogén fokszámú, ha  helyettesítés után minden -es tag kitevője megegyezik.

A homogén fokszámú differenciálegyenletek megoldásának menete a következő:

Először elvégezzük az  (röviden ) helyettesítést, ekkor .

Így ez az egyenlet már szeparábilis, úgyhogy jöhet a szétválasztás.

Megoldjuk a szeparábilis egyenletet, ahol  helyett most -ra hajtunk. És amikor  már megvan, visszacsináljuk -ra.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A  differenciálegyenlet akkor egzakt, ha , röviden .

Az egzakt egyenletek megoldása , ahol  és 

A megoldást intgerálással kapjuk:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha a differenciálegyenlet nem egzakt, akkor megpróbálhatjuk egzakttá tenni egy integráló tényező segítségével.

Az integráló tényező megtalálásához elsőként kiszámoljuk ezeket:

 és 

Ha ezek közül az első csak y-t tartalmaz, vagy a második csak x-et tartalmaz, nos olyankor van remény az integráló
tényező megtalálására.

Az integráló tényező:

 vagy 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az elsőrendű lineáris differenciálegyenlet általános alakja úgy néz ki, hogy van benne egy , és van benne egy
elsőfokú .

Megoldásának menete pedig a következő:

Kiszámolunk egy  függvényt:

Beszorozzuk az egyenletet -el, hogy a bal oldal egy szorzat deriváltja legyen.

Végül mindkét oldalt integráljuk.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az elsőrendű lineáris állandó együtthatós differenciálegyenlet egy speciális esete a lineáris elsőrendű egyenleteknek.
Azért hívják állandó együtthatósnak, mert a  függvény ilyenkor valamilyen konstans, mondjuk .

Az általános megoldása úgy jön ki, hogy a homogén megoldáshoz hozzáadjuk a partikuláris megoldást.

A homogén egyenlet: 

A homogén megoldás: 

Az általános megoldás: homogén megoldás + partikuláris megoldás

A partikuláris megoldást próbafüggvény módszerrel keressük meg. Az, hogy mi is lesz a partikuláris megoldás, ez
mindig a jobb oldali függvénytől függ:

 másodfokú polinom: 

 harmadfokú polinom: 

 exponenciális kifejezés: 

 szinusz vagy koszinusz: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Rezonanciáról beszélünk, ha az elsőrendű lineáris állandó együtthatós differenciálegyenlet partikuláris megoldásában
szerepel  és a kitevője éppen megegyezik a homogén megoldás kitevőjével.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A másodrendű lineáris állandó együtthatós homogén differenciálegyenlet általános alakja:

A megoldás lépései:

Először megoldjuk a karakterisztikus egyenletet.

Ha a karakterisztikus egyenletnek két különböző valós megoldása van  és  akkor 

Ha a karakterisztikus egyenletnek egy valós megoldása van akkor 

Ha a karakterisztikus egyenletnek két különböző komplex megoldása van  és  akkor 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A másodrendű lineáris állandó együtthatós inhomogén differenciálegyenlet általános alakja:

A megoldás lépései:

Először megoldjuk a karakterisztikus egyenletet: .

Ha a karakterisztikus egyenletnek két különböző valós megoldása van  és  akkor 

Ha a karakterisztikus egyenletnek egy valós megoldása van akkor 

Ha a karakterisztikus egyenletnek két különböző komplex megoldása van  és  akkor 

Ezzel megkapjuk a homogén megoldást.

A partikuláris megoldást próbafüggvény módszerrel végezzük:

 polinom: 

 exponenciális kifejezés: 

 szinusz vagy koszinusz: 

Az általános megoldás a homogén megoldás és partikuláris megoldás összege.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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