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Algebra, nevezetes azonosságok

Ha több művelet szerepel egymás után, akkor ezeket a műveleti sorrend szerint kell elvégeznünk.

A műveleti sorrendben az első mindig a zárójel, vagyis a zárójelben szereplő műveleteket kell elsőként elvégezni.
A második a szorzás és az osztás. Ha több szorzás és osztás van, akkor balról jobbra kell őket elvégezni.
Végül az utolsó szint az összeadás és kivonás, és itt is ha több is van belőlük, akkor balról jobbra kell elvégezni.

A hatványozás még egy kicsit bezavarhat a dologba, így érdemes megnézni külön a hatványozásról és a
hatványazonosságokról szóló epizódokat is.

Most pedig nézzünk egy példát a műveleti sorrendre:

Pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az algebra az a része a matematikának, ami betűs kifejezésekkel foglalkozik. Az algebrai kifejezések olyan
matematikai kifejezések, amik betűket is tartalmaznak.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A kiemelés során egy többtagú kifejezést egy vagy többtagú kifejezések szorzatává alakítjuk át úgy, hogy minden
tagból kiemeljük a közös részeket.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A törtek egyszerűsítése azt jelenti, hogy a tört számlálóját és nevezőjét ugyanazzal a nem nulla számmal osztjuk. Ha
nincs olyan szám, amivel mind a számláló és a nevező is osztható lenne, akkor már nem egyszerűsíthető tovább a
tört.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Algebrai törteknek nevezzük azokat a törteket, melyek nevezőjében betűs kifejezés van.

Tehát ha csak a tört számlálójában van betűs kifejezés (pl. ), de a nevezőjében nem, akkor az még nem algebrai
tört.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matematika-alapok/algebra-nevezetes-azonossagok/muveletek-es-a-muveleti-sorrend
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/algebra-nevezetes-azonossagok/algebrai-kifejezesek
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/algebra-nevezetes-azonossagok/a-kiemeles
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/algebra-nevezetes-azonossagok/tortek-egyszerusitese-algebrai-tortek
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/algebra-nevezetes-azonossagok/tortek-egyszerusitese-algebrai-tortek
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/algebra-nevezetes-azonossagok/nevezetes-azonossagok


Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Binomiális tétel:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy kifejezés értelmezési tartományán azt a legbővebb halmazt értjük, ahol értelmezve van.

A következőket érdemes megjegyezni:

pl.

 értelmezési tartománya , mert tört van benne és a tört nevezője nem lehet nulla ( )

 értelmezési tartománya , mert páros gyök alatt van (második) és így a gyök alatti
kifejezés 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

ö őá áá
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https://www.mateking.hu/matematika-alapok/algebra-nevezetes-azonossagok/kobos-azonossagok
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/algebra-nevezetes-azonossagok/binomialis-tetel-es-binomialis-egyutthatok
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nevezetes-diszkret-es-folytonos-eloszlasok
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/algebra-nevezetes-azonossagok/binomialis-tetel-es-binomialis-egyutthatok
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/algebra-nevezetes-azonossagok/az-ertelmezesi-tartomany


Másodfokú egyenletek

A megoldás lényege, hogy gyűjtsük össze az -eket az egyik oldalon, a másik oldalon pedig a számokat, a végén
pedig leosztunk az  együtthatójával.

Ha törtet is látunk az egyenletben, akkor az az első lépés, hogy megszabadulunk attól, mégpedig úgy, hogy
beszorzunk a nevezővel.

Ha a tört nevezőjében  is szerepel, akkor azzal kezdjük az egyenlet megoldását, hogy kikötjük, a nevező nem nulla.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha a másodfokú egyenlet így néz ki:

Akkor a megoldóképlet:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A másodfokú egyenlet megoldóképletének gyök alatti részét nevezzük diszkriminánsnak.

Ez dönti el, hogy a másodfokú egyenletnek hány valós megoldása lesz.

Ha a diszkrimináns nulla, akkor csak egy.

Ha a diszkrimináns pozitív, akkor az egyenletnek két valós megoldása van.

Ha pedig negatív, akkor az egyenletnek nincs valós megoldása.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  alakú másodfokú egyenlet gyöktényezős alakja:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A Viète-formulák nem valami titkós gyógyszer hatóanyag, hanem a másodfokú egyenlet gyökei és együtthatói közötti
összefüggéseket írja le:

Olyankor, amikor a másodfokú tag együtthatója 1, a Viète-formulák is egyszerűbbek:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matematika-alapok/masodfoku-egyenletek/elsofoku-egyenletek-megoldasa
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/masodfoku-egyenletek/a-masodfoku-egyenlet-es-a-megoldokeplet
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/masodfoku-egyenletek/a-masodfoku-egyenlet-es-a-megoldokeplet
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/masodfoku-egyenletek/gyoktenyezos-felbontas-es-viete-formulak
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/masodfoku-egyenletek/gyoktenyezos-felbontas-es-viete-formulak


Elsőfokú és másodfokú egyenlőtlenségek

Egyenlőtlenséget ugyanúgy kell megoldani, mint egyenletet. Amire figyelnünk kell, hogy ha negatív számmal
szorzunk, az egyenlőtlenség iránya megfordul.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az egyik megoldás az, hogy szorzattá alakítjuk, aztán pedig számegyenesen ábrázoljuk a tényezők előjelét.

A második megoldás, hogy ábrázoljuk vázlatosan a másodfokú függvényt, amit az egyenlőtlenségből alkotunk, majd
leolvassuk a megoldást.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matematika-alapok/egyenlotlensegek/hogyan-oldjunk-meg-egyenlotlensegeket
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/egyenlotlensegek/masodfoku-egyenlotlensegek


Gyökös azonosságok és gyökös egyenletek

Egy  nem negatív szám négyzetgyöke az a nem negatív szám, aminek a négyzete .

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy  szám köbgyöke az a szám, aminek a köbe .

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A gyökvonás másképpp viselkedik páros, illetve páratlan gyökkitevő esetén, így kétféle definíciónk lesz.

Egy  nem negatív szám -adik gyöke az a nem negatív szám, amire:

Egy tetszőleges  szám -edik gyöke az a szám, amire:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

 MATEKING.HU - MATEMATIKA ALAPOK KÉPLETGYŰJTEMÉNY

 MATEKING.HU - MATEMATIKA ALAPOK KÉPLETGYŰJTEMÉNY
7. OLDAL

7. OLDAL

https://www.mateking.hu/matematika-alapok/gyokos-egyenletek/gyok-kobgyok-gyokos-azonossagok
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/gyokos-egyenletek/gyok-kobgyok-gyokos-azonossagok
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/gyokos-egyenletek/gyok-kobgyok-gyokos-azonossagok
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/gyokos-egyenletek/gyok-kobgyok-gyokos-azonossagok
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/gyokos-egyenletek/gyok-kobgyok-gyokos-azonossagok


A gyökös egyenletek megoldását mindig ezzel kell kezdeni:

Ezt követően az elsőszámú célunk, hogy megszabaduljunk a gyökjeltől, amit négyzetreemeléssel végezhetünk.
Ilyenkor az a lehető legjobb, ha a gyökös izé magányosan álldogál.

Ha megszabadultunk a gyökjeltől, minden úgy megy tovább, ahogy azt már megszokhattuk az egyenleteknél.

A végén viszont fontos, hogy ellenőriznünk kell, a megoldásunk megfelel-e a feladat elején felírt kritériumnak.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

ÉÉ

É
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https://www.mateking.hu/matematika-alapok/gyokos-azonossagok-es-gyokos-egyenletek/gyokos-egyenletek-megoldasa


Exponenciális egyenletek és egyenlőtlenségek

Hatványozás azonosságai:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Exponenciális függvénynek nevezzük az  alakú függvényeket, ahol  valós szám.

Az exponenciális függvények meglehetősen fontosak a matematikában, sőt nem csak a matematikában.

Ilyen függvények írják le a baktériumok szaporodását, a radioaktív elemek bomlását, a számítógépek
teljesítményének növekedését és még rengeteg más dolgot.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az exponenciális egyenletek megoldásának kulcsa, hogy a két oldalt azonos hatványalapra hozzuk, mert ekkor

Így hát az egyenlet két oldalát addig alakítgatjuk a hatványozás azonosságainak segítségével, amíg erre az alakra
nem jutunk.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Exponenciális egyenlőtlenséget ugyanúgy kell mint az egyenletet, amire figyelni kell csupán az az, hogy amikor
elhagyjuk a hatványalapot, nem mindegy, hogy az 1-nél nagyobb, vagy kisebb szám-e.

Ha az alap 1-nél nagyobb szám, akkor nem történik semmi, az alap elhagyása után az egyenlőtlenség iránya
megmarad.

Ha viszont az alap 1-nél kisebb szám, akkor az alap elhagyása után az egyenlőtlenség iránya megfordul.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matematika-alapok/exponencialis-egyenletek/hatvanyazonossagok-az-exponencialis-fuggveny
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/exponencialis-egyenletek/hatvanyazonossagok-az-exponencialis-fuggveny
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/exponencialis-egyenletek/exponencialis-egyenletek-megoldasa-szoveges-feladatok
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/exponencialis-egyenletek/exponencialis-egyenlotlensegek


Logaritmikus egyenletek és egyenlőtlenségek

 azt mondja meg, hogy -t hányadik hatványra kell emelni ahhoz, hogy -et kapjunk.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A logaritmikus egyenletek megoldásának lényege, hogy ilyen alakra jussunk:

Mert innen a logaritmus definíciója miatt az következik, hogy

Ahhoz, hogy a bonyolúltabb egyenleteket is ilyen alakra hozzuk, a logaritmus azonosságait használjuk.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matematika-alapok/logaritmikus-egyenletek/mi-az-a-logaritmus
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/logaritmikus-egyenletek/mi-az-a-logaritmus
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/logaritmikus-egyenletek/logaritmusos-egyenletek-megoldasa


Trigonometrikus egyenletek és egyenlőtlenségek

Azt a kört a koordinátarendszerben, aminek középpontja az origo és a sugara 1, egységkörnek nevezzük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az egységkörben az  tengely irányát kezdő iránynak nevezzük, az egységvektor végpontjába mutató irányt pedig
záró iránynak. A két irány által bezárt szög . Az egységvektor végpontjának  koordinátáját nevezzük az  szög
koszinuszának, és így jelöljük: .

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az egységkörben az  tengely irányát kezdő iránynak nevezzük, az egységvektor végpontjába mutató irányt pedig
záró iránynak. A két irány által bezárt szög . Az egységvektor végpontjának  koordinátáját nevezzük az  szög
szinuszának, és így jelöljük: .

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy  szög tangense az  szög szinuszának és koszinuszának hányadosával egyenlő:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matematika-alapok/trigonometrikus-egyenletek/az-egysegkor
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/trigonometrikus-egyenletek-es-egyenlotlensegek/szinuszos-es-koszinuszos-egyenletek-megoldasa-trigonometrikus-azonossagok
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/trigonometrikus-egyenletek-es-egyenlotlensegek/szinuszos-es-koszinuszos-egyenletek-megoldasa-trigonometrikus-azonossagok
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/trigonometrikus-egyenletek-es-egyenlotlensegek/szinuszos-es-koszinuszos-egyenletek-megoldasa-trigonometrikus-azonossagok
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/trigonometrikus-egyenletek-es-egyenlotlensegek/szinuszos-es-koszinuszos-egyenletek-megoldasa-trigonometrikus-azonossagok


A  és  függvények periodikusak, ez azt jelenti, hogy bizonyos időközönként megismétlik önmagukat. Ezt
az időközt periódusnak nevezzük és az ő esetükben a periódus .

Ha van egy ilyen egyenlet, hogy

akkor ennek a periodikussága miatt végtelen sok megoldása van, ezért írjuk oda a megoldások mögé, hogy .

További nehézség, hogy két megoldás is van, az egyiket a számológépünk adja, a másikat pedig...

Szinusz esetén úgy, hogy a két megoldás összegének -nek kell lennie.

Koszinusz esetén pedig úgy, hogy a két megoldás mindig egymás minuszegyszerese.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Trigonometrikus függvényeknek vagy szögfüggvényeknek nevezzük azokat a függvényeket, amelyek tartalmaznak
trigonometrikus kifejezéseket, mint például szinusz, koszinusz vagy tangens. Ezek eredetileg egy derékszögű
háromszög egy szöge és két oldala hányadosa közti összefüggéseket írja le.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matematika-alapok/trigonometrikus-egyenletek/trigonometrikus-egyenletek-megoldasa
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/trigonometrikus-egyenletek/trigonometrikus-fuggvenyek-abrazolasa


Halmazok

Vannak az  és  halmazok.

Az  és  halmazok uniója: Azon elemek halmaza, amelyek legalább az egyik halmazban benne vannak.

Jele: 

Az  és  halmazok metszete: Azon elemek halmaza, amelyek mindkét halmazban benne vannak.

Jele: 

Az  és  halmazok különbsége: Azon elemek halmaza, amelyek az  halmazba benne vannak, de a  halmazba
nem.

Jele: 

Az  halmaz komplementere a  alaphalmazon nézve: Az alaphalmaz azon elemeinek halmza, amelyek nincsenek
benne az -ban.

Jele: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A logikai szita formula két halmazra:

A logikai szita formula három halmazra:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az első De Morgan azonosság azt mondja, hogy a metszet komplementere pont megegyezik a komplementrek
uniójával:

A második De Morgan azonosság pedig azt mondja, hogy az unió komplementere éppen megegyezik a
komplementerek metszetével:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  és  halmazok Descartes-szorzata úgy működik, hogy elkészítjük az összes lehetséges rendezett párt, aminek
az első elemét -ból, a második elemét pedig -ből vesszük, és ezeket a rendezett párokat betesszük egy
halmazba, amit az  és  halmazok Descartes-szorzatának hívunk.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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https://www.mateking.hu/matematika-alapok/halmazok/intervallumok
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/halmazok/a-logikai-szita-formula
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/halmazok/ujabb-izgalmas-feladatok-halmazokkal
https://www.mateking.hu/matematika-alapok/halmazok/feladat-halmazok-4


Az  halmazt függvénynek nevezzük, ha minden eleme rendezett pár, és ha  és  akkor
szükségképpen 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Kijelentések, kvantorok, logikai állítások

Az univerzális kvantor egy jelölése a "minden" kifejezésnek.

Jele: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az egzisztenciális kvantor egy jelölése a "létezik" vagy "van olyan" kifejezésnek.

Jele: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az állítás negációja (vagy tagadása) egy egyváltozós művelet. Egy  kijelentés negációja az a kijelentés, amely
akkor igaz, ha  hamis és akkor hamis, ha  igaz.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az állítás (vagy kijelentés) olyan kijelentő mondat, amelyről egyértelműen eldönthetjük, hogy az igaz vagy hamis.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A konjunkció két állítás közti logikai művelet. Két kijelentés konjunkciója pontosan akkor igaz, ha mindkét kijelentés
igaz, különben hamis.

Jele: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A diszjunkció két állítás közti logikai művelet. Két kijelentés diszjunkciója pontosan akkor igaz, ha legalább az egyik
kijelentés igaz, különben hamis.

Jele: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A "ha , akkor " kapcsolatnak megfelelő logikai műveletet nevezzük implikációnak. Az implikáció akkor hamis, ha 
 igaz és  hamis, minden más esetben igaz.

Jele: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az ekvivalencia egy olyan logikai művelet, amikor  és . Az ekvivalencia akkor igaz, ha  és 
logikai értéke azonos, különben hamis.

Jele: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Megnézem a kapcsolódó epizódot

A diszjunktív normálforma, röviden DNF egy olyan alakja egy logikai formuláknak, ahol a művelet a változóinak vagy
negáltjainak konjunkcióinak diszjunkciója.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Teljes indukció

A teljes indukció olyan állítások bizonyítására alkalmas, melyek  pozitív egész számtól függenek.

A teljes indukciós bizonyítás lépései:

1. lépés: Igazoljuk, hogy az állítás  esetén vagy az első néhány -re igaz.

2. lépés: Igazoljuk, hogy ha az állítás -re igaz, akkor  esetén is igaz.

Ezzel az állítást minden  pozitív egész számra belátjuk.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Komplex számok

Van itt két komplex szám: , 

A két komplex szám összege:

A két komplex szám különbsége:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt két komplex szám: , 

A két komplex szám szorzata:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A komplex számok egy valós és egy imaginárius (képzetes) számból épülnek föl. A valós számok a szokásos x
tengelyen helyezkednek el, míg az imaginárius számok egy erre merőleges y tengelyen, amit imaginárius tegelynek,
vagy képzetes tengelynek nevezünk. Az imaginárius tengely egysége az i, ami olyan, mint a valós tengelyen az 1,
csak éppen egy meglehetősen furcsa dolgot tud. Az imaginárius egység egy olyan komplex szám, aminek a négyzete

 és -vel jelöljük, azaz

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A komplex számokat azért hívjuk "komplex"nek, mert két részből tevődnek össze. Egy valós és egy imaginárius
(képzetes) számból épülnek föl. A valós számok a szokásos x tengelyen helyezkednek el, míg az imaginárius
számok egy erre merőleges y tengelyen, amit imaginárius tegelynek, vagy képzetes tengelynek nevezünk. A komplex
számok egy valós számból és egy imaginárius számból tevődnek össze:

Itt  és  valós számok, az  pedig az imaginárius egység, ami azt tudja, hogy .

Magukat a valós számokat és az imaginárius számokat is komplex számnak tekinthetjük. A valós számok olyan
komplex számok, amelyeknek az imaginárius része nulla, míg az imaginárius számok olyan komplex számok,
amelyeknek a valós része nulla. A komplex számok egy síkon, az úgynevezett komplex számsíkon helyezkednek el.
Kicsit olyanok, mint a koordinátageometriában a kétdimenziós sík vektorai, ahol az i és j bázisvektorkat szokás
használni, az x tengelynél az i és az y tengelynél a j vektorral. Ennek az analógiának köszönhetően vannak, akik az
imaginárius számokat nem is i-vel, hanem j-vel jelölik. Bár ez segíthet erősíteni az analógiát a sík vektoraival, de
mégis zavaró, mivel aki komolyabban is fogalakozik a komplex számokkal, a hivatalos jelöléssel fog találkozni, ahol
az imaginárius tengelyen i-k vannak.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A valós számokat úgy érdemes elképzelni, mint egy koordinátarendszer x tengelyét. És minden helyet ki is töltenek a
valós számok ezen a számegyenesen. A komplex számok egy valós és egy imaginárius (képzetes) részből épülnek
föl, és szemléltetésükhöz nem egy, hanem két koordinátatengelyre van szükség. Az x tengelyen vannak a valós
számok, az y tengelyen pedig az imaginárius, vagyis a képzetes számok. A valós számok tengelyén az egység a
szokásos 1, míg az imaginárius számok tengelyén az egység az i. A kétb tengely által kifeszített síkot nevezzük
komplex számsíknak, vagy másknt Gauss-féle számsíknak.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt ez a komplex szám:

Komplex számoknak van ilyenje, hogy imaginárius egység:

Komplex számok konjugáltja:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt ez a komplex szám: 

Ennek a komplex számnak az abszolútértéke:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  komplex szám trigonometrikus alakja:

, ahol

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt két komplex szám trigonometrikus alakban: , 

Komplex számok szorzása trigonometrikus alakban:

Komplex számok osztása trigonometrikus alakban:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Van itt ez a komplex szám trigonometrikus alakban: 

Ekkor ennek a komplex számnak az -edik hatványa:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt ez a komplex szám trigonometrikus alakban: 

Ekkor ennek a komplex számnak az -edik gyöke:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt két komplex szám exponenciális alakban: , 

Komplex számok szorzása exponenciális alakban:

Komplex számok osztása exponenciális alakban:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt ez a komplex szám exponenciális alakban: 

Ekkor ennek a komplex számnak az -edik hatványa:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt ez a komplex szám exponenciális alakban: 

Ekkor ennek a komplex számnak az -edik gyöke:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Mátrixok és vektorok

Egy nXk-as mátrix tulajdonképpen nem más, mint egy táblázat, aminek n darab sora és k darab oszlopa van.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy mátrixot egy számmal szorzunk, akkor a mátrix összes elemét meg kell szorozni a számmal.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy mátrixot osztunk egy számmal, akkor a mátrix minden elemét osztani kell a számmal.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két mátrix összeadásakor összeadjuk az ugyanazon pozícióban lévő elemeket. Két mátrixot csak akkor lehet
összeadni, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

pl.: 

A mátrixok összeadása kommutatív, azaz

És asszociatív, azaz

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két mátrix kivonásakor kivonjuk az ugyanazon pozícióban lévő elemeket. Két mátrixot csak akkor lehet kivonni
egymásból, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Két mátrix szorzata akkor létezik, ha a bal oldali mátrix oszlopainak száma megegyezik a jobb oldali mátrix sorainak
számával.

Ha az A mátrix m x n-es a B mátrix pedig n x k-s, akkor az eredménymátrix m x k-s lesz.

Az eredménymátrix i-edik sorának j-edik elemét úgy kapjuk, hogy a bal oldali mátrix i-edik sorát skalárisan szorozzuk
a jobb oldali mátrix j-edik oszlopával. (Tehát az első elemet az elsővel, a másodikat a másodikkal stb. szorozzuk,
majd összeadjuk)

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két mátrixot csak akkor adhatunk össze, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

A mátrix összeadás kommutatív:

És asszociatív:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A mátrixszorzás nem kommutatív, azaz:

De asszociatív, azaz:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A kvadratikus mátrix négyzetes mátrix vagyis ugyanannyi sora van, mint oszlopa.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A diagonális mátrix olyan kvadratikus mátrix, aminek a főátlóján kívüli elemek nullák.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az egységmátrix olyan mátrix, ami azt tudja, hogy bármely  mátrixra .

Az egységmátrixok olyan diagonális mátrixok, aminek minden főátló-eleme egy.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az inverz mátrix jele  és ez egy olyan mátrix, ami azt tudja, hogy

 (jobb inverz)

 (bal inverz)

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A transzponált a mátrix sorainak és oszlopainak felcserélése. Jele  vagy 

pl.:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Azokat a mátrixokat, melyek transzponáltjuk önmaga, szimmetrikus mátrixnak nevezzük.

pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Vektort egy számmal úgy szorzunk, hogy a vektor minden koordinátáját megszorozzuk a számmal.

Pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Vektort egy számmal úgy osztunk, hogy a vektor minden koordinátáját leosztjuk a számmal.

Pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két vektort úgy adunk össze, hogy minden egyes koordinátájukat külön-külön össze adjuk.

Pl.: 

Tulajdonságok:

kommutatív: 

asszociatív: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két vektort úgy vonunk ki egymásból, hogy minden egyes koordinátájukat külön-külön kivonjuk egymásból.

Pl.: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A skaláris szorzat két vektor közti művelet, ami csinál belőlük egy számot.

Pl.: 

Tulajdonságok:

kommutatív: 

nem asszociatív: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Két vektor diadikus szorzata egy mátrix. Lássuk milyen.

Pl.: 

Tulajdonságok:

nem kommutatív

nem asszociatív

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Lineáris függetlenség, bázis, rang

A  nem üres halmazt vektortérnek nevezzük a valós számok felett, ha a  halmazon értelmezve van egy
összeadás nevű művelet, úgy, hogy minden -beli  és  vektorhoz hozzárendelünk egy  vektort, ami
szintén eleme -nek.

1. Az összeadás kommutatív: bármely  -beli vektorra

2. Az összeadás asszociatív: bármely  -beli vektorra

3. Létezik nullelem: van olyan  -beli vektor, hogy bármely  -beli vektorra

4. Létezik ellentett: bármely   beli vektorra létezik olyan  -beli vektor, hogy

Értelmezve van egy skalárral való szorzás nevű művelet is úgy, hogy minden -beli  vektorhoz és bármely valós
számhoz hozzárendelünk egy  vektort, ami szintén -beli.

5. A skalárszoros asszociatív: bármely  -beli vektorra és  skalárra

6. A skalárszoros disztributív a vektorokra: bármely  -beli vektorra és  skalárra

7. A skalárszoros disztributív a skalárokra: bármely  -beli vektorra és  skalárra

8. Egységszeres: bármely  -beli vektorra és az 1 valós számra

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  vektorok lineárisan függetlenek, ha

csak úgy teljesül, ha minden 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A  vektorok lineárisan összefüggők, ha

úgy is teljesül, hogy van olyan 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy  vektortérben a  vektorok generátor-rendszert alkotnak, ha minden  vektor a 
vektortérben előáll  alakban.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  vektorok független rendszert alkotnak, ha

csak úgy teljesül, ha minden 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A bázis független generátorrendszer.

A bázis minden vektort egyértelműen előállít, míg -ben azok a generátor-rendszerek pedig, amelyek -nél több
vektorból állnak, minden vektort végtelensokféleképpen.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy vektorrendszer rangja a benne lévő független vektorok maximális száma. -ban a rang például maximum
három lehet.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  vektortérnek  altere, ha  és  maga is vektortér a -beli műveletekre.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy vektor akkor állítható egy vektorrendszerrel, ha előáll azon vektorok lineáris kombinációjaként.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Lineáris egyenletrendszerek, mátrix inverze

Egy egyenletrendszer együtthatómátrixa az x-ek együtthatóiból álló mátrix.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A Gauss-elimináció egy lineáris egyenletrendszerek megoldására használt algoritmus.

Az elimináció lényege, hogy egyenletrendszerünket visszavezetjük vagy valamely háromszög- vagy átlós mátrix
alakra.

A Gauss-elimináció megengedett lépései:

Két sort (egyenletet) felcserélhetünk
Egy sort (egyenletet) nem nulla számmal szorozhatunk
Egyik sorhoz (egyenlethez) hozzáadhatjuk egy másik sor (egyenlet) nem nulla számsorosát

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az elemi bázistranszformáció (Szuper-Gauss) a lineáris egyenletrendszerek megoldásának egy algoritmikus módja.

1. lépés: a generáló elem választása

Csak x-es oszlopból és e-s sorból választhatunk generáló elemet, nullát nem választhatunk és lehetőleg 1-et vagy
mínusz 1-et érdemes.

2. lépés: a bázistranszformáció

A generáló elem sorát osztjuk a generáló elemmel, oszlopát elhagyjuk.

A többi elemből kivonjuk a generáló elem neki megfelelő sorában és oszlopában lévő számok szorzatát, osztva a
generálóelemmel.

3. lépés: megint generáló elem választás

Újra és újra végrehatjuk a bázistranszformációt, amíg az összes oszlop el nem tűnik

4. lépés: az utolsó transzformáció és a megoldás

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az elemi bázistranszformáció (Szuper-Gauss) a lineáris egyenletrendszerek megoldásának egy algoritmikus módja.

1. lépés: a generáló elem választása

Csak x-es oszlopból és e-s sorból választhatunk generáló elemet, nullát nem választhatunk és lehetőleg 1-et vagy
mínusz 1-et érdemes.

2. lépés: a bázistranszformáció

A generáló elem sorát osztjuk a generáló elemmel, oszlopát elhagyjuk.

A többi elemből kivonjuk a generáló elem neki megfelelő sorában és oszlopában lévő számok szorzatát, osztva a
generálóelemmel.

3. lépés: megint generáló elem választás

Újra és újra végrehatjuk a bázistranszformációt, amíg az összes oszlop el nem tűnik

4. lépés: az utolsó transzformáció és a megoldás

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy egyenletrendszernek több az ismeretlene, mint ahány egyenlete van, akkor az egyenletrendszernek nincs
egyértelmű megoldása.

Bázistranszformációval, ha maradnak -s sorok ahol már nem tudunk generáló elemet választani, olyankor mindig
végtelen sok megoldás van, vagy nincs megoldás.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy egyenletrendszerben két olyan egyenlet szerepel, ahol az ismeretlenek együtthatói megegyeznek, de más az
eredményük, akkor az ellentmondó egyenletrendszer, aminek nincs megoldása.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A bázistranszformáció során fent maradt x-ek úgynevezett szabadváltozók. A szabadságfok a szabadváltozók
száma, tehát ahány  fönt marad.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Négyzetes mátrixok inverzét a Gauss-elimináció segítségével úgy állíthatjuk elő, hogy megoldjuk az 
egyenletrendszert úgy, hogy a  helyére beírjuk az egységmátrixot. Az eliminációs lépéseket addig kell végezni, amíg
az egységmátrixot nem kapjuk az  helyén, a  helyén keletkezett mátrix pedig az  mátrix inverze lesz.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Négyzetes mátrixok inverzét a bázistranszformáció segítségével úgy állíthatjuk elő, hogy megoldjuk az 
egyenletrendszert úgy, hogy a  helyére beírjuk az egységmátrixot.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Négyzetes mátrixok inverzét a Gauss-Jordan elimináció segítségével úgy állíthatjuk elő, hogy megoldjuk az 
egyenletrendszert úgy, hogy a  helyére beírjuk az egységmátrixot.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az inverz kiszámolása rettentő egyszerű dolog. Mindössze annyit kell tennünk, hogy felírjuk a mátrixot a szokásos
táblázatba, és mellé írjuk az egységmátrixot. Ezek után jön a bázistranszformáció. Ha nem tudjuk mindegyik x-et
levinni, akkor nincs inverz. Ha mindet le tudjuk vinni, akkor van.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Determináns, adjungált, kvadratikus alakok

Ha az  egy -es mátrix, akkor determinánsa

ahol  az oszlopindexek permutációi,  pedig ezen permutációk inverziószáma.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy 2x2-es mátrix determinánsa:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A 3x3-as mátrixok determinánsának kiszámolására van egy szabály, ami szarrusz szabály néven ismert. A szabály
lényege, hogy fogjuk a mátrixot és leírjuk saját maga mögé még egyszer, majd vesszük a főátlókat és a mellékátlókat,
így

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha az  egy nxn-es mátrix, akkor determinánsa

Itt  az  elemhez tartozó aldetermináns.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az  mátrix determinánsa nulla, ha

van csupa nulla sora
van két azonos sora
egyik sora a másik sor számszorosa
egyik sora más sorok lineáris kombinációja
mindez sor helyett oszlopra is elmondható

Determinánsok szorzási tétele:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Azokat a mátrixokat nevezzük szingulárisnak, amelyek determinánsa nulla.

Az  mátrix szinguláris:

Nem létezik  inverz mátrix
RANG<n
Az  mátrix oszlopvektoraiból álló vektorrendszer lineárisan összefüggő
Az  egyenletrendszernek vagy végtelen sok megoldása van vagy nincs megoldása
Az  homogén lineáris egyenletrendszernek végtelen sok megoldása van

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Azokat a mátrixokat nevezzük regulárisnak, amelyek determinánsa nem nulla.

Az  mátrix reguláris:

Létezik  inverz mátrix
RANG=n
Az  mátrix oszlopvektoraiból álló vektorrendszer lineárisan független
Az  egyenletrendszernek csak egy megoldása van
Az  homogén lineáris egyenletrendszernek csak egy megoldása van (a triviális megoldás)

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A Cramer szabály szerint az  egyenletrendszer megoldásai a következőképp állnak elő:

ahol  annak a mátrixnak a determinánsát jelenti, hogy az  mátrix k-adik oszlopát kicseréljük a  vektorral.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Itt egy 3x3-as mátrix.

Adjungáltja pedig ez lesz.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Itt egy 2x2-es mátrix.

Adjungáltja pedig ez lesz.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az adjungált egyik legnagyobb haszna, hogy segítségével meg tudunk alkotni egy képletet a négyzetes mátrixok
inverzére.

Itt is van:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az egyenletrendszerek megoldására is megalkothatunk egy új képletet az adjungált segítségével.

Legalábbis abban az esetben, hogyha az  nxn-es invertálható mátrix.

Az egyenletrendszer megoldását úgy kapjuk meg, hogy beszorzunk az  mátrix inverzével...

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az  elemek által generált Vandermonde-determináns első sorában  hatványai szerepelnek, aztán
a második sorában  hatványai jönnek, és így tovább.

A Vandermonde-determinánst ezzel az egyszerű képlettel ki tudjuk számolni:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy mátrix sarok főminor mátrixai a mátrix bal felső sarkától kezdődő sarok mátrixok determinánsai.

Pl.: 

első sarokfőminora a 2-es

második sarokfőminora a bal felső 2x2-es determináns

és így tovább

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy mátrix főminor mátrixai a mátrix bal felső sarkától kezdődő sarok mátrixok determinánsai.

Pl.: 

első főminora a 2-es

második főminora a bal felső 2x2-es determináns

és így tovább

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az  nxn-es mátrix pozitív definit, ha minden  sajátérték: .

Vagy ha minden sarokfőminor pozitív.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  nxn-es mátrix negatív definit, ha minden  sajátérték: .

Vagy ha a sarokfőminorok váltakozva  de mínusszal indul.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  nxn-es mátrix pozitív szemidefinit, ha minden  sajátérték: .

2x2-es mátrixoknál, ha az első sarokfőminor pozitív, a második nulla.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  nxn-es mátrix negatív szemidefinit, ha minden  sajátérték: .

2x2-es mátrixoknál, ha az első sarokfőminor negatív, a második nulla.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  nxn-es mátrix indefinit, ha van  és  sajátérték, hogy  és .

Ha  és nem pozitív vagy negatív definit, akkor indefinit.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  nxn-es szimmetrikus mátrix és  egy vektor -ben, akkor a

kifejezést kvadratikus alaknak nevezzük.

Azért hívjuk kvadratikusnak vagyis négyzetesnek, mert ez mindig egy homogén másodfokú kifejezés.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A  kvadratikus alak

pozitív definit, ha minden  vektorra 

negatív definit, ha minden  vektorra 

pozitív szemidefinit, ha minden  vektorra 

negatív szemidefinit, ha minden  vektorra 

indefinit, ha van olyan  és , hogy  és 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Sajátérték, sajátvektor, diagonalizálás

Az  nxn-es mátrix sajátértéke egy olyan  valós szám, amelyhez van valami  nem nullvektor, hogy 

A sajátérték lényege, hogy vannak olyan mátrixok, és olyan vektorok, hogyha a mátrixot megszorozzuk a vektorral,
akkor az eredeti vektornak egy számszorosát kapjuk. Az egységmátrixpéldául ilyen: ha az egységmátrixszal
megszorzunk egy tetszőleges vektort, akkor ugyanazt a vektort kapjuk. Ilyenkor minden vektor sajátvektor és a
sajátérték 1, mert minden vektorból az 1-szerese lesz.

A sajátvektorok és sajátértékek egyik legfontosabb alkalmazása a geometriai transzformációk, amelyek szintén
mátrixokkal írhatók le. A síkbeli tükrözés az x tengelyre például egy geometriai transzformáció, aminek a mátrixa két
sajátértékkel rendelkezik. Az x tengelyen lévő vektorokkal a tükrözés hatására nem történik semmi. Ezek tehát saját
maguk 1-szeresei lesznek. Az y tengelyen lévő vektorok viszont az x tengelyre történő tükrözéskor "megfordulnak"
vagyis beszorzódnak -1-gyel. A tükrözés mátrixának tehát ezek lesznek a sajátértékei. Az 1 és a -1. Mindez sokkal
érthetőbb lesz, ha megnézed a kapcsolódó epizódot.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  nxn-es mátrix sajátvektora egy olyan  nem nullvektor, amelyhez van valami  valós szám, hogy 

A sajátvektor lényege, hogy vannak olyan mátrixok, és olyan vektorok, hogyha a mátrixot megszorozzuk a vektorral,
akkor az eredeti vektornak egy számszorosát kapjuk. A sajátvektorok és sajátértékek egyik legfontosabb alkalmazása
a geometriai transzformációk, amelyek szintén mátrixokkal írhatók le.

Vegyük például a síkbeli tükrözést az x tengelyre. Ez egy geometriai transzformáció. Az x tengelyen lévő vektorokkal
a tükrözés hatására nem történik semmi. Ezek tehát saját maguk 1-szeresei lesznek. Vagyis ezek a vektorok egytől
egyig sajátvektorok, mert teljesítik azt amit egy sajátvektornak tudnia kell: ha megszorozzuk a mátrixokt a vektorral,
akkor az eredeti vektor számszorosát kapjuk. Itt most éppen az eredeti vektor 1-szeresét kapjuk. Az y tengelyen lévő
vektorok szintén sajátvektorok, mert az x tengelyre történő tükrözéskor "megfordulnak" vagyis beszorzódnak -1-gyel.
Vagyis ezek a vektorok saját maguk -1-szeresei lesznek. A tükrözés mátrixának tehát ezek lesznek a sajátvektorai:
az x tengely és az y tengely vektorai. Az x tengelyen lévő sajátvektorokhoz tartozó sajátérték az 1, míg az y tengelyen
lévő sajátvektorokhoz tartozó sajátérték a -1. Mindez sokkal érthetőbb lesz, ha megnézed a kapcsolódó epizódot.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A karakterisztikus egyenlet a sajátértékek kiszámolásához szükséges egyenlet:

A karakterisztikus egyenlet segít nekünk kiszámolni egy mátrix sajátértékeit. A sajátértékeket úgy kapjuk, hogy a
karakterisztikus polinomot egyenlővé tesszük nullával. Így egy egyenletet kapunk, és ennek az egyenletnek a
megoldásai a sajátértékek. Az egyenletet karakterisztikus egyenletnek is szokás nevezni, és egyetlen bökkenő vele,
hogy egy nxn-es mátrix karakterisztikus egyenlete n-edfokú. Vagyis 2-nél és 3-nál még valahogyan meg tudjuk oldani
az egyenletet, de mondjuk egy 5x5-ös mátrixnál már ötödfokú egyenletet kapunk, amivel adódhatnak gondok.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A karakterisztikus polinom:

A karakterisztikus polinom segít nekünk kiszámolni egy mátrix sajátértékeit. A sajátértékeket úgy kapjuk, hogy a
karakterisztikus polinomot egyenlővé tesszük nullával. Így egy egyenletet kapunk, és ennek az egyenletnek a
megoldásai a sajátértékek. Vagyis a sajátértékek mindig a karakterisztikus polinom gyökei. Előfordul, hogy egy
sajátérték többszörös gyök, és az is megeshet, hogy komplex gyökei vannak a karakterisztikus polinomnak.

Azt az egyenletet, amikor a karakterisztikus polinomot egyenlővé tesszük nullával karakterisztikus egyenletnek is
szokás nevezni, és egyetlen bökkenő vele, hogy egy nxn-es mátrix karakterisztikus egyenlete n-edfokú. Vagyis 2-nél
és 3-nál még valahogyan meg tudjuk oldani az egyenletet, de mondjuk egy 5x5-ös mátrixnál már ötödfokú egyenletet
kapunk, amivel adódhatnak gondok.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy nxn-es mátrixnak van n darab független sajátvektora, akkor létezik a mátrixnak egy úgynevezett diagonális
alakja.

A diagonális alak így néz ki:

a főatlóban vannak a sajátértékek és az összes többi elem nulla.

A diagonális alakot a következő módon állítjuk elő:

itt 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Ha egy nxn-es mátrixnak van n darab független sajátvektora, akkor létezik a mátrixnak egy úgynevezett diagonális
alakja.

A diagonális alak így néz ki:

a főatlóban vannak a sajátértékek és az összes többi elem nulla.

A diagonális alakot a következő módon állítjuk elő:

itt 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy nxn-es mátrixnak van n darab független sajátvektora, akkor létezik a mátrixnak egy úgynevezett diagonális
alakja.

A diagonális alak így néz ki:

a főatlóban vannak a sajátértékek és az összes többi elem nulla.

A diagonális alakot a következő módon állítjuk elő:

itt 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Ha az  mátrix egy  x -es diagonalizálható mátrix, akkor a sajátfelbontása:

Itt  vagyis egyszerűen úgy keletkezi, hogy a sajátvektorokat fogjuk, és leírjuk egymás
mellé és

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A spektrálfelbontás segítségével könnyebben hatványozhatunk:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Ortogonális mátrixok, Fourier-együtthatók, Gram-Schmidt
ortogonalizáció

Azokat a vektorokat, ahol a vektorok egymásra merőlegesek ortogonális rendszernek nevezzük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az olyan mátrixot, ahol minden elem egy-egy vektorok szorzata, szorzótáblaszerűen elrendezve, Gram mátrixnak
nevezzük.

Pl. a , ,  vektorok Gram mátrixa:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Hogyha egy ortogonális vektorrendszer éppen annyi vektorból áll, amennyi koordinátája van a vektoroknak, akkor az
a vektorrendszer egy ortogonális bázis.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy vektorrendszerben bármely két vektor skaláris szorzata 0, akkor az egy ortonormált vektorrendszer.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy vektorrendszerben bármely két vektor skaláris szorzata 0 és minden vektora egységnyi hosszú, akkor az egy
ortonormált vektorrendszer.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az olyan bázist, ahol bármely két vektor skaláris szorzata 0 és minden vektor egységhosszú, ortonormált bázisnak
nevezzük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Hogyha a , , ...,  vektorok a  vektortérnek egy bázisa, akkor bármely  vektor előállítható a
bázisvektorok lineáris kombinációjaként.

És most végre azt is megtudjuk a skaláris szorzat segítségével, hogy pontosan mik lesznek ezek a  együtthatók.

A trükk az lesz, hogy beszorozzuk az egyenletet a  bázisvektorral...

Aztán beszorozzuk a  bázisvektorral is.

És így tovább az összesel.

Az így keletkező  darab egyenletet Gauss-féle normálegyenletnek nevezzük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Hogyha a , , ...,  vektorok a  vektortérben egy ortogonális bázis, és  tetszőleges vektor, akkor az

lineáris kombináció együtthatói felírhatók skaláris szorzatok segítségével:

Ezeket az együtthatókat Fourier-együtthatóknak nevezzük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az ortogonális mátrix olyan, ahol az oszlopvektorok egységnyi hosszúak.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Hogyha  egy ortogonális mátrix, akkor

 oszlopvektorai ortonormált rendszert alkotnak

 sorvektorai ortonormált rendszert alkotnak

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A régi bázis úgy alakítható át ortogonális bázissá, hogy szépen egymás után lecseréljük a régi bázisvektorokat új
bázisvektorokra. Az átalakítást Gram-Schmidt ortogonalizációnak nevezzük.

Az új ortogonális bázis legyen ,  és 

Az új bázis első vektorát akárhogy választhatjuk, legyen ez mondjuk a régi bázisból 

Aztán lássuk mi lesz az új bázis második vektora:

Itt jön aztán az új bázis harmadik vektora:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Függvények ábrázolása

Belső függvénytranszformáció: , ez úgy működik, hogy az  tengely mentén tolja el a függvény grafikonját.

Külső függvénytranszformáció: , ez pedig az  tengelyen tolja el a függvényt.

Függvény szorzása számmal: , ilyenkor megnyújtjuk a függvényt az  tengely szerint.

Függvény változójának szorzása egy számmal: , ilyenkor az  tengely szerint nyújtjuk a függvényt.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  függvényt egy  intervallumon monoton növekedőnek mondunk, ha bármely  esetén, ha
, akkor 

Szigorúan monoton növekedő, ha bármely  esetén, ha , akkor 

Az  függvényt egy  intervallumon monoton csökkenőnek mondunk, ha bármely  esetén, ha
, akkor 

Szigorúan monoton csökkenő, ha bármely  esetén, ha , akkor 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Függvény szélsőértékén a maximumát illetve minimumát értjük.

Precízebben:

Az  függvénynek az  pontjában (globális) maximuma van, ha minden  esetén 
.

Az  függvénynek az  pontjában (globális) minimuma van, ha minden  esetén 
.

Az  függvénynek az  pontjában lokális maximuma van, ha létezik olyan nem nulla környezete, hogy
ott ő a maximum.

Az  függvénynek az  pontjában lokális minimuma van, ha létezik olyan nem nulla környezete, hogy ott
ő a minimum.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Konkávnak nevezzük a függvényt azon a szakaszon, ahol "szomorú hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a függvény bármely két pontját összekötve a függvény a két pontot összekötő egyenes felett halad.

Konvexnek nevezzük a függvényt azon a szakaszon, ahol "vidám hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a függvény bármely két pontját összekötve a függvény a két pontot összekötő egyenes alatt halad.
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Minden olyan függvényt, ami az  tengelyre szimmetrikus, páros függvénynek hívunk. Ezek a függvények azt tudják,
hogy bármely -re amelyre értelmezve vannak:

Azokat a függvényeket, amelyek az origóra szimmetrikusak, páratlan függvénynek nevezzük. A páratlan függvények
úgy működnek, hogy bármely -re amelyre értelmezve vannak:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha az  különböző pozitív egész kitevős hatványait összeadjuk vagy kivonjuk, akkor polinomokat kapunk.

A polinomfüggvény általános alakja:

A legmagasabb fokú tag együtthatóját hívjuk főegyütthatónak.
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Összetett függvény, értékkészlet, értelmezési tartomány

Ha az  és  függvényeket egymásba ágyazzuk, azaz az  függvény  változójának helyére
behelyettesítjük a  függvényt, összetett függvényt kapunk.

Ebben az összetett függvényben  függvényt hívjuk külső függvénynek, a  függvényt pedig belső függvénynek.
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Inverz függvények

Minden függvény egy  hozzárendelés, aminek az inverze, ha az egyáltalán létezik, az  fordított
hozzárendelés.

Inverze csak azoknak a függvényeknek van, amik két különböző -hez különböző -okat rendelnek, ezt úgy
mondjuk, hogy kölcsönesen egyértelműek, vagy kicsit rövidebben injektívek.
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Egyenletrendszerek

A behelyettesítő módszer az egyenletrendszerek megoldásának egyik technikája.

Lényege, hogy kiválasztjuk az egyik egyenletet, ahonnét az egyik változót kifejezzük a másikkal. Ilyenkor célszerű a
számunkra szimpatikusabb, egyszerűbb egyenletet választani.

Ezt követően az így kapott kifejezést behelyettesítjük a másik, fel nem használt egyenletbe, így egy egyismeretlenes
egyenletet kapunk, amit már meg tudunk oldani.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az egyenlő együtthatók módszere egy megoldási technika az egyenletrendszerekhez.

Lényege, hogy ha a két egyenletben vagy az  vagy az  együtthatói megegyeznek, akkor a két egyenletet
egymásból kivonva azok kiesnek, és egy egyismeretlenes egyenletet kapunk, amit már meg tudunk oldani.

Ha az együtthatók egymás ellentettjei lennének, akkor pedig össze kell adni a két egyenletet.

A módszer akkor is működik, ha nem volnának egyenlő együtthatók, ilyenkor bátran szorozhatjuk az egyenleteket
addig, amíg nem lesznek egyenlő együtthatók.
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Abszolútértékes egyenletek, egyenlőtlenségek

Egy szám abszolútértékén a nullától való távolságát értjük.

Precizebben egy  szám abszolútértékén ezt értjük:
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Gráfok

A gráf csúcsokból és azokat összekötő élekből áll.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy gráf összefüggő, ha bármelyik csúcsából el lehet jutni bármelyik másik csúcsába élek mentén.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A gráf egy csúcsának fokszáma a gráf e csúcsában összefutó élek száma.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy gráfban körnek nevezünk egy olyan utat, amely csupa különböző csúcsokon és éleken haladva visszavezet a
kiinduló csúcsába.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha egy gráfban nincs kör, de maga a gráf összefüggő, akkor fának nevezzük.

Egy  csúcsú fának mindig  darab éle van.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Azokat a gráfokat, ahol minden csúcs mindegyikkel össze van kötve, teljes gráfnak hívjuk.

Az  csúcsú teljes gráf éleinek a száma:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy gráf egyszerű, ha nincs benne sem többszörös él, sem hurokél.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy gráf Euler-köre olyan zárt élsorozat, amely a gráf összes élét pontosan egyszer tartalmazza.
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Vektorok

A vektor egy irányított szakasz.

Jelölése: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt két vektor: , 

A két vektor összege:

A két vektor különbsége:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Van itt az  és  vektor.

Az  vektor hossza:

Az  vektor hossza:

És pont ugyanígy kapjuk meg az  és  pontok távolságát is.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két pont közti vektor a végpontba mutató helyvektor minusz a kezdőpontba mutató helyvektor.

Tehát 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Koordinátageometria

A normálvektor az egyenesre merőleges nem nullvektor.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az irányvektor az egyenessel párhuzamos nem nullvektor.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  normálvektorú és a  ponton átmenő  egyenes egyenlete:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy  pontnak az  normálvektorú  egyenestől mért távolsága:

Itt  azt jelenti, hogy a  pont koordinátáit behelyettesítjük az  egyenes egyenletébe.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

 középpontú és  sugarú kör egyenlete:
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Feladatok függvényekkel

Trigonometrikus függvényeknek vagy szögfüggvényeknek nevezzük azokat a függvényeket, amelyek tartalmaznak
trigonometrikus kifejezéseket, mint például szinusz, koszinusz vagy tangens. Ezek eredetileg egy derékszögű
háromszög egy szöge és két oldala hányadosa közti összefüggéseket írja le.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha a másodfokú függvény hozzárendelési szabálya: , akkor itt az -t főegyütthatónak hívjuk és
eléggé lényeges dolgok függnek tőle.

Hogyha  negatív, akkor a függvény grafikonja egy lefelé nyíló parabola, ha pozitív, akkor felfelé nyíló. És minél
nagyobb az  szám, a parabola annál keskenyebb.

A  az annyit tud, hogy hol metszi a függvény grafikonja az  tengelyt.
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Számelmélet

Az  és  szám legnagyobb közös osztója az a  pozitív szám, amire  és , és e közös osztók közül ez a
legnagyobb.

Jelölés: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

 és  relatív prímek, ha 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  és  és  akkor 

Ha  és  akkor 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A nullától és az egységszorzóktól különböző összes  egész szám felbontható prímek szorzatára a sorrendtől és az
egységszeresektől eltekintve egyértelműen.

 ahol 

Itt  a felbontásban szereplő különböző prímek száma.
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Szöveges feladatok

Az utazásról szóló szöveges feladatok megoldása során jól jönnek a még fizikából tanult összefüggések:
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Síkgeometria

Pont, egyenes és sík a tér elemei, alapfogalmak, nem definiáljuk őket, hanem a szemléletből kialakult jelentésükre
hagyatkozunk.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két pont távolsága a pontokat összekötő szakasz hossza.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Pont és sík távolsága a pontból a síkra bocsátott merőleges szakasz hossza.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Pont és egyenes távolsága a pontból az egyenesre bocsátott merőleges szakasz hossza.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha a két egyenes egy síkban van, akkor vagy metszik egymást (ilyenkor a távolság 0), vagy párhuzamosak. Ha
párhuzamosak, akkor távolságuk az egyeneseket összekötő merőleges szakasz hossza.

Ha a két egyenes nem egy síkban van, akkor kitérő egyeneseknek nevezzük őket.

A kitérő egyenesek távolsága pedig az őket befogadó párhuzamos síkok távolsága.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha az egyenes rajta fekszik a síkon, akkor a távolság nulla.

Ha az egyenes döfi a síkot, na ilyenkor nem értelmezzük a távolságot.

Ha az egyenes párhuzamos a síkkal, akkor a távolságuk az egyenes tetszőleges pontjából a síkra bocsátott
merőleges szakasz hossza.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két sík lehet egymással párhuzamos, vagy metsző.

Ha metszők, akkor nem értelmezzük a távolságot.

Ha párhuzamosak, akkor a két sík távolsága az egyik sík tetszőleges pontjából a másik síkra bocsátott merőleges
szakasz hossza.
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Két ponttól azonos távolságra lévő pontok halmaza a két pontot összekötő szakasznak a szakaszfelező merőleges
egyenese.

Három ponttól azonos távolságra lévő pont a három pon köré írható kör középpontja.

Két metsző egyenestől azonos távolságra lévő pontok halmaza a két egyenes szögének szögfelezője.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A legszabályosabb négyszög a négyzet. A négyzet oldalai egyenlő hosszúak és minden szöge derékszög. Egy
sokszöget akkor nevezünk szabályos sokszögnek, ha minden oldala és minden szöge egyforma. Így tehát az
egyetlen szabályos négyszög a négyzet. Ezen kívül a négyzetek mége egy fontos dolgot tudnak: az átlóik is
merőlegesek egymásra.

A négyzet területe:

A négyzet kerülete:
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Téglalap olyan négyszög, aminek minden szöge derékszög. Vagyis az oldalak nem feltétlen egyenlő hosszúak.
Olyankor, amikor az oldalai is egyenlő hosszúak, egy négyzetet kapunk. A téglalapok egyik fontos tulajdosága, hogy
a szemközti oldalai egyforma hosszúak, vagyis két darab a hosszúságú és két darab b hosszúságú oldala van. A
téglalapoknak egy másik fontos tulajdonsága pedig, hogy a szemközti oldalai párhuzamosak egymással. Ez pedig azt
jelenti, hogy a téglalapok mindig paralelogrammák is egyben (ugyanis a paralelogrammák azok a négyszögek,
amelyeknek van két párhuamos oldalpárjuk).

Területe:

Kerülete:
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Rombusz egy olyan négyszög, amelynek minden oldala egyforma hosszú. Vagyis egy rombusznál az oldalak egyenlő
hosszúságúak, de a szögeknek nem kell derékszögnek lenniük. Amikor a rombusz szögei derékszögek, egy
négyzetet kapunk. Vagyis a négyzet is rombusz. A rombuszok másik fontos tulajdonsága, hogy a szemközti oldalaik
mindig párhuzamosak egymással, vagyis a rombuszok paralelogrammák. is. Ez elvezet minket a rombusz egy másik
definíciójához: a rombusz egyenlő oldalú paralelogramma.

A rombusz magasságát m-mel jelöljük, az átlóit pedig e-nek és f-nek szokás nevezni. Ezeknek a segítségével tudjuk
kiszámolni egy rombusz területét.

Területe:

Kerülete:
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A paralelogramma olyan négyszög, aminek van két párhuzamos oldalpárja. Nagyon sok ilyen tulajdonságú négyszög
van. Ilyenek a négyzetek, a téglalapok és a rombuszok. Vagyis minden négyzet, minden téglalap és minden
qrombusz egyben paralelogramma is. A paralelogramma magasságát m-mel szokás jelölni.

Területe:

Kerülete:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

 MATEKING.HU - MATEMATIKA ALAPOK KÉPLETGYŰJTEMÉNY

 MATEKING.HU - MATEMATIKA ALAPOK KÉPLETGYŰJTEMÉNY
60. OLDAL

60. OLDAL

https://www.mateking.hu/matematika-alapok/sikgeometria/negyszogek


A trapéz olyan négyszög, aminek van legalább egy párhuzamos oldalpárja. Ezeket az oldalakat a trapéz alapjainak
nevezzük és a-val meg c-vel jelöljük. Általában a nagyobbik alapot szokás a-val jelölni és a kisebbik alapot pedig c-
vel. Olyankor, amikor a trapéz alapjai egyforma hosszúak, paralelogrammát kapunk. Vagyis minden paralelogramma
egyben trapéz is. Sőt, ha meggondoljuk, akkor a trapéz definíciója nagyon sok négyszögre ráillik. Egy darab
párhuzamos oldalpárja ugyanis van a négyzetnek, a téglalapnak, a rombusznak és a paralelogrammáknak is. Vagyis
minden négyzet, minden téglalap, minden rombusz és minden paralelogramma egyben trapéz is.

Mivel azonban ezeknek van külön neve, amikor egy feladatban trapézról van szó, általában olyan trapézra
gondoljunk, aminek két különböző hosszúságú párhuzamos oldala van, az egyik "alul" a másik "felül" és ezek a
trapéz a-val és c-vel jelölt alapjai.

Területe:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A Thalész-tétel azt mondja, hogy ha az  szakasz egy kör átmérője, és  a kör tetszőleges harmadik pontja,
akkor az -szög mindig derékszög.

Ezt úgy is szokás mondani, hogy az  szakasz a körív bármely harmadik  pontjából derékszögben látszik.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A kerületi szög egy körben lévő szög úgy, hogy a szög csúcsa a körvonal egy pontja, szárai pedig vagy a kör két
húrja, vagy egy húrja és egy érintője.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy körben egy adott ívhez tartozó bármely középponti szög nagysága kétszerese az ugyanazon ívhez tartozó
kerületi szög nagyságának.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Egy kör adott ívéhez tartozó kerületi szögek mind ugyanakkorák.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A húrnégyszög egy olyan négyszög, amelynek minden oldala ugyanannak a körnek egy-egy húrja.

A húrnégyszögek egyik legfontosabb tulajdonsága, hogy szemközti szögeinek összege mindig 180°.

Ha egy négyszögnél felfedezzük, hogy szemközti szögeinek összege 180°, akkor abból következik, hogy az
húrnégyszög. Ez a gyakorlatban azt is jelenti, hogy van körülírt köre.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A síkon azoknak a pontoknak a halmaza, amelyekből egy  szakasz egy  szögben látszik, két
szimmetrikus körív.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Középpontos hasonlóság

Ha egy szög szárait párhuzamos egyenesekkel metsszük, akkor az egyik szögszáron keletkező szakaszok aránya
megegyezik a másik szögszáron keletkező megfelelő szakaszok arányával.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A középpontos hasonlósági transzformációhoz adott egy  pont, ez a középpont, és egy  nem nulla valós szám, ez
a hasonlóság aránya.

A tér minden  pontjához egy  pontot rendel a következőképp:

1. ha , akkor .

2. ha , akkor  az  egyenes azon pontja, amelyre  és ha , akkor  az 
félegyenesen van, ha , akkor pedig  elválasztja egymástól -t és -t.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Két háromszög egymáshoz hasonló, ha...

1.) két szögük egyenlő.

2.) két oldal aránya és a nem kisebbel szemközti szögük egyenlő.

3.) két oldal aránya és az általuk bezárt szögeik egyenlők.

4.) három oldal aránya páronként egyenlő.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Derékszögű háromszögben az átfogó magasságának talppontja az átfogót két olyan részre bontja, melyeknek a
mértani közepe a magasság:

vagy

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Derékszögű háromszög egy befogója mértani közepe az átfogónak és a befogóra eső vetületének.

vagy

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Egy alakzat területe négyzetesen aránylik a méreteihez. Ha a méreteit -szeresére változtatjuk, akkor a területe -
szeresére változik.

Egy alakzat térfogata köbösen aránylik a méreteihez. Ha a méreteit -szeresére változtatjuk, akkor a térfogata -
szeresére változik.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Bármely háromszögben egy csúcshoz tartozó belső szögfelező a szöggel szemközti oldalt a szomszédos oldalak
arányában fogja kettéosztani.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Trigonometria

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Derékszögű háromszög  hegyesszögének koszinuszát a következőképp értelmezzük:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Derékszögű háromszög  hegyesszögének szinuszát a következőképp értelmezzük:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Derékszögű háromszög  hegyesszögének tangensét a következőképp értelmezzük:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A körszelet területét úgy kapjuk, hogy először kiszámoljuk, hogy mekkora területű a körcikk, aztán pedig kivonjuk
belőle az ebbe beleeső egyenlőszárú háromszög területét:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Szinusztétel, Koszinusztétel

Bármely háromszögben az oldalak aránya megegyezik a velük szemközti szögek szinuszának arányával. De ne ezt
jegyezzük meg. A szinusztétel ennél sokkal többet is tud. Mégpedig ezt, ahol R a háromszög köré írható körének a
sugara:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A Koszinusz tétel minden háromszögben felírható:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Térgeometria

A gömb egy adott ponttól (középpont) egyenlő távolságra lévő pontok halmaza.

A gömb felszíne:

Térfogata pedig:

ahol  a gömb sugara.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A gömb térfogata:

ahol  a gömb sugara.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A gömb felszíne:

ahol  a gömb sugara.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha a gömböt kettévágjuk egy olyan síkkal, ami épp átmegy a középpontján, akkor a vágás során keletkező kör
sugara éppen megegyezik a gömb sugarával. Ezt a kört nevezzük főkörnek.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha a gömb középpontját összekötjük a gömbfelület bármelyik pontjával, akkor az így keletkező szakasz hossza
állandó, és ez az állandó hosszúság a gömb sugara.

A sugarat -el jelöljük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha a gömb középpontját összekötjük a gömbfelület bármelyik pontjával, akkor az így keletkező szakasz hossza
állandó, és ez az állandó hosszúság a gömb sugara. Ha meghosszabbítjuk ezt a szakaszt a másik irányba is, akkor
egy átmérőt kapunk

Az átmérő jele , és mindig sugár kétszerese.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A parabola

A parabola azon pontok halmaza a síkon, amelyek egy  egyenestől (vezéregyenes) és az egyenesre nem illeszkedő
 ponttól (fókuszpont) egyenlő távolságra vannak.

A fókusz és a vezéregyenes távolságát hívjuk a parabola paraméterének.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A parabola azon pontok halmaza a síkon, amelyek egy  egyenestől (vezéregyenes) és az egyenesre nem illeszkedő
 ponttól (fókuszpont) egyenlő távolságra vannak. A fókusz és a vezéregyenes távolságát hívjuk a parabola

paraméterének. A fókuszbúl a vezéregyenesre bocsátott merőleges felezőpontja a parabola "csúcspontja" amit
tegelypontnak szokás nevezni.

A  tengelypontú és  paraméterű parabola egyenlete:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A parabola egyenlete, ha  a paramétere...

és tengelye az  tengely:

és tengelye az  tengely:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Számtani és mértani sorozatok

Azokat a sorozatokat, ahol minden tag pontosan ugyanannyival nagyobb az előző tagnál, számtani sorozatnak
nevezzük.

A sorozat differenciája az a szám, amennyivel mindegyik tag nagyobb az előzőnél.

A sorozat első elemét -gyel, a differenciát -vel jelöljük.

A számtani sorozat -edik tagját így tudjuk kiszámolni:

Az első  tagjának összegét pedig így:

A számtani sorozatok tehát olyan legalább három számból álló számsorozatok ahol az egymással szomszédos tagok
(egy tag, és az őt megelőző tag) különbsége állandó. Ezt az állandót, amely minden sorozatnál más és más, a
sorozat különbségének, vagy másként differenciájának nevezzük, és d-vel jelöljük. A számtani sorozat elnevezés
onnan ered, hogy a sorozatnak bármely három egymást követő tagjára igaz, hogy a három szám közül a középső a
két másik számnak a számtani közepe.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Mértani sorozatnak nevezzük azokat a legalább három tagból álló sorozatokat, ahol bármely két egymást követő tag
(egy tag és az őt megelőző tag) hányadosa állandó. Ezt a hányadost kvóciensnek nevezzük és -val jelöljük. Egy
kicsit egyszerűbben megfogalmazva egy sorozat akkor mértani sorozat, ha minden tagja pontosan -szor annyi, mint
az előző tag, ahol  egy tetszőleges nem nulla szám, és ezt hívjuk a sorozat hányadosának, vagy másként
kvóciensének.

Vagyis a sorozat kvóciense vagy hányadosa az a szám, ahányszor mindegyik tag nagyobb az előzőnél.

A sorozat első elemét -gyel, a kvóciensét vagy hányadosát -val jelöljük.

A mértani sorozat -edik tagját így tudjuk kiszámolni:

Az első  tagjának összegét pedig így:

Olyankor, amikor  ez az összegképlet nem működik. Ilyenkor a sorozat minden tagja az előző tag egyszerese,
ami azt jelenti, hogy a sorozatnak minden tagja ugyanannyi. Ekkor az összegképlet így néz ki: 

A mértani sorozat elnevezés onnan ered, hogy a nem negatív tagú mértani sorozatokra igaz, hogy bármely három
egymást követő tagja közül a középső tag a másik két tag mértani közepe.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Kombinatorika

Egy adott  elemű halmaz elemeinek egy ismétlés nélküli permutációján az  különböző elem egy sorba rendezését
értjük.

 darab különböző elem permutációinak száma:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

 faktoriálisán az -nél kisebb vagy egyenlő pozitív egész számok szorzatát értjük.

pl.:

Továbbá definíció szerint .

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  db. egymástól különböző elem közül kiválasztunk  ( ) db.-ot úgy, hogy a kiválasztott elemek sorrendje is
számít, akkor az  elem -ad osztályú ismétlés nélküli variációját kapjuk.

 darab különböző elemből kiválasztott  darab elem variációinak száma:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  különböző elem közül kiválasztunk  ( ) db.-ot úgy, hogy a kiválasztott elemek sorrendjére nem vagyunk
tekintettel, akkor  elem -ad osztályú ismétlés nélküli kombinációját kapjuk.

 darab különböző elem közül kiválasztott  darab elem kombinációinak száma:

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha  elem között van  egymással megegyező, akkor az elemek egy sorba rendezését ismétléses
permutációnak nevezzük.

 elem közötti  egymással megegyező ismétléses permutációinak száma:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Ha  db. egymástól különböző elem közül kiválasztunk  db.-ot úgy, hogy a kiválasztott elemek sorrendje is számít
és ugyanazt az elemet többször is választhatjuk, akkor az  elem -ad osztályú ismétléses variációját kapjuk.

Az  elem -ad osztályú ismétléses variációk száma: .

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ha kör alakban helyezünk el  különböző elemet és azok sorrendjét vizsgáljuk, akkor ciklikus permutációról
beszélünk.

 darab különböző elem ciklikus permutációinak száma 

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Valószínűségszámítás

Eseményeknek nevezzük a valószínűségi kísérlet során bekövetkező lehetséges kimeneteleket.

Megkülönböztetünk elemi eseményeket, ilyen például, hogy egy dobókockával 1-est dobunk. Vannak azonban olyan
események is amik több elemi eseményből épülnek fel, ilyen például az, hogy párosat dobunk.

Az eseményeket az ABC nagybetűivel jelöljük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A valószínűség kiszámításának klasszikus modelljét akkor alkalmazhatjuk, ha egy kísérletnek véges sok kimenetele
van és ezek valószínűsége egyenlő. Ekkor az esemény valószínűségét úgy kaphatjuk meg, hogy megszámoljuk hány
elemi eseményből áll és ezt elosztjuk az összes elemi esemény számával.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  és  eseményt egymástól függetlennek nevezzük, ha teljesül rájuk, hogy

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az  és  eseményt kizárónak nevezünk, ha

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Ezt a képletet hívjuk binomiális eloszlásnak:

ahol  a kísérletek száma,

 a sikeres kísérletek száma,

 pedig a sikeres kísérlet valószínűsége.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Visszatevéses mintavételről beszélünk, ha egy  valószínűségű elem többszöri kihúzásának esélyét vizsgáljuk úgy,
hogy ha kihúzunk egy ilyen elemet, akkor ezt követően azt visszarakjuk.

Például ha azt vizsgáljuk, hogy egy kosárban van 8 piros és 5 kék golyó, és mennyi a valószínűsége, hogy háromszor
húzva két piros és egy kék golyót húznánk úgy, hogy a kihúzott golyókat mindig visszatesszük, akkor az egy
visszatevéses mintavétel.

A visszatevées mintavételhez kapcsolódó eloszlás a binomiális eloszlás.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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A visszatevés nélküli mintavétel tipikus példája, hogy van egy doboz, benne  darab elem. Közülük  darab
valamilyen tulajdonságú, az egyszerűség kedvéért hívjuk selejtesnek. Mondjuk sárga vagy szép vagy ronda.
Kihúzunk  darab elemet, és ez a képlet meg fogja nekünk mondani, hogy mekkora az esélye, hogy közülük  darab
a vizsgált tulajdonságú:

De vannak olyan esetek, amikor a visszatevés nélküli mintavételnél másik képletet kell használnunk. Ezt a másik
képletet binomiális eloszlásnak nevezzük, és olyankor használjuk, amikor a selejtek száma helyett csak a selejtek
arányát ismerjük.

Ez a binomiális eloszlás képlete:

ahol  a kísérletek száma,

 a sikeres kísérletek száma,

 pedig a sikeres kísérlet valószínűsége.

És, hogy mi alapján döntjük el, hogy a két képlet közül melyiket kell használni? A dolog nagyon logikus, nézd meg a
kapcsolódó epizódot és minden világos lesz.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A hipergeometriai eloszlás a visszatevés nélküli mintavételhez kapcsolódó eloszlás, képlete pedig:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Statisztika

Az adatsor legyakoribb értéke a módusz. Hogyha például Bob matekjegyei ezek:

2, 3, 1, 4, 1, 2, 2, 3, 5, 2, 3, 2, 3, 2, 4, 3, 2, 4, 2, 4

Akkor egyszerűen meg kell számolni, hogy melyikből van a legtöbb, és az a matekjegy lesz a módusz. Most 2-esből
van a legtöbb, így Bob matekjegyeinek a módusza 2. A módusz jele Mo és így most Mo=2.

Léteznek olyan eloszlások is, amelyeknek több módusza van. Hogyha például Bob jegyei:

1, 2, 2, 3, 5, 3, 3, 4, 2

Itt 2-esből és 3-asból ugyanannyi van, mindkettőből 3 darab. Ez egy kétmóduszú eloszlás.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A medián a növekvő sorba rendezett adatsor középső értéke. Ha az adatsorban páros sok elem van, akkor nincs
középső elem, ilyenkor a két középső elem átlagát vesszük.

Hogyha például Bob matekjegyei ezek:

2, 3, 1, 4, 1, 2, 2, 3, 5, 2, 3, 2, 3, 2, 4, 3, 2, 4, 2, 4

Akkor egyszerűen növekvő sorba kell rakni..

1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5

És aztán meg kell keresni melyik a középső. Most nincsen középső, mert páros sok elem van, így ilyenkor a két
középen lévőt átlagoljuk:

1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5

Ezeknek az átlaga 2,5 vagyis a medián most 2,5. A medián jele Me, így Me=2,5

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az átlagot úgy kapjuk meg, hogy az összes elemet összeadjuk, és aztán elosztjuk az elemek számával.

Jele: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az átlagtól való átlagos eltérés egyik legjobb mérőszáma a szórás. Hátránya, hogy egy kicsit ronda a szórás képlete.
A szórást egy szigma nevű görög betűvel jelöljük.

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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Az adatsor első felének a felezőpontja az alsó kvartilis.

Az alsó kvartilis jele: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

Az adatsor második felének a felezőpontja a felső kvartilis.

A felső kvartilis jele: 

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A kvartilisek és a medián azt szemlélteti, hogyan oszlanak el az adatsorban szereplő adatok. Ezek segítségével
készíthető el a doboz-ábra, vagy másnéven dobozdiagram. Szokás még sodrófa diagramnak is nevezni, és az angol
elnevezést is gyakran használják, ami a box plot.

Egy sobarendezett adatsorban öt darab speciális negyedelőpontot fogunk használni. Az első az adatsor legkisebb
értéke, ez a Q0 . Aztán a következő negyedelő az alsó kvartilis, ami Q1 utána jön a felezőpont vagyis a medián, ezt
Me-vel és Q2-vel is jelöljük, végül a felső kvartilis, ami a Q3. Az adatsor legnagyobb értéke pedig Q4. A legnagyobb és
a legkisebb érték különbsége a terjedelem, míg a két kvartilis különbségét félterjedelemnek vagy más néven
interkvartilisnek hívjuk. Ezekből épül föl a doboz-ábra vagy másként dobozdiagram.

Előfordulhat, hogy az adatsorban kiugró értékek is szerepelnek. A kiugró érték az, ami az alsó kvartilisnál legalább a
félterjedelem másfélszeresénél kisebb, vagy pedig a felső kvartilisnél legalább a félterjedelem másfélszeresénél
nagyobb. Huh, ez elég bonyolultan hangzik. De valójában nagyon egyszerű, csak nézd meg kapcsolódó epizódot és
kiderül.

Megnézem a kapcsolódó epizódot

A relatív szórás azt mondja meg, hogy a szórás az átlagnak hány százaléka:

Megnézem a kapcsolódó epizódot
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