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Kombinatorika
Egy adott 72 elem( halmaz elemeinek egy ismétlés nélkiili permutaciéjan az7 kilénbdz8 elem egy sorba rendezését
ertjuk.

7 darab kilénb6z6 elem permutacidinak szama:

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

T faktorialisan az 1-nél kisebb vagy egyenld pozitiv egész szamok szorzatat értjik.
nl=n-(n—-1)-(n—-2)-...3-2-1

pl.:

41=4-3-2-1=24

5!=5-4-3-2-1=120

=1

Tovabba definicié szerint 0! = 1.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha 1 db. egymastdl kiilénbdzé elem kdzal kivalasztunk k (k < m) db.-ot (igy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje is

7 darab kiilonbéz6 elembdl kivalasztott k darab elem variaciéinak szama:

n-(n—1)-(n—2)----- (n—k—l—l):ﬁ

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha 72 kiilonboz6 elem kozil kivalasztunk k (k < 72) db.-ot tigy, hogy a kivalasztott elemek sorrendjére nem vagyunk
tekintettel, akkor 1 elem k-ad osztalyu ismétlés nélkuli kombinéaciéjat kapjuk.

7 darab kilénbdz6 elem kdziil kivalasztott k darab elem kombinaciinak szama:

n'

&) = momr

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Han elem kozott van kq, ks, . . ., k, egymassal megegyez, akkor az elemek egy sorba rendezését ismétléses
permutacionak nevezzik.

1 elem kozotti ky, ko, . . ., k, egymassal megegyezG ismétléses permutacioinak szama:

n!
Kyl ko - -k, !

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha 711 db. egymastél kiilonb6z8 elem kdzil kivalasztunk k db.-ot agy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje is szamit

......

Az 1 elem k-ad osztalyu ismétléses variaciok szama: nk.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Ha kor alakban helyezink el7t kiilbnbdz8 elemet és azok sorrendjét vizsgaljuk, akkor ciklikus permutéaciérél
beszéllnk.

7 darab kiilonb6z4 elem ciklikus permutacidinak szama %’ =(n—-1)!

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Grafelméleti alapok

A graf csucsokbdl és azokat 6sszekdtd élekbdl all.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy graf 6sszefliggd, ha barmelyik csicsabdl el lehet jutni barmelyik masik csucséba élek mentén.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A gréaf egy csucsanak fokszama a gréaf e csucsaban dsszefutd élek szama.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Egy grafban kdrnek neveziink egy olyan utat, amely csupa kilénbdz8 cstcsokon és éleken haladva visszavezet a
kiindul6 csucséba.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha egy grafban nincs kér, de maga a graf 6sszefliggd, akkor fanak nevezziik.
Egy 7 csticst fanak mindig 72 — 1 darab éle van.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a grafokat, ahol minden csucs mindegyikkel 6ssze van kétve, teljes grafnak hivjuk.

Az M csucsU teljes graf éleinek a szama:

n(n—1)
2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy graf egyszer(, ha nincs benne sem tébbszords él, sem hurokél.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy graf Euler-kére olyan zart élsorozat, amely a graf 6sszes élét pontosan egyszer tartalmazza.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Grafok bejarasa és grafalgoritmusok

Egy graf feszitéfaja a graf minden csicsat tartalmazé fa részgraf. Feszitéfabdl altalaban tébb is van.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A minimalis feszitéfa egy grafban a legkisebb élsulyu feszitéfa.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A Kruskal algoritmus segitségével minimalis feszit6fat lehet megtalaini.

Az els6 1épés, hogy keressiik meg a grafban a legkisebb sulyd élt. Ha tébb azonos silyu él van, akkor valasszuk ki
azt, amelyikhez kedvlnk van.

Ezek utan beléplink egy ciklusba, ahol minden Iépésben az eddig még ki nem valasztott élekre alkalmazzuk az el6z6
Iépést Ugy, hogy ne keletkezzen kér. Ha mégis kor keletkezne, akkor a legutolsé olyan élt, amelynek hozzavétele
soran a kort kapjuk, tordljik.

Ezt addig csinaljuk, amig kész nem vagyunk.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Grafok egy adott pontjabdl vald feltérképezésére alkalmas mddszer a szélességi keresés (BFS = Breadth-first
search).

Mikodése:

Elindulunk egy adott pontbdl, és megkeressiik az 6sszes szomszédos pontot. Ezek az 1 egység tavolsagra 1évé
szomszédok és mindegyikre ragasztunk egy 1-es cimkét.

Most ezeknek keressiik meg az 1 egység tavoli szomszédjait. De csak azokat, akiken még nincsen cimke.
Ok a kiindulé ponttdl 2 egység tavolsagra vannak és 2-es cimkét kapnak.

Ha valamelyik 2-es szomszédba tdbb él is vezet, akkor csak az egyiket hagyjuk meg. Mindegy melyiket.
Az algoritmus aztan igy folytatédik, és szép lassan végez.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A DFS (Depth-first search) algoritmus a graf mélységi bejarasa.
A DFS algoritmus lényege, hogy elindulunk egy Gton, és megylnk, amig csak tudunk.

Amikor elakadunk, mert mar nem tudunk Ggy tovabbmenni, hogy olyan pontba jussunk, ahol még nem jartunk, akkor
visszamegyUnk egészen addig, ahonnan még lehet félderitetlen pontok felé haladni.

Amikor Ujra elakadunk, megint visszamegyulnk, és ezt ismételjiik, amig az egész grafot be nem jartuk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A BFS és DFS algoritmusok végrehajtasa soran a grafnak egy-egy feszit6fajat kapjuk. Ezeket nevezzik BFS és DFS
fanak.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy gréf csucsainak bejarasara van egy nagyon specidlis médszer, amit Hamilton kérnek nevezink, és az a lényege,
hogy egy olyan kérén haladunk végig a grafban, amely a graf 6sszes pontjat tartalmazza.

Hamilton kor Iétezésének sziikséges feltétele:

Ha egy grafbél k darab csucsot kitorlink (a bel8le kiindul6 élekkel egytt), akkor a megmaradé grafnak Iegfeljebbk
darab komponense lehet.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Hamilton Gt egy olyan Gt, amely a graf minden csucsat tartalmazza.
Hamilton 0t Iétezésének sziikséges feltétele:

Ha egy grafbol k darab cstcsot kitorliink (a bel6le kiindulé élekkel egyitt), akkor a megmaradd grafnak legfeljebb
k -+ 1 darab komponense lehet.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

A Dirac-tétel azt mondja ki, hogy ha egyG egyszer(, n > 3 cslcsut grafban minden csucs foka Iegalébb%, akkor a
grafban van Hamilton kér.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az Ore-tétel azt mondja, hogy ha egyG egyszerl, n > 3 csticsu grafban barmely Vl és V} nem szomszédos
csucsra d(V;) + d(V}) > N teljesul, akkor a grafban van Hamilton kér.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Grafok izomorfiaja és sikbarajzolhatésaga

A G gréf cstcsainak halmazat V' (G)-vel jeléljik. Itt aV az angol vertex = cstics széra utal.
A G gréf éleinek halmazat E(G)-vel jeldljiik. It E az angol edge = él.

A G grategy (V(G), E(G)) rendezett par, ahol V (G) egy nem ires halmaz, E(G) pedig a V (G)-bé|

képezhetd parok egy halmaza.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha a graf egy cslcsabdl elindulunk, és teszlink egy sétat a grafon, akkor egy élsorozatot kapunk.
Azokat az élsorozatokat, amelyek a graf semelyik pontjan nem haladnak at tébbszdér, itnak nevezzik.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ha egy élsorozat ugyanabbdl a cstcsbdl indul, mint ahova érkezik, akkor kérsétanak nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Minden grafban a cslcsok fokszdmainak 6sszege az élek szdméanak a kétszerese:
S d(V,) =2e

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy grafban nincs kér, de maga a graf dsszefliggd, akkor fanak nevezziik.
Egy 7 cslcsu fanak mindig 7t — 1 darab éle van.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A nem &sszefliggb kdrmentes grafok neve erdd.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy graf komplementere azt a grafot jelenti, aminek cslcsai ugyanazok, mint az eredeti grafnak, és két csics
pontosan akkor szomszédos benne, ha az eredeti grafban nem.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

AG(V(G),E(G)) grafizomort a G' (V(G"), E(G")) graffal, ha van egy bijekcio aV (G) és V' (G) kézétt,
amire teljesil, hogy G-ben pontosan akkor szomszédos két pont, ha G’ -ben a nekik megfelel§ pontok
szomszédosak, és szomszédos pontparok esetén ugyanannyi él fut kozottik.

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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Egy grafban topologikusan ekvivalens atalakitdsnak nevezzik azt, ha egy élt egy masodfokl csucs beiktatasaval két
élre bontunk, vagy ha egy 2 foku cslcsra illeszkedd éleket egybeolvasztunk, és a csucsot elhagyjuk.

Két graf akkor topologikusan izomorf, ha topologikusan ekvivalens l1épések egymas uténi alkalmazasaval el tudjuk
érni, hogy a két graf izomorf legyen.

Megnézem a kapcsolédé epizddot

A titkos recept grafok izomorfiajanak vizsgalatahoz:
1) Fokszamok vizsgalata

2) Utak hossza

3) Van-e koér?

4) Milyen hosszuak a kérok?

5) Elek vizsgalata

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy graf sikbarajzolhaté, ha lerajzolhaté Ugy, hogy élei csak a csucspontokban talalkozzanak.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A Kuratowski-tétel szerint egy graf pontosan akkor nem sikbarajzolhaté, ha tartalmazK3,3 -mal vagy K -tel
topolégiailag izomorf részgrafot.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azt mondja az Euler-féle poliéder-tétel, hogy ha egy konvex poliéder cslicsainak szamaV/, lapjainak szama F’ és
éleinek szama F, akkor

V4+F=FE+2

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ha egy egyszer( grafban minden kor Iegalébbk hosszU, akkor a sikbarajzolhatésag sziikséges feltétele:
(k—2)-E<k-V—2k

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Ha egy egyszer( graf sikbarajzolhatd, akkor meg kell felelnie ennek a feltételnek:
E<3V -6

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Iranyitott grafok, grafalgoritmusok iranyitott grafokban

A DFS algoritmusnak az a lényege, hogy kiindulunk egy csucsbél, és megylnk ameddig tudunk.
Az, hogy merre megyunk, teljesen a véletlen m(ive.

Egyszer aztan elérkezlink egy olyan pontba, ahonnan mar nincs tovabb.

Innen mar csak olyan cslcsba tudnank tovabblépni, ahol korabban mar jartunk.

Ekkor visszaugrunk egészen addig, ahonnan még vezet Ut bejaratlan cstcsba.

Ha mar minden csucshoz eljutottunk, akkor a DFS algoritmus véget ér.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A DFS algoritmus eredményeként kapjuk a DFS-fat.

Hogyha a DFS-faba berajzoljuk az eredeti graf tébbi élét is, akkor ezek az élek harom tipusba sorolhatdéak. Vannak
olyan élek, amelyek képesek lerdviditeni egy utat a DFS faban. Ezeket az éleket gy hivjuk, hogy "elére-él". Ha az
eredeti grafban van forditott iranyu él, akkor ezt az élt "vissza-él"-nek nevezzik. Hogyha az eredeti grafban van u-bol
U-be vezet6 él, akkor ezt az élt "kereszt-éI"-nek nevezzik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A BFS-algoritmus Iényege, hogy kiindulunk egy csucsbdl, aztan megkeressik a kbzvetlen szomszédjait. Innen
folytatédik az algoritmus, és az (j csicsoknak keressiik meg a szomszédjait. Ha t6bb él is vezet egy szomszéd felé,
mindegy melyiket vélasztjuk. Az algoritmust addig ismételjik, amig minden csucsot meg nem talaltunk.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A BFS algoritmus eredményeként kapjuk a BFS-fat.
Hogyha a BFS-faba berajzoljuk az eredeti graf tébbi élét is, akkor ezek az élek harom tipusba sorolhatéak.
Vannak "el6re-él"ek, "vissza-él"ek és "kereszt-él"ek.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A Dijkstra algoritmus képes megtalalni a graf egy adott csticsabdl a tébbi csicsba vezetd legrévidebb utat.

Az algoritmus Iényege, hogy kivalasztunk egy pontot, és ebbdl a pontbdl kiindulva csucsrél csucsra haladva
felderitjlik az egész grafot.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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Menger tételei, tobbszorés 6sszefliggéség

Egy G graf k-szorosan éldsszefiiggs, ha barhogyan hagyunk el beléle k-nal kevesebb élt, a maradék graf
Osszefliggé marad.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Egy G graf k-szorosan pontdsszefiiggs, ha legalabb k -+ 1 pontja van és barhogyan hagyunk el beléle k-nal
kevesebb pontot, a maradék graf 6sszefliggé marad.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy G irdnyitott grafban az u-bdl v-be vezetd élidegen utak maximalis szama megegyezik azu-bél v-be vezetd
utakat lefogé élek minimalis szamaval.

Egy G grafban az u-bol V-be vezet§ élidegen utak maximalis szama megegyezik azu-bél v-be vezetd utakat lefogd
élek minimalis szdmaval.

Egy G irdnyitott grafban u és v legyen két kilénbdz8 nem szomszédos csucs. Ekkor azu-bél v-be vezetd
pontidegen utak maximalis szama megegyezik az U-bol V-be vezetd utakat lefogd (u-t6l és v-t6l kiilbnb6z8) pontok
minimalis szamaval.

Egy G grafban u és U legyen két kildnb6z6 nem szomszédos csucs. Ekkor azu-bol vV-be vezetd pontidegen utak
maximalis szama megegyezik az U-bol U-be vezet§ utakat lefogd (Uu-t6l és V-6l kiildnb6z8) pontok minimalis
szamaval.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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CPM és PERT algoritmus

Mindig létezik egy olyan Gt, ami csak azokon a pontokon halad at, ahol a tartalékidé nulla, és az Ut hossza
megegyezik a teljes folyamat hosszaval. Ezt az utat kritikus Utnak nevezzlk.

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Paros grafok, parositasok

Legyen G(A, B, E) paros graf és X pedig A-nak egy tetszéleges részhalmaza. Az X -ben 1év8 csticsok B-beli

szomszédjainak halmazat hiviuk IV (X )-nek. A G grafnak akkor és csak akkor van A-t feds parositasa, ha barmely
X halmazra

(X [<| N(X)]

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

A G(A, B, E) paros grafban akkor és csak akkor létezik teljes parositas, ha
|A|=| Bl és
| X |<| N(X)| minden X C A ponthalmazra.

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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Kromatikus szam, klikk, perfekt grafok

A legkevesebb szint, amivel egy graf csucsait kiszinezhetjik Ggy, hogy a szomszédos cslcsok ne legyenek egyforma
szinliek, a graf kromatikus szamanak nevezzik.

Jele: X(G).

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy G egyszerii grafban klikknek nevezziik azokat a részgrafokat, amelyek telies grafok.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy graf klikkszama a grafban taldlhaté maximalis klikk elemszama.
A G graf klikkszamat w(G)-vel jeldljiik.

Minden grafban a klikkszam alsé becslés a kromatikus szamra:
w(G) < x(G)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

AG grafban a G részgraf feszitett részgraf, ha barmely két csucs aG' grafban pontosan akkor szomszédos, ha G-
ben is szomszédos.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy GG graf minden G’ feszitett részgrafjara igaz, hogy
w(G') = x(G')
akkora G grafot perfekt grafnak nevezzik.

Ha egy graf perfekt, akkor a kromatikus szama egyenl8 a klikkszamaval. Az allitas forditva nem igaz, abbdl, hogy
w(G’) = X(G’) meég nem kdvetkezik, hogy a graf perfekt.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

w(G) < x(G) < A(G) +1
ahol w(G) a gréaf klikkszdma, X(G) a kromatikus szama és A(G) a maximalis fokszama.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI KEPLETGYUJTEMENY
13. OLDAL


https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/grafok-szinezese-kromatikus-szam-0
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/klikk-klikkszam-kromatikus-szam-0
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/klikk-klikkszam-kromatikus-szam-0
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/feszitett-reszgraf-perfekt-graf
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/feszitett-reszgraf-perfekt-graf
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/kromatikus-szam-klikk-perfekt-grafok/a-moho-szinezes-becsles-a-kromatikus-szamra

14. OLDAL
&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI KEPLETGYUJTEMENY

A mohd szinezés egy algoritmus a grafok szinezésére.

Lényege, hogy sorba rakjuk a graf cstcsait, és elkezdjik szinezni Ggy, hogy minden csucs szinezéséhez a lehetd
legkisebb sorszamu szint hasznaljuk. Ezt addig folytatjuk, amig az &sszes csucs ki nem lesz szinezve, és igy
elhasznalunk legfeljebb A(G) + 1 darab szint.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha G nem teljes graf, vagy paratlan csucsu kér, akkor
x(G) <A(G)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy G grafban azt a legkisebb szamot, amire a grafnak mar van j6 élszinezése, aG graf élkromatikus szamanak
nevezzlk.

Jele: Xe

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A Vizing-tétel a grafok élkromatikus szamara ad alsé és felsd becslést:
A(G) < x(G) < A(G) +1

Vagyis a G egyszer( grafok két osztalyba sorolhatdk:

Els6 osztaly: X (G) = A(G)

Mésodik osztaly: X (G) = A(G) + 1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az intervallumgraf egy olyan graf, melynek csucsai megfeleltethetéek a valdés szamok egy-egy intervalluméanak, és
két csucs kdzott akkor vezet él, ha a nekik megfeleltethetd két intervallum metszete nem (ires.

Az intervallumgrafok mindig perfekt grafok.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy G grafot paros grafnak neveziink, ha csticsainak aV' (G) halmaza felbonthaté az A és B diszjunkt
részhalmazokra, Ugy hogy A-n és B-n beliil nem vezetnek élek.

A paros grafok kromatikus szama 2, élkromatikus szamukra pedig Kénig Dénesnek van egy remek tétele:
Ha G paros graf, akkor X (G) = A(G)

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Jan Mycielski lengyel matematikust nyugtalanitotta az a kérdés, hogy Iéteznek-e olyan grafok, amelyeknek a
kromatikus szama nagyon nagy, de a klikkszama csak 2.

Létrehozott egy konstrukciot, amivel olyan grafokat lehet alkotni, amelyek klikkszama 2, a kromatikus szamuk pedig
barmilyen nagy lehet. Ezeket a grafokat Mycielski-grafoknak nevezzlk.

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Grafparaméterek, parositasok

A flggetlen ponthalmaz preciz definiciéjara mindjart ketté is van.
ime az egyik:

Egy G grafban fiiggetlen csticshalmaznak nevezzilk a csticsoknak az A C V(G részhalmazat, ha nincs olyan él,
amelynek mindkét végpontja A-ban van.

Es itt jon a masik:

Egy G grafban fiiggetlen csticshalmaznak nevezzilk a csticsoknak az A C V(G részhalmazat, ha az A 4ltal
feszitett részgraf nem tartalmaz élt.

Egy G grafban a fiiggetlen csticsok maximalis szamat (G )-vel jeldljik.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Egy G grafban aT' C V() ponthalmaz lefogé ponthalmaz, ha G minden élének legalabb az egyik végpontjaT'-
ben van.

Egy grafban a minimalis méretli lefog6é ponthalmaz eIemszémétT(G)-veI jeloljik.
A maximélis lefogé ponthalmaz pedig a graf 6sszes csicsa, és elemszama éppen|V (G) |=n.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Ha vesszik egy grafban a maximalis szamu fliggetlen pontokat és a minimalis szamu lefogé pontokat, akkor épp
megkapjuk a graf dsszes pontjat.

Ezt hivjuk elsd Gallai tételnek:
T(G)+ a(G) =n

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy G graf éleinek M részhalmaza fiiggetlen élhalmaz, ha M semelyik két elemének nincs kdzds végpontja.
Egy graf figgetlen éleinek maximalis szamat I/(G)-vel jeloljuk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy G graf éleinek R részhalmaza lefog6é élhalmaz, ha a graf minden csticsa valamelyik R-beli él végpontja.
Egy G grafban a lefogé élek minimalis szamat p(G)-vel jeléljuk.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Ha vesszik egy grafban a minimalis szamu lefogo éleket, és a maximalis szamu fliggetlen éleket, akkor a graf
minden pontjahoz pontosan egy él fog tartozni.

Ez Gallai masodik tétele:
Ha egy M cslcsu graf nem tartalmaz izolalt pontot, akkor
p(G) +v(G) =n

Megnézem a kapcsolddo epizédot

a(G) < p(G) v(G)=1(G)

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Egy G graf akkor és csak akkor paros, ha mindenG-ben szerepld kér paros hosszusagu.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy G grafban az E(G) élhalmaznak egy M részhalmazat parositasnak nevezziik, ha M semelyik két elemének
nincs kéz6s végpontja.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy G grafban az ey, €9, €3,. . ., €, élsorozat az M parositas javité tja, ha
1) a megadott élsorozat egy paratlan hosszu ut G-ben

2) az élek felvaltva elemi M -nek:

e € Mésey 1 & M

3) az Ut kezdd és végpontja nem illeszkedik semelyik M -beli élre sem

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a parositasokat nevezzik teljes parositdsoknak, ami a graf 6sszes csucsat lefedi.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy grafban akkor és csakis akkor Iétezik teljes parositas, ha barhogyan hagyunk el a grafbél néhany pontot, a
megmaradt grafban a paratlan komponensek szama nem tébb az elhagyott pontok szamanal.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Maximalis folyam, Ford-Fulkerson-algoritmus

Legyen X a V' (G)-nek egy olyan részhaimaza, ami S-t tartalmazza. Ekkor az X-b8l a V' (G) — X -be vezets
éleket (S, T") vagasnak nevezziik.

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Egy (S y T) vagas kapacitdsa, a vagasban szerepld élek kapacitasainak 6sszege.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

A Ford-Fulkerson algoritmus egy olyan algoritmus, amit a maximalis folyam megkeresésére hasznalunk. Az
algoritmus Iényege pedig az a javit6 graf, amit az eredeti hal6zat alapjan készitiink el. A javitd graf megmutatja
nekink, hogy milyen atvonalon tudjuk névelni a meglévé folyamot.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Legyen Gegy iranyitott graf és értelmezziink a graf élein egy ' — REI)— figgvényt, ami minden élhez hozzarendeli
a c(€e) nem negativ szamot, amit az é| kapacitasanak neveziink.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Legyen Gegy iranyitott graf és értelmezziink a graf élein egy /' — RS' flggvényt, ami minden élhez hozzarendeli
a c(e) nem negativ szamot, amit az él kapacitasanak nevezink.

Van tovabba két kitlintetett pont a grafoan, S (source = forras) ésT’ (target = cél).
Ekkora (G, S, T, c) egy halézat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A hal6zatban folyamnak neveziink egy olyan f(e) E— Rar flggveényt, amire teljesil, hogy barmely € élre
0 < f(e) < c(e) és barmely T-t61 és S-t6 kiilénbdz6 V csticsra:

ZVbe f(e) - ZVki f(e) =0

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy folyam értékének az
my =2 o F(€) =D g f(€)
szamot nevezzik.

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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A Ford-Fulkerson tétel azt mondja ki, hogy egy hal6zatban a maximdlis folyam mindig megegyezik a minimalis
vagassal.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Matrixok és vektorok

Egy nXk-as matrix tulajdonképpen nem mas, mint egy tablazat, aminek n darab sora és k darab oszlopa van.

pI.:A:(2 3 1)
5 1 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy matrixot egy szammal szorzunk, akkor amatrix 6sszes elemét meg kell szorozni a szammal.

5 7 -2 15 21 -6
pl.:3- =
2 2 1 6 6 3

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha egy matrixot osztunk egy szammal, akkor amatrix minden elemét osztani kell a szammal.

L) (20
3 1 1 5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két matrix 6sszeadasakor 6sszeadjuk az ugyanazon pozicidban lév8 elemeket. Két matrixot csak akkor lehet
6sszeadni, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

2 4 7 17 -2 3 11 5
p":(1 5 3)+(4 2 1 ):<5 7 4)
A matrixok 6sszeaddsa kommutativ, azaz
A+B=B+A4
Es asszociativ, azaz
(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két matrix kivonasakor kivonjuk az ugyanazon poziciéban l1évé elemeket. Két matrixot csak akkor lehet kivonni
egymasbdl, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

(2a T\ (17 2\_(1 -39
P“\1 5 3 42 1) =3 3 2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Két matrix szorzata akkor Iétezik, ha a bal oldalimatrix oszlopainak szdma megegyezik a jobb oldalimatrix sorainak
szamaval.

Ha az A matrix m x n-es a Bmairix pedig n x k-s, akkor az eredménymatrix m x k-s lesz.

Az eredménymatrix i-edik sordnak j-edik elemét ugy kapjuk, hogy a bal oldalimatrix i-edik sorat skalarisan szorozzuk
a jobb oldali mairix j-edik oszlopaval. (Tehat az els elemet az elsvel, a masodikat a masodikkal stb. szorozzuk,
majd 6sszeadjuk)

(3 4\ (2 4 T\_(10 32 33
P\1 5 15 3/ \7 20 22

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Két méatrixot csak akkor adhatunk éssze, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.
A matrix 6sszeadas kommutativ:

A+B=B+A

Es asszociativ:

(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A matrixszorzas nem kommutativ, azaz:
A-B£B-A

De asszociativ, azaz:
(A-B)-C=A-(B-C)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kvadratikus matrix négyzetes matrix vagyis ugyanannyi sora van, mint oszlopa.

2 3 5
pl:l1 4 1
2 1 1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A diagonalis matrix olyan kvadratikus matrix, aminek a f§atléjan kivili elemek nullak.

2 00
p: {0 4 0
0 0 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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Az egységmatrix olyan matrix, ami azt tudja, hogy barmely A matrixra A - I = A.

Az egységmatrixok olyan diagonalis matrixok, aminek minden f6atlé-eleme egy.

10
l: Iyp9 =
ot (10)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az inverz matrix jele A lesez egy olyan matrix, ami azt tudja, hogy

A- A1 =T (jobb inverz)
A1. A= (palinverz)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A transzpondlt a matrix sorainak és oszlopainak felcserélése. Jele AT vagy A*

pl.:
2 3 5 2 1 2
A=1|1 4 1 |=4T=|3 4 5
2 5 7 5 1 7

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a matrixokat, melyek transzponaltjuk dnmaga, szimmetrikus matrixnak nevezzik.

5 1 7 5 1 7
p:A=11 4 2|=AT=|1 4 2
7 2 6 7 2 6

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Vektort egy szammal Ugy szorzunk, hogy a vektor minden koordinatajat megszorozzuk a szammal.

1 3
P:3-1 3] =1 9
5 15

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Vektort egy szammal gy osztunk, hogy a vektor minden koordinatajat leosztjuk a szammal.
3
6 1

. 15 —

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két vektort Ugy adunk 6ssze, hogy minden egyes koordinatajukat kiilén-kiilén 6ssze adjuk.

2 4 6
PL.: 4 +12]=16
-1 7 6

Tulajdonségok:
kommutativ:a +b =b +a
asszociativ: (a +b) +c=a+ (b+¢)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két vektort Ugy vonunk ki egymasbol, hogy minden egyes koordinatajukat kiildn-kilén kivonjuk egymasbdl.

2 4 -2
PI.: 4 12| = 2
-1 7 —8

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A skalaris szorzat két vektor kdzti mlvelet, ami csinal bel8lik egy szamot.

3 4
P..a= [ 2 b=11
) 2

a’ - b=3-44+2-14+5-2=24
Tulajdonséagok:

T.a

S

kommutativ: QT . Q =

nem asszociativ: (a - ) T c#al- (QT . g)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI KEPLETGYUJTEMENY
23. OLDAL


https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/szamitastudomany-alapjai/matrixok-es-vektorok/vektorok

24. OLDAL
&5 MATEKING.HU - SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI KEPLETGYUJTEMENY

Két vektor diadikus szorzata egy matrix. Lassuk milyen.

3 4
Pl..a = | 2 b=11
5 2
12 3 6
a-b"=18 2 4)
20 5 10

Tulajdonséagok:
nem kommutativ
nem asszociativ

Megnézem a kapcsolodoé epizédot

1
1

Ha egy matrixot beszorzunk az l = .| vektorral, akkor az szépen 6sszeadja a matrixunk soraiban 1év6
1

elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy matrixot beszorzunk ale = ( 1 1 ... 1 ) vektorral, akkor az szépen dsszeadja a matrixunk
oszlopaiban 1év6 elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy matrixot megszorzunk jobbrél egy €, egységvektorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik oszlopat.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ha egy matrixot megszorzunk balrél egy €, egységvekiorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik sorat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Vektorterek, fliggetlen és dsszefliggd vektorok

AV nem res halmazt vektortérnek nevezzik a valés szamok felett, ha aV” halmazon értelmezve van egy
O0sszeadas nevd miivelet, agy, hogy minden V-beli v, és U, vektorhoz hozzérendellink egy ¥ + V4 vektort, ami
szintén eleme V-nek.

1. Az 8sszeadas kommutativ: barmely v, vy V-beli vektorra

Ut =0 +7

2. Az bsszeadas asszociativ: barmely V;, Vg, Vs V -beli vektorra

(v + ;) +v3 =20, + (v +v3)

3. Létezik nullelem: van onanQ V -beli vektor, hogy barmely v V-beli vektorra

v +0=0+v, =2,

4. Letezik ellentett: barmely U4 V beli vektorra létezik olyan —v4 V -beli vektor, hogy
v+ (—v) = —v;+ v, =0

Ertelmezve van egy skalarral valé szorzas nev( mivelet is Gigy, hogy mindenV -beli v, vektorhoz és barmely valos
szamhoz hozzarendeliink egy A- U vektort, ami szintén V -peli.

5. A skalarszoros asszociativ: barmely v, V-beli vektorra és A,  skalarra

(A-p) -0y =A- (1)

6. A skalarszoros disztributiv a vektorokra: barmely V4, U, V -beli vektorra és A skalarra
AU+ 22) = A v Ay

7. A skalarszoros disztributiv a skalarokra: barmelyv; V-beli vektorra és A, 4 skalarra
A+p)-v=Av+p-y

8. Egységszeres: barmely U V-beli vektorra és az 1 valos szamra

l-v, =v,

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Av,V9,V3,...,0, vekiorok linearisan fuggetlenek, ha
A .21_|_)\2 'Q2+>\3 '23+°'°+)\n'2n29
csak tgy teljestl, ha minden A; = 0

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Av,V9,V3,...,0, vekiorok linearisan 6sszefliggdk, ha
)\1 .21_|_)\2 °22+>\3 '23‘1‘""")\71'2”:9
tgy is teljestl, hogy van olyan A; # 0

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Egy V vektortérben avq,v9,03,...,0, vekiorok generator-rendszert alkotnak, ha minden W vektor a |4
vektortérben el6all w = Ay - v; + Ay Uy + A3 - U3 + -+ -+ A, - v, alakban.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

AvV{,v9,03,...,0, vekiorok fliggetlen rendszert alkotnak, ha
M+ Ae vyt A ug e Ay, =0
csak tgy teljestl, ha minden A; = 0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A bazis fliggetlen generatorrendszer.

A bazis minden vektort egyértelmien elsallit, mig /2% -ben azok a generator-rendszerek pedig, amelyek 72-nél tébb
vektorbdl dlinak, minden vektort végtelensokféleképpen.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy vektorrendszer rangja a benne I1évé fliggetlenvekiorok maximalis szama. R3-bana rang példaul maximum
harom lehet.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A V vektortérnek W altere, haW C V és W maga is vektortér a V-beli miiveletekre.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A legfeljebb n-ed foku polinomok vektorteret alkotnak az 6sszeadéas és a skalarral val6 szorzas miveletekre.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A V1, V9,...U vekiorok altal generdlt altér ezen vektorok linedris kombinacidja.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy vektor akkor allithatd egy vektorrendszerrel, ha el6all azonvektorok linearis kombinacidjaként.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Linearis egyenletrendszerek, matrixok rangja és inverze

Egy egyenletrendszer egyUtthatomatrixa az x-ek egyutthatéibdl allé matrix.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A Gauss-eliminacié egy linearis egyenletrendszerek megoldasara hasznalt algoritmus.

Az elimin&cié Iényege, hogy egyenletrendszeriinket visszavezetjik vagy valamely haromszdg- vagy atlésmatrix
alakra.

A Gauss-eliminacié megengedett 1épései:

e Két sort (egyenletet) felcserélhetiink
e Egy sort (egyenletet) nem nulla szdmmal szorozhatunk
® FEgyik sorhoz (egyenlethez) hozzdadhatjuk egy masik sor (egyenlet) nem nulla szamsorosat

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az elemi bazistranszformacié (Szuper-Gauss) a lineéris egyenletrendszerek megoldasanak egy algoritmikus maédija.
1. lépés: a general6 elem valasztasa

Csak x-es oszlopbdl és e-s sorbdl valaszthatunk general6 elemet, nullat nem valaszthatunk és lehetbleg 1-et vagy
minusz 1-et érdemes.

2. 1épés: a bazistranszformacio
A general6 elem sorat osztjuk a general6é elemmel, oszlopat elhagyjuk.

A tébbi elembdl kivonjuk a generalé elem neki megfelel sordban és oszlopaban Iévé szamok szorzatat, osztva a
generaléelemmel.

3. 1épés: megint general6 elem valasztas
Ujra és tjra végrehatjuk a bazistranszforméaciét, amig az 6sszes oszlop el nem téinik
4. |épés: az utolso transzformécid és a megoldas

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Az elemi bazistranszformacié (Szuper-Gauss) a linearis egyenletrendszerek megoldasanak egy algoritmikus maédija.
1. lépés: a general6 elem véalasztasa

Csak x-es oszlopbdl és e-s sorbdl valaszthatunk general6 elemet, nullat nem valaszthatunk és lehetbleg 1-et vagy
minusz 1-et érdemes.

2. lépés: a bazistranszformacio
A general6 elem sorat osztjuk a general6é elemmel, oszlopat elhagyjuk.

A tébbi elembdl kivonjuk a generalé elem neki megfelel sordban és oszlopaban Iévé szamok szorzatat, osztva a
generaléelemmel.

3. |épés: megint generald elem vélasztas
Ujra és tjra végrehatjuk a bazistranszforméaciét, amig az dsszes oszlop el nem tdinik
4. |épés: az utolso transzformécid és a megoldas

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy egyenletrendszernek tébb az ismeretlene, mint ahany egyenlete van, akkor az egyenletrendszernek nincs
egyértelml megoldasa.

Bazistranszformacioval, ha maradnak €-s sorok ahol mar nem tudunk generalo elemet valasztani, olyankor mindig
végtelen sok megoldas van, vagy nincs megoldas.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy egyenletrendszerben két olyan egyenlet szerepel, ahol az ismeretlenek egyiitthatéi megegyeznek, de mas az
eredményik, akkor az ellentmondé egyenletrendszer, aminek nincs megoldasa.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

A bazistranszformacié soran fent maradt x-ek Ugynevezett szabadvaltozok. A szabadsagfok a szabadvaltozék
szama, tehat ahany x; fént marad.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A Gauss-Jordan eliminaci6é a Gauss-eliminacio pro valtozata. A dolog Iényege az, hogy nemcsak a vezéregyesek
alatt nullazzuk ki, hanem felettlk is. El6nye, hogy igy a megoldasok az eliminacié végeztével egybdl leolvashatok.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy matrix oszloprangja az oszlopvektorai kbzil kivalaszthaté flggetlenvekiorok maximalis szama.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy matrix sorrangja a sorvektorai kdzUl kivalaszthaté fliggetlenvekiorok maximalis szama.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A matrix rangja amatrix Gauss eliminacié soran keletkezett vezéregyeseinek szadma, amely megegyezik amatrix
sorrangjaval vagy oszlopvektoraval

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy métrixot teljes oszloprangunak nevezlink, hogyha az oszlopvektorai linearisan fliggetlen rendszert alkotnak.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy maétrixot teljes sorrangunak neveziink, hogyha a sorvektorai linearisan fliggetlen rendszert alkotnak.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Bérmely métrixot fel lehet bontani két olyanmatrix szorzatara, amelyek k6zll az egyik teljes oszloprangu, a masik
pedig teljes sorrangu. Ezt bazisfelbontasnak hivjak, és egy kiss Gauss-Jordan eliminaciéval tudjuk elkésziteni.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a Gauss-eliminacio segitségével tgy allithatjuk els, hogy megoldjuk az Az = b
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot. Az eliminacids lIépéseket addig kell végezni, amig
az egységmatrixot nem kapjuk az A helyén, a b helyén keletkezett matrix pedig az A matrix inverze lesz.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a bazistranszformacio segitségével ugy allithatjuk el6, hogy megoldjuk azAx =10
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a Gauss-Jordan eliminacio segitségével gy allithatjuk el6, hogy megoldjuk azAx = b
egyenletrendszert agy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az inverz kiszamolasa rettent6 egyszer( dolog. Minddssze annyit kell tenniink, hogy felirjuk a matrixot a szokasos
tablazatba, és mellé irjuk az egységmatrixot. Ezek utan jon a bazistranszformacié. Ha nem tudjuk mindegyik x-et
levinni, akkor nincs inverz. Ha mindet le tudjuk vinni, akkor van.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Determinans, sajatérték, sajatvektor

Ha az A egy n & n-es matrix, akkor determinansa

— I n
det(A) =3, (—1)'®) - T, ayg)
ahol p az oszlopindexek permutacioi, I(p) pedig ezen permutaciék inverziészdma.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy 2x2-es matrix determinansa:

A:(“ Z) det(A)=det<a Z)za-d—b-c

C C

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A 3x3-as matrixok determinansanak kiszamolasara van egy szabaly, ami szarrusz szabaly néven ismert. A szabaly
lényege, hogy fogjuk a matrixot és leirjuk sajat maga mégé még egyszer, majd vesszlk a f6atlékat és a mellékatiokat,
igy

det(A) = —ay3a9a3; — a11a93a37 — G12091 33 + Q11092033 + Q1209331 + Q1302 Q39

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Haaz A egy nxn-es matrix, akkor determinansa

aii aio .o aip

a a cee @
A= 21 22 2n

Anp1 Ap2 oo Qpp

det(A) = Z?Zl(—l)”jaij - det(A4;5)
Itt det(A;;) az a;; elemhez tartozo aldeterminans.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az A matrix determinansa nulla, ha

® van csupa nulla sora

® van két azonos sora

® egyik sora a méasik sor szdmszorosa

® egyik sora mas sorok linedris kombin&cidja
® mindez sor helyett oszlopra is elmondhat6

Determinansok szorzasi tétele:
det(A - B) = det(A) - det(B)
det(A*) = det(A)*

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Azokat a matrixokat nevezzik szingulérisnak, amelyek determindnsa nulla.

Az A matrix szingularis:

det(A) =0
Nem létezik A1 inverz matrix
RANG<n

Az A matrix oszlopvektoraibdl allé vektorrendszer linearisan 6sszefliggd
Az A - T = Q egyenletrendszernek vagy végtelen sok megoldasa van vagy nincs megoldasa
Az A- = 0 homogén lineéris egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Azokat a matrixokat nevezzik regularisnak, amelyek determinansa nem nulla.

Az A matrix regularis:

det(A) #0
Létezik A1 inverz matrix

RANG=n

Az A matrix oszlopvektoraibdl allé vektorrendszer linearisan fliggetlen

Az A - = b egyenletrendszernek csak egy megoldéasa van

Az A - T = Q homogén lineéris egyenletrendszernek csak egy megoldasa van (a trivialis megoldas)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Cramer szabaly szerintaz A - T = Q egyenletrendszer megoldésai a kdvetkez6képp alinak eld:

_ det(A)
T = det(ff)

ahol det(Ak) annak a matrixnak a determinénsat jelenti, hogy az A matrix k-adik oszlopat kicseréljik aQ vektorral.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Ha egy nxn-es matrixnak van n darab fliggetlen sajatvektora, akkor létezik a matrixnak egy Ugynevezett diagonalis

alakja.

A diagondlis alak igy néz ki:

M 0 ... 0
ding(4) — 0 X ... 0
0 0 ... A,

a f6atléban vannak a sajatértékek és az dsszes tébbi elem nulla.

A diagonalis alakot a kdvetkez6 médon allitjuk elé:
diag(A) =X 1-A4-X
tX=(v; vy ...v,)

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy nxn-es matrixnak van n darab fliggetlen sajatvektora, akkor létezik a matrixnak egy Ugynevezett diagonalis

alakja.

A diagondlis alak igy néz ki:

M 0 ... 0
ding(4) — 0 X ... 0
0 0 ... A

a f6atléban vannak a sajatértékek és az dsszes tébbi elem nulla.

A diagonalis alakot a kdvetkez6 médon allitjuk elé:
diag(A) =X 1-A4-X
X =(v; vy ...v,)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha egy nxn-es matrixnak van n darab fliggetlen sajatvektora, akkor létezik a matrixnak egy Ugynevezett diagonalis

alakja.

A diagondlis alak igy néz ki:

M 0 ... 0
ding(4) — 0 X ... 0
0 0 ... A,

a f6atléban vannak a sajatértékek és az dsszes tébbi elem nulla.

A diagonalis alakot a kdvetkez6 médon allitjuk elé:
diag(A) =X 1-4-X
tX=(v; vy ...v,)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha az A matrix egy 7 x 11-es diagonalizalhaté matrix, akkor a sajatfeloontasa:

A=X-diag(A)- X1

It X = (21 V9 ... U, ) vagyis egyszerlen ugy keletkezi, hogy a sajatvektorokat fogjuk, és leirjuk egymas
mellé és

M 0O ...00
diag(A) = 0 X ... O

0 0 ... )\,

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A spektrélfelbontas segitségével kdnnyebben hatvanyozhatunk:
A" = X - (diag(A))" - X1

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Egy matrix sarok féminor matrixai amatrix bal fels§ sarkatdl kezd6dé sarok matrixok determinénsai.

2 3 5 1
Pl A= 47 21

2 1 14

35 1 7

elsé sarokféminora a 2-es

masodik sarokféminora a bal fels¢ 2x2-es determinans

det (2 3)=2.7_3.4-9
47

és igy tovabb

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy matrix féminor matrixai a matrix bal fels6é sarkatél kezd6dé sarokmatrixok determinansai.

2 3 5 1
Pl A= 47 21

2 1 14

35 1 7

els féminora a 2-es

masodik féminora a bal fels6 2x2-es determinans

det (2 3)=2.7_3.4-9
47

és igy tovabb

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az A nxn-es matrix pozitiv definit, ha minden A sajatérték: A>0.

Vagy ha minden sarokféminor pozitiv.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az A nxn-es matrix negativ definit, ha minden A sajatérték: A < 0.
Vagy ha a sarokféminorok véaltakozva — + —- de minusszal indul.

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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Az A nxn-es matrix pozitiv szemidefinit, ha minden A sajatérték: A>0.
2x2-es matrixoknal, ha az elsd sarokféminor pozitiv, a masodik nulla.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az A nxn-es matrix negativ szemidefinit, ha minden A sajatértek: A<0.
2x2-es matrixoknal, ha az els6 sarokféminor negativ, a masodik nulla.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az A nxn-es matrix indefinit, ha van A és Ay sajatérték, hogy A; > 0és Ay < 0.

Ha det(A) 75 0 és nem pozitiv vagy negativ definit, akkor indefinit.

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Ha A nxn-es szimmetrikus matrix és & egy vektor R"-ben, akkor a
Qlz)=z"-A-z

kifejezést kvadratikus alaknak nevezzik.

Azért hivjuk kvadratikusnak vagyis négyzetesnek, mert ez mindig egy homogén masodfoku kifejezés.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

AQ(z) = z* - A - x kvadratikus alak

pozitiv definit, ha minden 7 0 vektorra Q(z) > 0

negativ definit, ha minden # 0 vektorra @ (z) < 0

pozitiv szemidefinit, ha minden 7 0 vektorra Q(z) > 0

negativ szemidefinit, ha minden & 7 0 vektorra Q(z) < 0

indefinit, ha van olyan  # 0 ésY # 0, hogy Q(z) < 0és Q(g) >0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Linearis leképezések

A @ leképezest linearis leképezéesnek nevezzik, ha barmelyv,, vy € V1 vektorokra és A € R szamra teljesdl,
hogy

P(v; +v9) = @(v;) + p(vy)
p(A-v) =A-p(v)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A V] — V; linearis leképezésnél V5 -nek azt a részét, amely a leképezés soran el6all, a leképezés képterének
nevezzilk és Im-vel jeldljik.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A nullvektorbdl minden linearis leképezés nullvektort csinal, vagyisQ képe mindig Q de el6fordulhat, hogy mésVl-
beli vekiorok képe is nullvektor lesz. Ezenvektorok halmazat nevezzik a leképezés magterének és Kergo-vel
jeldljik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A képtér és a magtér dimenzidja 6sszesen éppen kiadjaV1 dimenzidjat.
Ezt az dsszefliggést dimenzidtételnek nevezziik:
dim(Keryp) + dim(Imyp) = dim(V])

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Minden linearis leképezést jellemezhetiink egy matrixszal. Valéjaban mindegyiket végtelen sok matrixszal
jellemezhetjlik, ezek a matrixok pedig ugy keletkeznek, hogy vesziink egy tetsz6leges bézistVl-ben ésa
béazisvekiorok képeit egymas mellé irjuk.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A @ leképezésben minden vektor képét igy kapjuk:

p(v) = (P -v

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy leképezésnek pontosan akkor létezik inverze, ha a (So)b matrixnak létezik inverze, és az inverz leképezés
matrixa:

@~ matrixa (@), !

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A @ O L leképezés matrixa:

(o= () (1)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Ha egy nxn-es matrixnak van n darab fliggetlen sajatvektora, akkor létezik a métrixnak egy ugynevezett diagonalis
alakja.

A diagondlis alak igy néz ki:

N O ... 0
ding(4) — 0 X ... 0
0 0 ... \

a f6atléban vannak a sajatértékek és az 6sszes tébbi elem nulla.
A diagonalis alakot a kdvetkezd médon allitjuk elé:

diag(A) =X 1-4-X

tX=(v; vy ...v,)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A @ linearis leképezésnek an QQ e Qn bazisban felirt matrixat agy kapjuk meg, hogy a bazis/ektorok képeit
egymas mellé irjuk:

(©)o = ((b1) (by) ¢(b3) .. ¥(by,))

Barmilyen bazist is valasztunk is Vl-ben, a leképezés matrixa mindig egy nxn-esmatrix lesz. Ha ennek a matrixnak
van n darab flggetlen sajatvektora, akkor ezek a sajatvekiorok szintén egy bazist alkotnak Vl-ben, amit
sajatbazisnak nevezink.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

AV} — V, lineéaris leképezést masnéven homomorfizmusnak is nevezziik. Ezek a homomorfizmusok és azok
matrixai maguk is egy vektorteret alkotnak, ezt a vektorteret I-Iom(V1 , V2 )-nek nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha A és B olyan matrixok, hogy létezik egy C matrix ugy, hogy
A=C1.B-C
akkor a két matrix egyméashoz hasonlé.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Oszthatésag

Az a és b szam legnagyobb kdzds osztja az ad pozitiv szém, amired | a és d | b, és e kdzds osztok kdzil ez a
legnagyobb.

Jelélés:d = (a,b)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a és b relativ primek, ha (a,b) =1

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Haa | césb|cés(a,b) =1akkorab | c
Hac | abés (a,c) = lakkorc | b

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

A nullatél és az egységszorzoktol kildnbdz6 6sszes 11 egész szam felbonthaté primek szorzatara a sorrendtél és az
egységszeresektdl eltekintve egyértelm(ien.

n= p‘l)‘1 . ng ----- pgk aholke Z+*
Itt k a felbontasban szerepld kildnbdz8 primek szama.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy p szam prim, ha
plab=pl|avagyp|b

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy g szam felbonthatatlan, ha nem Iétezik olyan egységts! killonbozéa és b szam, hogy ¢ = ab

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Euklideszi algoritmus & Diofantoszi egyenletek

Az euklideszi algoritmus egy formanyos moédszer két szam legnagyobb kézds osztéjanak kiszamolasara.
a és b szamokra igy néz ki az algoritmus:

a=¢q -b+mr

b=gy - +m

TT =¢q3 Ty + T3

Tn2 =0qn Tn-1+Tp

Tn1=Gnt1 " Tn+0

A legnagyobb kdz6s oszté az utolsé nem 0 maradék (r°,).

Az euklideszi algoritmussal tovabba a két szam legnagyobb kdzds osztoja kifejezhetd a két szam segitségével:
D=a-a+pB-b

Itt ID a legnagyobb k6zds oszté.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A Diofantoszi egyenletek igy néznek ki:
ax +by=c
ahola,b,c € Zésx,yc Z

Megoldasukat azzal kezdjik, hogy kiszamoljuk a és b legnagyobb kdzds osztéjat: D, és ezzel végig osztjuk az
egyenletet, igy kapjuk az

Ax+ By=C
egyenletet, ahol (4, B) = 1.

A masodik 1épés, hogy az euklideszi algoritmus segitségével kifejezzUkA és B legnagyobb kozds osztojat, ami az 1,
igy

a-A+pB-B=1

egyenletet kapunk.

Ezt az egyenletet beszorozva Cvel megkapunk egy megoldast:
(@-C)-A+(8-C)-B=C

Az altalanos megoldasokat a kdvetkez§ alakban kapjuk meg:
r=a-C+k-B

y=p8-C—k-A

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Kongruenciak

Haa ésb ugyanazt a maradékot adja 7711-mel osztva, akkor azt mondjuk, hogy @ és b kongruensek modulo 1M1, és ezt

a tényt igy jeldljuk:
a =bmod m

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Reflexiv:

a =amodm

Szimmetrikus:
a=bmodm = b=amodm

Tranzitiv:

a=bmodmésb=cmodm=a=cmodm
Osszefiiggés dsszeadasra:
a=bmodmésc=dmodm=a+c=b+dmodm
Osszefliggés szorzasra:
a=bmodmésc=dmodm=a-c=b-dmodm

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Legyenek a és b egész szamok és 1 pozitiv egész szam.
Ekkor
a=bmodm,ham |a—b

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

a=bmodm=-a-c=b-cmodm
a-c=b-cmodm=a=bmodm (m,c)=1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy adott 72 modulus esetén az a-val kongruens elemek halmazat az a altal reprezentalt maradékosztalynak

nevezzik.

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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Egy mod 1 modulus esetén az 1m1-hez relativ prim elemekbdl allé maradékosztalyokat redukalt maradékosztalynak
nevezzuk.

A redukalt maradékosztalyok szamat a ¢(1m) szamelméleti fiiggvény irja le.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Az euler féle  fliggvény azt adja meg, hogy hany 711-nél nem nagyobb, 171-hez relativ prim pozitiv szam létezik.

Ha p prim, akkor

p(p)=p—1

o(p* =p* —p*!

Es ha

m=pp... . PO

akkor

o(m) = (5 =) oo (o — )
Tovabba

p(ab) = ¢(a) - p(b)

Megnézem a kapcsolédd epizddot

a?™ =1 mod mha(a,m) =1

Megnézem a kapcsolddo epizédot

a? = a mod p ha p prim

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A linearis kongruenciak igy néznek ki:
ax = bmod m

Es érdemes megjegyezni, hogy csak akkor oldhaték meg, ha(a,m) | b.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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A lineéris kongruenciak igy néznek ki:
ax =bmodm

Megoldas csak akkor étezik, ha (a,m) | b.

A megoldas menete a kdvetkezd:

1. Iépés: Redukélunk

a;x =b; mod m

2. lépés: Leosztunk aq -gyel, de bl-et lélekben fel kell erre késziteni
A megoldasok szama: (@, M)

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az RSA Iényege, hogy a titkositas kulcsa nyilvanos, vagyis azt barki ismerheti. Csak a dekddolas kulcsa az, ami
titkos.

Az alapétlete a kdvetkez6:
Vesziink két j6 nagy primet, p-t és g-t amit csak mi ismer(ink, ezek titkosak.
Elkészitjik az N = p - ¢ szamot és (N )-et, amit csak mi ismerink.

Ha p és q tébbszazjegyl primek, akkor IN primfelbontasa a jelenlegi szamitégépekkel tdbb ezer évig tartana, és igy
(V) kiszamolésa is lehetetlen.

Végill mér csak egy dolog kell, egy € kitevs, amire teljesiil, hogy (€, p(IN)) =1
Ezt kdvetben jon a titkositas.
A visszafejtéshez pedig az Euler-Fermat tétel kell, aminek segitségével megalkotjuk ad megfejté kulcsot.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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