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Fourier sorok

A Fourier sor a 27T szerint periodikus fiiggvények egy specidlis fliggvénysora:
ap + > o, a, cosnx + b, sinnz
ahol az agynevezett Fourier-egyUtthaték:
_ 1 C+2or _ 1 C+2n _ 1 C+2r .
a =5 Jo  fl@)dr ay=1 [ f(z)cosnzdr b, =+ [, f(x)sinnz dz

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

b
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https://www.mateking.hu/analizis-2/fourier-sorok
https://www.mateking.hu/analizis-3/fourier-sorok/mik-azok-a-fourier-sorok
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Interpolacidés polinomok

Az interpolacié egy kdzelit6 modszer, amely a fliggvény ismert értékei alapjan ad kézelitést a nem ismert értékeire.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A Lagrange-féle interpolacios polinom megadja azt a polinomot, amely Z1-ben Yy -et, £o-ben Yo -t és igy tovabb x,, -
ben y,, értéket vesz fél. Altalanosan igy tudjuk legyartani:

(33') - Z] 1 Hk#] ;]—wzkk "Yj

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A Newton interpolacio elsé Iépése, hogy elkészitjik a Newton-egyltthatokat:

N_y2y1 N_y3y2 N_Z‘/4Z/3

2741 342 443

N, = =M A Nl
4 T3 — Ty —y

_ Ny—Ny
Ng = T Ty

A polinomot pedig igy kapjuk meg:
Pz)=y1 + Ni(x —x1) + Ny(z — 1) (z —22) + Ny (x — 1) (2 — 22) (T — x3)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Hermite interpol&ci6 abban k[]lbnbéz(jik a Lagrange és Newton féle interpoléciéktél hogy azL1, LYy« « 9Ly

A keresett polinomfliggvény mindig egyel kisebbfoku lesz, mint az interpolaciés pontok szama &) és a kovetkez
alakban keressik:

f(@)=ap_12F 1 +ap_ox* 2+ +ayz+ag

A polinom egydutthatéit Ugy kapjuk meg, hogy az ismert adatokat behelyettesitjiik és egy egyenletrendszert alkotunk
bel6le, amit pl. Gauss eliminaciéval megoldhatunk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha az f fuggvény n + 1-szer derivalhaté az &1, T, . . . , &,, és T altal kifeszitett I intervallumon, akkor az
interpolacio6 hibaja:

(n+1) "
Bo(2) =L [ (-m) &el

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Differencialegyenletek

A differencialegyenletek olyan egyenletek, amiben az ismeretlenek fliggvények. Az egyenletben ezeknek a
fuggvenyeknek a kulénb6z4 derivaltjai és hatvanyai szerepelnek.

Ha ez a bizonyos fliggvény egyvaltozds, akkor a differencidlegyenletet kézénséges differencialegyenletnek nevezzik,
ha a figgvény tébbvaltozds, akkor parcidlis differencidlegyenletnek.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A rend azt mondja meg, hogy a fliggvény maximum hanyadik derivaltja szerepel az egyenletben.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha az ismeretlen fliggvény és derivaltjai csak elsé fokon szerepelnek a differencialegyenletben, akkor az egyenlet
linearis.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A szeparabilis differencidlegyenlet igy néz ki:

f(z) dz = g(y) dy

Megoldasanak menete pedig a kévetkez4:

d
Az y’-t lecseréljik arra, hogy d_a?j
Aztan jon a szétvalasztas: mindeny-os dolgot a dy-os oldalra visziink és mindenZ-eset a dz-es oldalra.
Ezt kdvet6en mindkét oldalt integraljuk és megkapjuk a megoldast.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy differencialegyenlet homogén fokszamu, ha Y = U helyettesités utan minden &-es tag kitevéje megegyezik.

A homogén fokszamu differencidlegyenletek megoldadsanak menete a kdvetkezé:

El8szor elvégezzik az y(:r:) = :Eu(il:) (réviden Yy = u) helyettesitést, ekkordy =u-dz+ z-du.
igy ez az egyenlet mar szeparabilis, igyhogy johet a szétvalasztas.
Megoldjuk a szeparabilis egyenletet, aholy helyett most U-ra hajtunk. Es amikor & mar megvan, visszacsinaljuk Y-ra.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A p(z,y)dz + q(z,y)dy = 0 differencidleayenlet akkor egzakt, ha pj,(z,y) = g (T, ), réviden g—zy) = g—i.

Az egzakt egyenletek megoldasa F'(x,y) = C, ahol F(z,y) = p(x,y) é¢s Fj)(z,y) = q(z,y)
A megoldast intgeralassal kapjuk:
F(z,y) = [p(z,y) dz

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha a differencialegyenlet nem egzakt, akkor megprébalhatjuk egzakita tenni egy integrald tényezd segitségével.

Az integralé tényez6 megtalalasahoz els6ként kiszamoljuk ezeket:

% %
& ér [ oz
Y és Y

p q

Ha ezek kdzll az els@ csak y-t tartalmaz, vagy a masodik csak x-et tartalmaz, nos olyankor van remény az integral6
tényez6 megtalalasara.

Az integralé tényezé:
u = e_ff(y) dy Vagyu — efg(w) dz

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az elsérendli linearis differencialegyenlet altalanos alakja ugy néz ki, hogy van benne egyy’, és van benne egy
els6foku y.

y' +yP(z) = Q()

Megoldasanak menete pedig a kdvetkez:

Kiszamolunk egy ’U(:I:) flggvényt:

v = el Plz) dz

Beszorozzuk az egyenletet v(az)-el, hogy a bal oldal egy szorzat derivaltja legyen.
y'v+yvP(z) = vQ(x)

Végil mindkét oldalt integraljuk.

[(yv) dz = [vQ(z) dz

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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A konstans varialas médszere egy megoldasi médszer az elsérendd lineéris differencidlegyenletekhez.
Elsd 1épésként megoldjuk az igynevezett homogén egyenletet, ami ez:

y' +yP(z)=0

A homogén egyenlet megoldasa:

Yy = Ce~ JP(z) dz

Ezt kdvetben jon a konstansok varidlasa, azt mondjuk, hogy a megoldasban szerepl8 konstans legyen egyC(zc)
figgvény. Es ezt a C(x) fiiggvényt agy varidliuk, hogy ha behelyettesitjiik az egyenletbe, akkor épp az inhomogén
egyenlet jobb oldalat kapjuk.

y= C(:c)e_ J P(z) dz
Az egyenlet megoldasat Uigy kapjuk meg, hogy a homogén megoldasban C' () helyére beirjuk, ami kijott.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az elsérend( linearis allando egyutthatds differencidlegyenlet egy specialis esete a linearis elsérendl egyenleteknek.
Azért hivjak allandé egyiitthatésnak, mert a P(:C) flggvény ilyenkor valamilyen konstans, mondjuka.

Y +ay = Q(x)

Az &ltalanos megoldasa ugy jon ki, hogy a homogén megoldashoz hozzdadjuk a partikularis megoldast.

A homogén egyenlet: y' + ay = 0
A homogén megoldas: 7y = Ce 9%
Az altaldnos megoldas: homogén megoldés + partikularis megoldas

A partikularis megoldast prébafliggvény modszerrel keressiik meg. Az, hogy mi is lesz a partikularis megoldas, ez
mindig a jobb oldali figgvénytdl flgg:

Q(x) = masodfoka polinom:y, = Ax? + Bz + C

Q(x) = harmadfokd polinom:y,, = Ar® + Bx2 +Cz+ D
Q(z) = exponencidlis kifejezés: Yp = Ae®®

Q(x) = szinusz vagy koszinusz:y, = Acosax + Bsinax

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Rezonanciérél beszéliink, ha az elsérendlilineéris alland6 eqydtthatds differencidlegyenlet partikularis megoldasaban
szerepel €** és a kitevSje éppen megegyezik a homogén megoldas kitevjével.

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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A mésodrend( lineéris allandé egyltthatés homogén differencidlegyenlet altalanos alakja:

ay’ +by' +cy=0

A megoldas lépései:

El6szér megoldjuk a karakterisztikus egyenletet.

Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbdzé valés megoldasa vanry és 7' akkor y = Cj €% + Cye?®
Ha a karakterisztikus egyenletnek egy valés megoldasa van akkory = C €™ + Cyxe™

Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbozé komplex megoldasa vanry; = A + Biésry = A — Bi akkor
y = e42 (C] cos Bz + C; sin Bz)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A masodrend lineéris alland6 egyutthatés inhomogén differencialegyenlet altalanos alakja:
ay” + by’ +cy =Q(z)

A megoldas lépései:

El6szo6r megoldjuk a karakterisztikus egyenletet:ar2 +br+c=0.
Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbdzd valos megoldasa vanry és 79 akkor y = C €% + Cyem?®
Ha a karakterisztikus egyenletnek egy valés megoldasa van akkory = C; e + Cyxe™

Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbozé komplex megoldasa vanry; = A + Biésry = A — Bi akkor
y = e42 (C} cos Bz + C, sin Bz)

Ezzel megkapjuk a homogén megoldast.

A partikularis megoldast prébafliggvény modszerrel végezziik:

Qz) = polinom: Y, = A"+ A, jxv 1+ -+ Az + A
Q(z) = exponencidlis kifejezés: Yp = Ae®

Q(x) = szinusz vagy koszinusz:y, = Acosax + Bsinazx

Az altalanos megoldas a homogén megoldas és partikularis megoldas ésszege.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Differencialegyenletek, izoklinak

Azon pontok halmazat, melyekben a megoldasfliggvények meredeksége egy adott szammal egyenl§, a
differencidlegyenlet izoklindjanak nevezzik.

Azy' = f(z,y(x)) izoklindinak egyenlete:

f(z,y(z)) =K

Megnézem a kapcsolddoé epizédot
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Laplace transzformacio

Az f(x) fuggvény Laplace transzformaltja a kdvetkez§ integrélés:

f(x) = F(s) = [;° f(x)e = d=

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Néhany fliggvény Laplace transzformalija:

f@)=C— F(s)=¢

fiw) =2 = Flo) = 24

flz)=e= = F(s) =

f(z) =sin (az) — F(s ):32%12

(o) = cosaz) = Pls) = 25

fla) = e F(s) = 2

f(z) = e sin (be)  F(s) = —L—

fl@) = e cos (ba) = F(s) = =
fl) = sin (az) > F(s) = 2

f(z) = zcos(az) — F(s) = (iﬁj 2

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Néhany fliggvény inverz Laplace transzformaltja:

F(s)=<— fz)=C

F(s)=-"" — f(z) =z"

(8) = 35
F(s)=-L = f(z) =e®
F(s) = L5 — f(x) = sin(ax)
F(s) = 327 — f(x) = cos(ax)
F(s) = o = f(a) = are”
F(s) = m — f(x) = e* sin (bx)
F(s) = ﬁ — f(x) = e*® cos (bx)
F(s) = (321“:2)2 — f(x) = zsin(az)
F(s) = S, f(x) =z cos(ax)

(s2+a?)?

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Paraméteres gorbék

A ciklois egyenlete:
z = R(—sinu+u) y=R(—cosu+1)
U= %t

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A paraméteres gorbe egyenlete a gérbén mozgé pont pillanatnyi koordinatait irja le.
r=x(t) y=y()

A paraméteres gorbe derivalasaval kapjuk av(t) sebességvektort, ami minden idépillanatban megadja a gérbén
mozgd PP pont sebességének iranyat és nagysagat:

v(t) = (@ @),y'®) o) [= V(') + [v'(?))*

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A gorbe ivhossza a ty és t; id6pillanatokhoz tartozé pontok kdzot:

L= [ J@OF T WO di

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az T(t) paraméteres gorbe elsé derivaltja a gérbe érintévektora vagy mas néven sebességvektora.

Hogyha ezt elosztjuk a sajat hosszaval, akkor egy egységnyi hosszu vektort kapunk, amitI -vel jeldlink.

()
T=

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az r(t) paraméteres gbérbe masodik derivaltja a gérbe gyorsulasvektora. Ha ezt elosztjuk a sajat hosszaval:

N =S

[ (2)]
Az igy keletkez8 egységnyi hosszu vektor a gérbe fénormalisvektora.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Binormalisvektornak nevezzlk a gérbe sebességvektoraval és gyorsulasvektoraval alkotott szorzatot:

B(t) = T(t) x N(t)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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AT(t), N(t) és B(t) vekiorok egyilttes elnevezése kiséré triéder.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az T(t) paraméteres gérbe méasodik derivaltja a gyorsulést irja le. Ezek avekiorok egy sikot feszitenek ki, ezt a sikot
a gbrbe simulésikjanak nevezziik. A simulésik normalvektora éppen 77 (t) < 1 (t).

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A gbrbiilet azt irja le, hogy a simulésikon belil milyen erésen kanyarodik a gérbe. A térgérbék azonban nem csak a
simulésikon belll kanyarodnak, hanem kézben ki is csavarodnak abbdl. Azt, hogy egy térgérbe éppen milyen
ttemben csavarodik ki a simulésikjabdl, a torzio irja le.

Hogyha egy gérbe minden pontjaban nulla a torzid, az annak a jele, hogy ez a gdérbe egy sikgdrbe. Egy gbérbe akkor
tud kilépni a simuldsikjabdl, ha a torzié legalabb egy pontban nem nulla. Vagyis olyankor, ha a gérbe elmozdul a
binormalis vektor irdnyaban is. A torzié kiszamitdsahoz sziikséglnk van a gérbe harmadik derivaltjara:

() Y 2]

det | () ') 20)

_ (T’(t)xr”(t))-r”’(t) _ :L""(t) y”’(t) z’”(t) ]
v (£) > (t) 2 i J E e

det [2/(t)  yft) ()
M (t) y" (t) 2 (t)

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az7(t) = (x(t),y(t)) paraméteres gérbe gérbillete:
_ POxr @) )y )y @) ()]
V@ )+ )

)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Hogyha a gérbének egy PP pontjaban Iétezik nem nulla gérbiilete, akkor azt a kért, amel aP-ben érinti a gorbét és a
gorbiilete megegyezik a gérbe P-beli gorbiiletével és a kdzéppontja a gdrbe konkav részében talalhato, a gérbe P
pontbeli simulékdrének nevezziik.

A simuldkér sugarat a gorég ré betlivel jeldljik, és

p=r

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A simuldkérok kdzéppontjai altal kirajzolt alakzatot evolutanak hivjuk.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Ha az ellipszis fél-nagytengelyének hossza a, fél-kistengelyének hossza b, akkor egyenlete:
z2 2 _
%=1

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Ha a hiperbola fél-nagytengelyének hossza a, fél-kistengelyének hossza b, akkor egyenlete:

Megnézem a kapcsolddo epizédot

K
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Sikbeli és térbeli leképezések és matrixaik

A @ leképezest linearis leképezéesnek nevezzik, ha barmelyv,, vy € V1 vektorokra és A € R szamra teljesdl,
hogy

P(v; +v9) = @(v;) + p(vy)
p(A-v) =A-p(v)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A V] — V; linearis leképezésnél V5 -nek azt a részét, amely a leképezés soran el6all, a leképezés képterének
nevezzilk és Im-vel jeldljik.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A nullvektorbdl minden linearis leképezés nullvektort csinal, vagyisQ képe mindig Q de el6fordulhat, hogy mésVl-
beli vekiorok képe is nullvektor lesz. Ezenvekiorok halmazat nevezzik a leképezés magterének ésKeTgo-vel
jeldljik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A képtér és a magtér dimenzidja 6sszesen éppen kiadjaV1 dimenzidjat.
Ezt az dsszefliggést dimenzidtételnek nevezziik:
dim(Keryp) + dim(Imyp) = dim(V])

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Minden linearis leképezést jellemezhetiink egy matrixszal. Valéjaban mindegyiket végtelen sok matrixszal
jellemezhetjlik, ezek a matrixok pedig ugy keletkeznek, hogy vesziink egy tetsz6leges bézistVl-ben ésa
béazisvekiorok képeit egymas mellé irjuk.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A @ leképezésben minden vektor képét igy kapjuk:

p(v) = (P -v

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy leképezésnek pontosan akkor létezik inverze, ha a (So)b matrixnak létezik inverze, és az inverz leképezés
matrixa:

@~ matrixa (@), !

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/analizis-3/sikbeli-es-terbeli-lekepezesek-es-matrixaik/linearis-lekepezesek-es-matrixaik
https://www.mateking.hu/analizis-3/sikbeli-es-terbeli-lekepezesek-es-matrixaik/linearis-lekepezesek-matrixa-20
https://www.mateking.hu/analizis-3/sikbeli-es-terbeli-lekepezesek-es-matrixaik/linearis-lekepezesek-matrixa-20
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A @ O L leképezés matrixa:

(o= () (1)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az x tengelyre tiikr6zés matrixa:

(o 1)

Az y tengelyre tlikr6zés matrixa:

(3 2)

Az y=x tengelyre tikr6zés matrixa:

(o)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az origbn atmend a normalvektorl egyenesre tikrozés matrixa:

G/GT
R=T1-2.2¢

1S
[IS]

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az ¢ szbgd forgatas matrixa:
cosa —sina
sinad  coso

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az orig6ra vald kézéppontos tiikrozés egy 180°-os forgatasnak felel meg, igy matrixa:
cos180° —sinl80° )\ (-1 0
sin180°  cos180° 0 -1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az 1 és _7 koordinatatengelyek sikjaban torténd Givens forgatas matrixat gy kapjuk, hogy arra a négy helyre ahol az
egységmatrix t-edik és j-edik sora és oszlopa metszi egymast beirjuk szépen azax szdg(i forgatas matrixanak

elemeit.
(1 0 0 0 0 0\
0 cosae 0 —sina 0 O
G- 0 . 0 1 0 0 0
0 sinaa 0 cosaa O O
0 0 0 0 1 0
Ko 0 0 0 0 1/

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Az origbn atmend sikokra val6 tiikrézést Householder-tlikrézésnek nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Hogyha egy origdn atmend sik normalvektora aza vektor, akkor az erre a sikra tukrozés matrixa:

a-al
H=1-2-==

ala

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Az x tengelyre mer&leges vetités matrixa:

szlo
0 0

Az y tengelyre mer6leges vetités matrixa:

0 0
5= 0)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az x tengelyre mer6leges vetités matrixa:

szlo
0 0

Az y tengelyre mer6leges vetités matrixa:

0 0
Py:(o 1)

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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A U iranyvektoru origon atmend egyenesre torténé merdleges vetités matrixa:

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A projekcio métrixa:
T

P=1-4%2

al-a

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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18. OLDAL

Vektormezék, gorbementi és fellileti integralok

A vektormez6 egy olyan fliggvény, ami egy tér pontjaihoz vektort rendel.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Av(z,y) vektormezének az(t) = (x(t),y(t)) gorbe mentén vett integraliat; és ty kézétt:

Jyo(@,y) ds = [ o((t),y(t) - (' (£),¥'(1)) dt

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A fluxus azt mondja meg, hogy egy adott fellleten mekkora az atdramlé anyag vagy energia.
A fluxust a vektormezd vektorainak és a fellilet normalvektorainak skalaris szorzata adja.
Jsv(@,y,2)ds = [, v(z,y,2) -ndA

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Av(z,y, 2) vektormezének az S(t,u) = (x(t,u),y(t,u), 2(t,w)) felileti integralja:

Jsv(z,y,2) ds = jZQ S v(@(tw),y(t ), 2(t,w)) - S} x Si, dudt

ahol
i ik
S x S, =det | 2l dulbw) - dillw)
dz(t,u) dy(t,u) dz(t,u)
du du du

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Av(z,y, 2) vektormezének azT(t) = (x(t),y(t), 2(t)) gérbe mentén vett integralja:

Sy vo(@,y,2) ds = [ v(2(t),y(t),2(t)) - («' (), ' (1), 2' (1)) dt

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Kettés és harmas intergral, térfogati integral

A kétvaltozés fliggvények ugy mikodnek, hogy két valés szamhoz rendelnek hozza egy harmadik valés szamot. Az
értelmezési tartomany minden pontjdhoz hozzarendelve ezt a harmadik, magassag koordinatéit, kirajzolédik az T, Y
sik felett a fliggvény, ami egy felllet.

A kétvaltozés fliggvények hatarozott integralja igy egy test térfogata.

[2 [P f(z,y) dzdy

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kettdsintegralok segitségével kilonb6z§ fellletek alatti térfogatokat tudunk kiszamolni.

A legegyszer(ibb eset, amikor egy téglalapon integralunk. llyenkor az integralas hatarai valamilyen szamok.

[P 2 f(x,y) dyde = [ [° f(z,y) dedy

A sorrend megcserélhet6: mindegy, hogy el8szér az T szerinti hatdrokat adjuk meg és utdna azy szerintit vagy
forditva.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A polarkoordinatas helyettesités egy olyan helyettesités, ami remekil alkalmazkodik a kér tulajdonsagaihoz. A dolog
lényege, hogy a kdrben a hagyoményos I és Y koordinatak helyett Uj koordinatakat vezetlink be.

Az egyik azt mondja meg, hogy milyen tavol vagyunk a kér kbzéppontjatél és eztr-nek nevezziik.
A masik pedig egy forgasszdg, és jele 0.

Az (j koordinatakat polarkoordinataknak nevezziik, a médszert pedig polarkoordinatas helyettesitésnek. A kapcsolat
a régi és az Uj koordinatak kdzott a kbvetkez6:

x=rcosf y=rsinf

A polérkoordinatés helyettesités elvégzése utén az integralasban drasztikus véltozasok lesznek. A helyettesitést
ezzel a képlettel végezzik:

ffD f(z,y) dydx = ffD f(rcosf,rsin@)r drdf

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A henger-koordinatak:

x=rcosf y=rsinf z==z

A henger-koordinatas helyettesités elvégzése utan az integralasban drasztikus valtozasok lesznek.
A helyettesitést ezzel a képlettel végezziik:

[ [ [pf(x,y,2) dedydz= [ [ [, f(rcosf,rsind, 2)r drdfdz

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A polérkoordinatdk haromdimenzids valtozatat gdmbi koordinataknak nevezziik.

Az T azt mondja meg, hogy milyen tavol vagyunk az orig6tdl, ap és 0 pedig két forgas-szog.

Arégi T,Y, 2 és az jgdmbi koordinatak kdzti kapcsolat:

x =rsinpcosfd y=rsinpsind z=rcosy

A gébmb koordinatas helyettesités:

fffD f(z,y,2) dedydz = fffD f (rsinpcosf,rsin psinb,r cos @) r? sin  drdfdyp

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

b

&5 MATEKING.HU - ANALIZIS 3 KEPLETGYUJTEMENY
20. OLDAL


https://www.mateking.hu/analizis-2/kettos-es-harmas-integral
https://www.mateking.hu/analizis-3/kettos-es-harmas-intergral-terfogati-integral/gombi-koordinatas-helyettesites

21. OLDAL
&5 MATEKING.HU - ANALIZIS 3 KEPLETGYUJTEMENY

Divergencia és rotacio
A vektormez6 divergenciaja egy olyan fliggvény, amely a vektormez8 minden pontjaban megméri, hogy ott mennyi

anyag &ramlik a rendszerbe vagy épp mennyi tdnik el.

A képlete:

div (v(a,y)) = 52 4 P

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A rotaci6 a vektormezd érvénylését irja le.

dva(z,y)  Ovi(zy)
oz dy

rot (v(z,y)) =
Azokban a pontokban, ahol = Y a rotacié épp nulla.
Ha T > Y akkor a rotacio pozitiv, és ha < Y akkor negativ.

R3 — RS vektormez6 esetén:

iog k

(% _dv ) g (Ov O ) s (Ove Oy ) p i o 4
TOt(’U)_(Jy 5z) 2+((5z 5:6) l—i_(&x (Sy) E_det ox by bz
vy U2 U3

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy vektormez§ akkor forrasmentes, ha nincs benne forras, vagyis nincs benne olyan pont, amelynek pozitiv a
divergencigja.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy vektormez§ akkor 6rvénymentes, ha a vektormezd rotacidja mindenditt nulla.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A konzervativ vektormezd8re tébb kildnbdz8 definicié van forgalomban attél fliggéen, hogy fizikusok vagy
matematikusok alkottak-e meg magat a definiciot.

#0 A U(:C, v, z) egyszeresen 6sszefligé tartomanyon értelmezett vektormez8 pontosan akkor konzervativ, ha
barmely pontjaban a rotacié nulla.

#1A ’U(:E, Yy, z) vektormez@ konzervativ, ha létezik primitiv figgvénye. Ezt a fliggvényt potenciél-fliggvénynek
nevezzUk, és ime, itt is van:

Pl o) = (3,5, 5%)

#2 Av(T, Yy, z) vektormez6 konzervativ, ha tetsz8leges A és B pontjara igaz, hogy barmely A és B kdzti gdrbén
ugyanakkora a vektormez§ integralja:

frl(t) v(z,y) ds = frz(t) v(z,y) ds
A—B A—B

#3 A ’U(:E, Yy, z) vektormez§ konzervativ, ha barmely zart gérbén a vektormez§ integralja nulla.
o v(,y) ds =0

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A vektormez6 akkor konzervativ, ha létezik F' primitiv fliggvénye. Ez az F’ fiiggvény a vektormez6 potencial-
figgvénye.

A potencial-figgvény egy vektor-skalar figgveny, és azt tudja, hogy a vektormez8 minden pontjadhoz hozzarendel
egy szamot.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Green-tétel #1 (zart gorbén vett 6rvénylés):

$0 v(@,y) ds = [ rot(v) dydx

Az els6 Green-tétel azt irja le a rotacid segitségével, hogy mekkora egy vektormezg érvénylése a zart gérbén.
Green-tétel #2 (zart gorbén vett fluxus)

A masodik Green-tétel pedig azt irja le a divergencia segitségével, hogy mekkora egy vektormez§ fluxusa a zart
gorbén.

ﬁ,(t) v(r(t)) -n(t) dt = [}, div(v) dydz

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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A masodik Green-tétel térbeli valtozata azt mondja, hogy egy vektormezé integralja az S kifelé iranyitott zart feliileten
egyenld a divergencia integraljaval a felllet ltal hatéarolt D tartomanyon.

Foey V(S )) - 8] x 8}, dudt = [}, div(v) dzdydz

Ezt a tételt divergencia-tételnek vagy masként Gauss-Osztrogradszkij-tételnek nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az els6 Green-tétel térbeli megfeleléje azt mondja, hogy a vektormez§ érvénylése egy zart goérbén kiszamolhatoé ugy
is, ha a gorbe altal hatarolt S feliileten integraljuk a vektormezé rotaciojat.

o V@59, 2) ds = [grot(v) -nds
Réadasul teljesen mindegy, hogy melyik fellleten.
Az els6 Green-tétel térbeli valtozatat Stokes-tételnek nevezzik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Valszam alapok, Kombinatorika

Megkulénbdztetlink elemi eseményeket, ilyen példaul, hogy egy dobdkockaval 1-est dobunk. Vannak azonban olyan
események is amik tébb elemi eseménybdl épulnek fel, ilyen példaul az, hogy parosat dobunk.

Az eseményeket az ABC nagybetdivel jel6ljuk.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A valészinliség kiszamitasanak klasszikus modelljét akkor alkalmazhatjuk, ha egy kisérletnek véges sok kimenetele
van és ezek valdszinlisége egyenl8. Ekkor az esemény valbészinliségét ugy kaphatjuk meg, hogy megszamoljuk hany
elemi eseménybdl all és ezt elosztjuk az ésszes elemi esemény szamaval.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az Aés B eseményt egymastol fliggetlennek nevezziik, ha teljesul rajuk, hogy
P(ANB) = P(A)-P(B)

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Az Aés B eseményt kizarénak nevezink, ha
ANB=10

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az A esemény valészinlisége, ha tudjuk, hogy a B esemény biztosan bekdvetkezik:

P(ANB)
P(B)

P(A|B) =

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B)
P(ANB) = P(A)+ P(B) — P(AUB)
P(A\ B) = P(A) — P(AN B)
P(A)=1—-P(A)

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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25. OLDAL

Teljes valdszinliség tétele, Bayes tétel

Ha Bj, By és igy tovabb B,, telies eseményrendszer, valamint A tetszéleges esemény, akkor
P(A)=P(A|B,)P(B,)+P(A|By)P(By)+---+ P(A| B,)P(B,)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Bayes tételt akkor hasznaljuk, ha egy korabban bekévetkezett (Bk) esemeény valészinliségét akarjuk kiszamolni

egy késébb bekdvetkezett (A) tikrében.

Ha Bj , By és igy tovabb B,, teljes eseményrendszer, valamint A tetszéleges esemény, akkor barmely By,

esemeényre

P(A|By,)P(By,)
A|By)P(B,)+P(A|B;)P(By )+ - +P(A|B,)P(B,)

P(By | 4) = 5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Eloszlas, eloszlasfliggvény, stirliségfiggveény

Folytonosnak nevezziik azokat a valészin(iségi valtozokat, amik folytonos mennyiségeket mérnek, ilyen példaul az
id8, a tavolsag. Ebben az esetben az eloszlas figgvény is mindig folytonos fliggvény lesz.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Diszkrétnek nevezziik azokat a valoszinliségi valtozdkat, amik megszamlalhatéan sok értéket vesznek fel. Ez azt
jelenti, hogy vagy véges sokat, vagy végtelent, de ugy, hogy fel tudjuk sorolni az értékeit.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az X valészin(iséqi valtozo eloszlasfliggvénye:

F(z)=P(X <)

Ha az X valosziniségi valtozo diszkrét és értékei X = a, X = b, X = ¢ meg ilyenek, akkor az eloszlasfiiggvény
mindig egy lépcsézetes fliggvény, ami minden szamnal pontosan akkorat ugrik, mint az adott szam val6szinlisége,
amig el nem érjik az 1-et.

0 haz<a
P(X=a) haa<z<b
F(z)=¢ P(X=a)+P(X=0b) hab<z<c

1
Ha az X valésziniiséqgi valtozo folytonos, akkor az @ és b szamok kozott barmilyen valos értéket félvehet. llyenkor az

eloszlasfiiggvény is folytonos, ami a-ig nullat vesz fol,a és b kdzt ndvekszik és b utan végig egyet vesz fél.Vagyis
ahol az X valészin(iséqgi valtozé miikddik, ott a fliggvény életre kel, elétte és utana pedig hibernalt allapotban van.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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A slrlségfiuggvény ugy mikddik, hogy a valdszinldségeket a gorbe alatti terliletek adjak meg. Azeloszlasfiggvény
jele F(m) volt, asdrdségfugavény jele f(:v) Aza< X <b valdszinliség éppen a goérbe alatti teriileta-tél b-ig.

Pla< X <b)= [*f(z) dz

Ha az X < a valészinlséget szeretnénk kiszamolni:
P(X <a)= [* f(z)dz

Ha ab < X valészintiséget:

Pb<X)=[" f(z)dz

Ha ezt a harom terlletet 6sszeadjuk, akkor éppen a teljes gérbe alatti terliletet kapjuk, ami a 100%-ot jelenti, igy hat
ez a terllet éppen 1.

A slrldségfuggveny tulajdonséagai:
o0
[ f(x)de=1

nem negativ

Megnézem a kapcsolddo epizédot

t.lim_ F(x)=0
2.lim,, F(z)=1
3. monoton nd

4. balrdl folytonos

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

1 [ f(z)de=1

2. nem negativ

Megnézem a kapcsolddod epizédot

P(X <a)=F(a)= [ f(x)dx
Pb<X)=1-F()= [, f(z) dz
P(a< X <b)=F(b) — F(a) = [ f(z) d

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Az X valosziniséai valiozé F'() eloszlésfiiggvényébsl ugy kapjuk meg az f() stiriségfiiggvényét, hogy az
F(z) eloszlasfuggvényt derivéljuk, azaz:

Fi(z) = f(2)

Ha az X valoszindséai valiozé f(x) strdségi fliggvényét ismerjik, és meg akarjuk adni azF'(x)
eloszlasfliggvényét, akkor azt pedig igy tehetjik:

F(z) = [7, f(t) dt

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Geometriai valoszinliség, Binomialis tétel

(a+b)" =3 (5)am *ok

Megnézem a kapcsolédo epizdédot

Binomialis tétel:
(@07 = S (a0 = () + (e 1o+ (ar 282 ek ()

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Varhato érték és szoras

A vérhato ériék jele E(X).
Diszkrét esetben ugy kell kiszdmolni, hogy
E(X) = > XiP(X;)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A sz6ras azt mutatja meg, hogy avarhaté érték kérdl milyen nagy ingadozasra szamithatunk.
Jele: D(X))
Kiszamitasanak modja diszkrét esetben:

D(X) = vE(X?) - E*(X)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Folytonos valészin(iségi valtozok esetén a varhato érték:
o
E(X)= [T - f(z)dz

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Folytonos valészintiségi valiozé esetén a szérast ugyanugy kell szamolni, mint diszkrétvaloszinlséqi valtozo esetén:

D(X) = \/E(X?) ~ B¥(X)

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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Markov és Csebisev egyenlétlenségek

A Markov-egyenlétlenség egy nagyon egyszer( dolgot allit. Az, hogy az X valoszinliségi valtozé sokkal nagyobb
legyen a varhato értéknél nem tal valészin(:

P(X >t B(X))<1

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A Csebisev egyenlétlenség arrol szél, hogy a varhaté értéktdl vald eltérés nem lehet tdl nagy.

Ha ez az eltérés nagyobb, mint a szérést-szerese, akkor ennek a valészin(isége kicsi:

P(|X-E(X) [>t-D(X)) < 5

Ha az eltérés kisebb, mint a szorast-szerese, akkor ennek valdsziniisége nagy:

P(| X —B(X)|<t-D(X))>1-1

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Ha egy esemény bekdvetkezésének elméleti valdszinlisége p, akkor minél tébbszdr végezzik el a kisérletet, a
relativ gyakorisag és az elméleti valoszin(iség eltérése anndl kisebb lesz.

p(‘z p‘<6)21_p(1—2p) P(‘%_p’>e)<p(1_p)

n ne ne2

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Nevezetes diszkrét és folytonos eloszlasok

A hipergeometriai eloszlas egy diszkrét eloszlas.

Ismert, hogy mennyi az dsszes elem és az dsszes selejt, vagyis IV, K ésn.

pix -y - 0D
()
A hipergeometriai eloszlas varhat6 értéke:
E(X)=nk
A hipergeometriai eloszlas szérasa:
_ K K\ N—
D(X) = \Jnk(1-£) 3=

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A binomialis eloszlas egy diszkrét eloszlas.

Csak valami %-os izé ismert, avarhatd érték, az atlag, az arany, a valészinliség, tovabba X korlatos diszkrét

valészinlséqi valtozé.
P(X=k)=()p" 1 —p*
A binomialis eloszlas varhato értéke:

E(X)=np

A binomialis eloszlas szérasa:
D(X) = y/np(1 - p)

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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A Poisson eloszlas egy diszkrét eloszlas, ahol el6re ismert a varhato érték, és avalészinlséqgi valtozé nem korlatos,
vagyis tetsz6leges barmilyen nagy érték is lehet.

Példaul valamilyen anyagban a hibak szama, vagy egy adott id6 alatt bekdvetkez6 események szama. APoisson
eloszlasos feladatokban altalaban valamilyen szazalék vagy arany vagy varhato érték vagy atlag vagy valészinlség
van megadva. Mondjuk egy kényvben az oldalak 80%-aban nincs hiba, vagy az 20 méter hosszu ruhaszdvetek
harmadaban nincs hiba, vagy egy lzletben 6ranként varhatdéan 13 vevd érkezik, vagy egy bankban percenként atlag
24 tranzakcio6 torténik, vagy 0,2 a valdszin(isége, hogy 10 perc alatt nem érkezik segélyhivas. Ezek mind Piosson
eloszlasok, ahol az X nem korlatos diszkrét valészin(iséqgi valtozo.

P(X=k)=2e?

!
A Poisson eloszlas varhat6 értéke:
E(X) =\
A Poisson eloszlas szbrasa:
D(X) = VX

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az exponencialis eloszlas egy folytonos eloszlas.

Eloszlasfuggvénye:

0 haz<0
F(z)= =
() {1—6_)"3 ha0 <z
Sdrlségfliggvénye:

)0 haz<0
f(x)_{)\em haO0< 2

Az exponencidlis eloszlas varhato értéke:

B(X) =1

Az exponencialis eloszlas szérasa:

D(X) =1

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Az egyenletes eloszlas egy folytonos eloszlas.

Eloszlasfliggvénye:

0 haz< A4
Fz)={ 4 haA<z<B

1 haB<z
Sdrliségfiiggvénye:

1
f(z) = {B—A hadA<xz<B
0 kalsnben

Az egyenletes eloszlas varhato értéke:

B(X) = 43

Az egyenletes eloszlas szérasa:

D(X) = %

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A normalis eloszlas egy folytonos eloszlas.

Eloszlasfiiggvénye:
_ z—p
F(z) =& (%)

Sdrlseégflggvénye:

- @w?

f@) = e 5

A normalis eloszlas varhato értéke:
EX)=p
A normalis eloszlas szérasa:

D(X)=0

Megnézem a kapcsolédo epizdédot
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Kétvaltozos eloszlasok

X ésY egyittes eloszlasa egy tablazat, amelyben szerepel X és Y 6sszes lehetséges értéke és a hozzajuk
tartoz6 valészinliségek.

Ha a tablazat sorait 6sszeadjuk, akkorY peremeloszlasat kapjuk. Ha az oszlopokat adjuk dssze, akkorX
peremeloszlasat kapjuk.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A korrelacio X és 'Y valészin(iségi valtozok kozétti kapcsolatot irja le.
COV(X,Y)=E(X 'Y)-E(X)E(Y)

COV(X)Y)

R(X.Y) = Seoom)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

X ésY kétvaltozos eloszlas esetén...

X peremeloszlasfiiggvénye:

Fx(z) = P(X <z) =lim,_,,, F(z,y)
Y peremeloszlasfiiggvénye:

Fy(y) = P(Y <y) =lim, ,oc F(x,y)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

X ésY valészinliségi valtozok egyiittes eloszlasfiggvénye:
F(z,y)=P(X <z,Y <y)= [*_ [* f(u,v)dvdu

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az egyuttes eloszlas s(rlségfliggvénye:

flz,y) = F"

ahol
F(z,y)=[*_[Y f(u,v) dvdu

Az egyiuttes eloszlasfliggveny.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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X perem-s(iriségfiiggvénye:
fx(x) = Fy ()
ahol

Fx(x) = [ f(u) du

az X perem-eloszlasfiiggvénye.

Y perem-siirtiségfliggvénye:
fr (y) = Fy(y)

ahol

Fy(y)= [~ f(v)dv

az Y perem-eloszlasfiggvénye.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

X ésY kétvaltozos eloszlas esetén...

X peremeloszlasfiggvénye:

Fx(z) = P(X <z) =lim,_,,, F(z,y)
Y peremeloszlasfiiggvénye:

Fy(y) = P(Y <y) =lim, ,o, F(z,y)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Becslések

Olyan esetekben, amikor valamiért nem tudjuk vagy nem akarjuk a teljes sokasagot megvizsgalni, hogy
meghatarozzuk a fontosabb statisztikai mutatéit, becslést alkalmazunk. A becslés |ényege, hogy egy minta alapjan
probalunk ezekre a mutatékra kdvetkeztetni.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A megbizhatésagi szintet konfidencia szintnek nevezziik. A konfidencia szint szokasos jelélésel — av.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az 1 — a megbizhatésagi szinthez, vagy masként konfidencia szinthez tartozé konfidencia intervallumok azok az
intervallumok, amik a sokasagi atlagot 1 — « valészin(iséggel tartalmazzak.

A konfidencia intervallum végpontjai:

T+ Zl_% . % ahol

X = a minta atlaga
7L = a minta elemszama

0 — ateljes sokasag szérasa

Z,_ o pedig astandard normalis eloszlas 1 — %-hc")z tartoz6 Z értéke.
2

Megnézem a kapcsol6do epizédot

T+ Z17% . % ahol

X = a minta atlaga
7L — a minta elemszama

0 = ateljes sokasag szérasa

Z,_ 2 pedig astandard normalis eloszlas 1 — 5-h6z tartozé Z értéke.
2

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A FAE minta azt jelenti, hogy amintavétel soran barmely mintaelemet azonos eséllyel valasztunk ki. llyen a
visszatevéses mintavétel, vagy pedig abban az esetben ha az alapokasag elemszadma nagyon nagy, akkor a
visszatevés nélkili mintavétel is.

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Tt tl_% . % ahol

1 — a = konfidencia szint

X = a minta atlaga

7L = a minta elemszama

S8 — ateljes sokasag szo6rasa, a sokasagi sz6rds nem ismert

;o pedig ateloszlas 1 — %-héz tartozé értéke.
2

Megnézem a kapcsolddo epizédot

pEZy s /2 ahol

1 — a = konfidencia szint

p = a minta alapjan kapott valészinliség
7L = a minta elemszama

Z,_ o pedig astandard normalis eloszlas 1 — %-hé‘)z tartozé Z értéke.
2

Megnézem a kapcsolddod epizédot

—~1)-52 ~1).42
OV g2« D

Xz @) Xa )
1 — a = konfidencia szint
1_) — a minta alapjan kapott valészin(iség
7 = a minta elemszama

S — a minta szérésa, a sokasagi széras nem ismert

X2 (v) pedig a khi-négyzet eloszlas megfelel§ értéke

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az EV-minta abban kiilénbdzik a FAE-mintatél, hogy a kivalasztott mintaelemek nem fliggetlenek egymastol.

Ez olyankor fordulhat el8, ha a teljessokasag mérete viszonylag kicsi a minta elemszamahoz képest. EV-mintak
esetén tehat a minta fontos jellemzdjévé valik, hogy mekkora a teljes sokasag, amelynek elemszamat N jeldli.

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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5:|:t1_% -%-«/1—% ahol

1 — a = konfidencia szint

& = a minta atlaga

7 = a minta elemszama

N = ateljes sokasag elemszama
S = a minta szérasa

t;_o pedig ateloszlas 1 — %-héz tartoz6 értéke.
2

Megnézem a kapcsolddo epizédot

pEZis /2D 1T anol

1 — a = konfidencia szint
p = a minta alapjan kapott valészin(iség
7L = a minta elemszama

N = ateljes sokasag elemszama

Z,_ o pedig astandard normalis eloszlas 1 — %-hc")z tartoz6 Z értéke.
2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha a teljes sokasagot felosztjuk viszonylag homogén rétegekre, és a mintat is ezen a rétegek szerint vizsgaljuk, a
variancia cstkkenthetd.

T :l:Zig *S~
R 1-3 Xx

1 — a = konfidencia szint

X = a minta atlaga

7L = a minta elemszama

Tj = a minta j-edik rétegének elemszama

N = ateljes sokasag elemszama

J\fj — ateljes sokasag j-edik rétegének elemszama

I/Vj = ateljes sokasag j-edik rétegének a teljes sokasaghoz viszonyitott aranya

§j = a minta j-edik rétegének szérasa

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A kétmintas becslésekre akkor van sziikség, amikor kétsokasag valamilyen paraméterét, leginkabb az atlagat
szeretnénk dsszehasonlitani.

A kétmintas becslések lehetnek fliggetlen mintas becslések vagy paros mintas becslések.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha mindkét sokasag kdzel normalis eloszlasu, akkor azatlagok kilénbségének becslésére ez a formula van
forgalomban.

d:l:tl_% -Sgahold =2 —7y

nx—1)s%+(ny—1)s2
Sq =S, - i+iitt3§:(x )X(f )y
ny nx nx+ny2

1 — a = konfidencia szint

& = az egyik minta atlaga

}7 — a masik minta atlaga

Nx = az egyik minta elemszédma
Ty —a masik minta elemszédma

A szabadsagfok v = nx + ny — 2

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Egy becslést torzitatlannak neveziink, ha az egyes mintakbdl kapottbecslések varhat6 értéke megegyezik a becsiilni
kivant mennyiséggel.

Ez a tulajdonsag azt jelenti, hogy a becslés soran kapott értékek a becsuini kivant érték koériil ingadoznak, és ez az
ingadozas szimmetrikus. A torzitatlan becsléseket mindig elényben részesitjik a torzitottakkal szemben.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A kérdés az, hogy ha egy sokasagi jellemzdre tdbb becslés johet szdba, hogyan vélasszunk kdziiliik, vagyis mikor
tekintlink egy becslést jonak, kett6é kdzil melyiket tekintjiik jobbnak és kijelenthetjik-e valamelyikrél, hogy a legjobb?

Két alapvet6 szempont alapjan szoktuk a becsléseket versenyeztetni. Az egyik, a mar jél ismert torzitatlansag, vagyis
a becslésnek az a tulajdonsaga, hogy az ésszes lehetséges mintan vett becslések atlaga megegyezik a becsulni
kivant sokaségi jellemz8vel. A méasik az ugynevezett minimélis variancia kritérium.

A minimalis variancia kritérium azt jelenti, hogy ha van két torzitatlan becslésiink, akkor a kett6 k6zil azt tekintjik
jobbnak, aminek az dsszes mintan vett értékeinek varianciaja kisebb.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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MSE(8) =var(0) + (E() —6)*

Az els6 tag a varianciat, a masodik tag a varhat6 értékidl vald eltérést, vagyis a torzitottsagot méri. Ha a becslés

torzitatlan, E(@) = 9 igy ez a masodik tag nulla. Két becslés k6zUl azt részesitjik elényben, amelyre MSE kisebb.

Az E(8) — 0 kulsnbségre, vagyis a torzitas mértékére az angol bias sz6 alapjan aBs jelslés van forgalomban.
Hasznélatos tehat az

MSE(0) = var(d) + Bs%(9)
Képlet is.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Eddigi vizsgalédasaink egyik legfontosabb eredménye a mintaatlagot eloszldsanak jellemzése. Ha a teljessokasag
atlaga W és szérasa pedig 0, akkor az ebbdl vettTr elemi mintak atlagai olyan eloszlassal helyezkednek el, aminek
atlaga szintén i, a szérasa pedig %

Ezt az utébbit a minta standard hibajanak szokas nevezni. A standard hiba tehat azt mondja meg, hogy a
mintaatlagok mekkora szérassal ingadoznak a tényleges sokasagi atlag koérdl.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Mintavételi hibanak azokat a hibakat nevezziik, amik kimondottan azért fordulnak el6, mert nem tudjuk, vagy nem
akarjuk a teljes sokasagot vizsgalni. A mintavételi hiba tehat a sokasag eloszlasan és a mintavételi eljarason kivdil
f6leg a minta elemszama hatérozza meg. Mivel pedig ezeket altaldban mar a mintavételt megel6zéen ismerjik, a
mintavételi hibanak megvan az a kellemes tulajdonsaga, hogy legtébbszor elére megallapithatd. Vagyis még el sem
végeztik a mintavételt, de mar tudjuk, hogy mekkora lesz a mintavétel soran elkdvetett hiba. Ez a kellemes
tulajdonsag lesz a kiinduldpont a becslések és kés6bb a hipotizésvizsgalatok elméletének kiépitésében.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Hipotézisvizsgalat

Az elfogadési tartomany az a tartomany, ahova ha a préba értéke ker(l, akkor a nullhipotézist elfogadjuk.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A kritikus tartomany az a tartomany, ahova ha a proba értéke keril, akkor a nullhipotézist elvet;jik.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A szignifikanciaszint a hibas dontés valdszinlisége.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

ELSO LEPES: A HIPOTEZIS MEGFOGALMAZASA

Minden hipotézisvizsgalat két egymasnak ellentmondo felvetés felirasaval kezdddik. Az egyiket nullhipotézisnek
nevezziik és Hy-al jeléljiik, a masikat pedig ellenhipotézisnek és jele H.

MASODIK LEPES: A PROBAFUGGVENY KIVALASZTASA
A probaflggvények kivalasztasa magatol a hipotézistdl, illetve amintavétel médjatdl is fligg.

HARMADIK LEPES: SZIGNIFIKANCIASZINT ES KRITIKUS TARTOMANY

Ha a probafliggvény értéke az elfogadasi tartomanyba fog esni, akkor ezt a tényt a nullhipotézist igazolo jelnek fogjuk
tekinteni. Hogyha pedig a kritikus tartomanyba, akkor a nullhipotézist elvet;jik.

NEGYEDIK LEPES: MINTAVETEL ES DONTES

Ha a mintavétellel kapott eredményiink szerint a prébafiiggvény az elfogadasi tartomanyba esik, akkor aH
nullhipotézist tekintjlik igaznak, a H ellenhipotézist pedig elvetjiik.

Ha viszont a prébafiiggvény a minta alapjan a kritikus tartomanyba esik, akkor aH|y nullhipotézist vetjik el és a Hy
ellenhipotézist tekintjuk igaznak.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A sokasag normalis eloszlasu, szérasa o, H(y a sokasag atlagéara vonatkozik, a minta elemszaman.

7 — T—[i

VA

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A sokasag normalis eloszlasu, szérasa nem ismert, Hy a sokasag atlagéra vonatkozik, a minta elemszamanmn.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot
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A sokasag tetszéleges eloszlasu, szérasa nem ismert, Hyy a sokasag atlagéara vonatkozik, a minta 72 elemd,
elemszama nagy.

T—
7 — Ho

g

i

Megnézem a kapcsolédé epizddot

A sokasag tetszéleges eloszlasu, H(y a sokasagi aranyra vonatkozik, a mintam elem(, elemszama nagy.
7 PR

Py(1-Fy)

n

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A sokasag normalis eloszlasu, H(y a sokaséagi széréasra vonatkozik, a minta7e elem.

X2 _ (n— 12)-32

9

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A sokasaqg eloszlasara iranyulé vizsgalat.

H): mindegyik osztalykdz valésziniisége egy adott eloszlasnak megfelels érték, vagyis minden i-re az i-edik
osztalykdz valésziniisége a P; érték.

Az ellenhipotézis pedig, H7: van olyan osztalykdz, ami nem az adott eloszlasnak megfelels P; érték. A probat
X%—a (’U) jobb oldali kritikus értékkel végezzik el, a nullhipotézist az ennél kisebb, az ellenhipotézist az ennél

nagyobb értékek igazoljak. A minta elemszama 7.

.—n 2
X2 (v) = Zf:l %

ahol a v szabadsagfok:v = k — b — 1.

lttk = az osztalykdzok szdma és b = az adott eloszlas azon paramétereinek szama, amit a mintabdl becsléssel
hatarozunk meg.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A sokasagon beliil kétismérv fliggetlenségére iranyulé vizsgalat. Hyy: a kétismérv fiiggetlen, az ellenhipotézis pedig,
H: akétismérv kdzti kapcsolat sztochasztikus vagy fliggvényszer.

A probat Xia (v) jobb oldali kritikus értékkel végezzik el, a nullhipotézist az ennél kisebb, az ellenhipotézist az

ennél nagyobb értékek igazoljak. A minta elemszama 71, a minta alapjan készitett kontingencia tabla sorainak szama
T, oszlopainak szamac.

2 o (ni]‘_nfj)2
X“(v) =3 T

()

ahol a v szabadsagfok v = (1 — 1)(c — 1).

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Két sokasagban valamely valtozé eloszlasanak egyez6ségére iranyuld vizsgalat. Hy: a két sokasagban azeloszlas
egyez6, az ellenhipotézis pedig, H7: a kételoszlas nem egyezé.

A prébat X%_a (’U) jobb oldali kritikus értékkel végezzik el, a nullhipotézist az ennél kisebb, az ellenhipotézist az

ennél nagyobb értékek igazoljak. Mintat ezdttal mindkét sokasagbél vesziink, az X sokasagbél vett minta
elemszama N x az Y sokasagbodl vett mintaé 72y mindkét mintaban az osztalykdzék szama k.

\(\chi*2(v) = n_X \cdot n_Y \cdot \sum_{i=1}A{k} \frac{1}{n_{Xi}+n_{Yi}} \cdot \left( \frac{n_{Xi}Hn_X} - \frac{n_{Yi}
{n_Y} \right)*2 \)

ahol a v szabadsagfok v = k — 1.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Mindkét sokasag normadlis eloszlasu, szérasaik Ox és Oy .

7 — (y—z)—d
7Y ")2(

Ty iy
A nullhipotézis: H: Ux — py = 50, ahol § tetszbleges, de el6re megadott érték. A mintak elemszaman x és Ny

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A két sokasag normalis eloszlasu és szoérasaik egyformak.

T—7)—4
t(v) = —S.(y 2Lh

ny nx

(nx—1)s%+H(ny—1)s?

T
itt 8« = P—

A nullhipotézis Hy: iy — pty = &g, ahol d tetszéleges, de elére megadott érték.
A mintak elemszdma L x és Ny, szérdsa Sx és Sy, a szabadsagfokv = ny +ny — 2

Megnézem a kapcsol6do epizédot

&5 MATEKING.HU - ANALIZIS 3 KEPLETGYUJTEMENY
45. OLDAL


https://www.mateking.hu/statisztika/alapfogalmak
https://www.mateking.hu/statisztika/alapfogalmak
https://www.mateking.hu/statisztika/alapfogalmak
https://www.mateking.hu/statisztika-1/ket-ismerv-szerinti-elemzes
https://www.mateking.hu/analizis-3/hipotezisvizsgalat/khi-negyzet-proba-fuggetlenseg-vizsgalat
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny
https://www.mateking.hu/analizis-3/hipotezisvizsgalat/khi-negyzet-proba-homogenitas-vizsgalat
https://www.mateking.hu/statisztika/alapfogalmak
https://www.mateking.hu/analizis-3/hipotezisvizsgalat/z-proba-ket-sokasag-atlagara
https://www.mateking.hu/statisztika/alapfogalmak
https://www.mateking.hu/analizis-3/hipotezisvizsgalat/t-proba-ket-sokasag-atlagara

46. OLDAL
&5 MATEKING.HU - ANALIZIS 3 KEPLETGYUJTEMENY

A két sokasag eloszlasa és szérasa nem ismert, mindkett§ szérasa véges, és mindkét minta elemszéama elég nagy.
7 — ([y—2)—d

%
ny "X

A nullhipotézis Hy : iy — pty = &g, ahol d tetszéleges, de elére megadott érték.
A mintak elemszama N x és Ny, szérasa Sx €s Sy

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Két sokasag szoérasanak 6sszehasonlitasara iranyuld préba, ha mindkétsokasag normalis eloszlasu. A nullhipotézis

Hy:0? = o2
_ s P |
F = 3 Fy_,(v1;v2) = Tl

Az F-eloszlas két szabadsagfoka

v =1n1 —1ésvg =n9g—1

1

Bal oldali kritikus érték: =————
Fi_o(vg507)

Jobb oldali kritikus érték: F}_, (v1;v9)

Kétoldali kritikus érték:

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Tobb sokasag varhaté értékének dsszehasonlitadsara vonatkozé préba, ha mindegyiksokasag normalis eloszlasu és
azonos szorasu.

A Hj nullhipotézis: 1 = g = 43 =+ + + = pr = M, vagyis az, hogy a varhaté értékek az dsszes sokasagra
(M db) megegyeznek, mig az ellenhipotézis az, hogy van olyan ft; amire [ ; 7& M.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

&5 MATEKING.HU - ANALIZIS 3 KEPLETGYUJTEMENY
46. OLDAL


https://www.mateking.hu/statisztika/alapfogalmak
https://www.mateking.hu/analizis-3/hipotezisvizsgalat/aszimptotikus-z-proba-ket-sokasag-atlagara
https://www.mateking.hu/statisztika/alapfogalmak
https://www.mateking.hu/statisztika/alapfogalmak
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny
https://www.mateking.hu/analizis-3/hipotezisvizsgalat/f-proba-ket-sokasag-varianciajara
https://www.mateking.hu/statisztika/alapfogalmak
https://www.mateking.hu/statisztika/alapfogalmak
https://www.mateking.hu/analizis-3/hipotezisvizsgalat/variancia-analizis-tobb-sokasag-atlagara

&5 MATEKING.HU - ANALIZIS 3 KEPLETGYUJTEMENY

47. OLDAL

A Bartlett-préba tébb sokasag szérasanak 6sszehasonlitdsara vonatkozé préba, ha mindegyik sokasag normalis

eloszlasu.

A Hj nullhipotézis: 07 = 09 = 03 =+ + - = Oy = O, vagyis az, hogy az dsszessokasag (M db.) szérasa

megegyezik, mig az ellenhipotézis az, hogy van olyan gj, amire 0 74 0.

SSB = ZJM; (nj—1)s2  s= 558

J

A prébafiiggvény
2 _ 1. 1ne2 S M ) 1n o2
B —z(v Ins; Zj_lvjlns])

_ 1 M 1 _ 1
=1+ gty (T & —3)
Jobb oldali kritikus értek: x2__ (M — 1)

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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