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Csoportok, gyuirtik, testek

Azokat a nem Ures halmazokat, amelyekben értelmezve van egy mivelet, és ez a miivelet asszociativ, |étezik benne
egységelem, és minden elemnek létezik benne inverze, csoportnak nevezzik.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A kommutativ csoportokat Abel-csoportnak nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azt az elemet, amely a mivelet elvégzése soran mindenkit valtozatlanul hagy, egységelemnek nevezzik.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy elem akkor lesz inverz, ha azt tudja, hogy a m(ivelet elvégzése soran az eredeti elembdl egységelemet csinal.

Példaul ha vessziik az 5-6t és a szorzas mliveletet, akkor az 5-nek a szorzas mliveletre vett inverze az%, mert
5 - % = 1, vagy ha vesszilk a 2-6t és az 6sszeadas miiveletet, akkor a 2-nek az dsszeadas miiveletre vett inverze a

—2 mert2 + (—2) = 0.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha egy csoportban az elemeknek nincs inverze, és nincs egységelem sem, akkor félcsoportnak nevezzik.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Egy csoportot ciklikus csoportnak neveziink, ha eléall egyetlen elemének egész kitevés hatvanyaibol.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy elem rendje azt a legkisebb pozitiv egész kitevét jelenti, amelyre emelve az egységelemeket kapjuk.
A rend jele: 0 (ordd)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Egy nem (res halmazt gydrlinek nevezink, ha értelmezve van benne egy 6sszeadas és egy szorzas m(ivelet.
Az 6sszeadasnak azt kell tudnia, hogy asszociativ és kommutativ.
(@a+b)+c=a+(b+c)

a+b=b+a

Van egységelem. Az dsszeadas egységelemét nullelemnek hivjuk.

Minden elemnek van inverze, amit ellentettnek hivunk.

A szorzasnak pedig minddssze annyit kell tudnia, hogy asszociativ.

(ab)c = a(bc)

A két mivelet pedig egymasra nézve disztributiv:

a(b+c)=ab+ac

(a+b)c=ac+be

Példak gydirlre: egész szamok, (n X n)-es matrixok, mod mm maradékosztalyok

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kommutativ nullosztomentes gy(riket nevezzik integritdsi tartoménynak.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az R gy(irtiben az I részhalmazt idealnak nevezziik, ha I részgytir(i R-ben és mindenT € R ést € I elemre
r-1€l

Es mivel a szorzas nem feltétlentil kommutativ, léteznek bal és jobb idealok.

Bal ideal:

Az R gytir(iben az I részhalmaz bal idedl, ha I részgy(ir(i R-ben ésVr € Rési € I elemrer -2 € 1
Jobb ideal:

Az R gyir(iben az I részhalmaz jobb idedl, ha I részgy(ir(i R-ben ésVr € Rést € I elemret-r € 1

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az egy elem altal generalt idealt f§idealnak nevezzik.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Azokat a gydriket, amelyben minden ideal f6idedl, gy hivjuk, hogy féidealgydrd.
Hasznalatos rajuk a PIR rovidités is (Principal Ideal Ring).

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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Azokat a komplex szamokat, ahol @ és b egész szam Gauss egésznek nevezzik.
z=a+b-1

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

A komplex szamok abszolltértékének mintajara bevezetiink egy fogalmat, amit normanak hivunk:
N(2) =|z |*>= a?® + b?

Ha 21 és 29 Gauss egészek, akkor

21 | 22 = N(z1) | N(22)

Az llitas megforditdsa nem igaz:

N(z1) | N(22) # 21 | 22

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Gauss egészek gydr(it alkotnak az 6sszedas és szorzas miveletekkel.

A Gauss egészek tudjak az oszthatdésagot is, egy Gauss egész akkor oszt egy masikat, ha az osztas eredménye is
Gauss egész.

A Gauss egészek kdrében négy darab egység van: 1, —1,%2, —1

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A Gauss egészek gy(irljében primek azok a p; és py Gauss egészek, amelyek szorzata4k + 1 alaku prim:
br-p2=Pp

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az 1 szam akkor és csak akkor all el§ két négyzetszam 6sszegeként
n—= 332 + y2
ha kanonikus alakjaban

figh ... p=4k-1 ¢=4k+1

n =27 -pcl“ng .o q
minden 4k — 1 alakd prim kitevéje paros.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Azokat a gydridket, amikben mikédik az Euklideszi algoritmus gy hivjuk, hogy Euklideszi gydrd.
Minden Euklideszi gy(rd egyben féidealgydrd.
Euklideszi gyUrd példaul az egész szamok gydrdje, vagy éppen a Gauss egészek gydr(ije.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Azokat a gydrdket, melyeknek van additiv inverze, és a 0-t6l eltekintve minden elemének van multiplikativ inverze is,
testnek nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

9 test-axiéma van, ezek:

1. Az 6sszeadas asszociativ

2. Az 6sszeadas kommutativ

3. Létezik nullelem az 6sszeadas mliveletben

4. Minden elemnek van additiv inverze

5. A szorzdas asszociativ

6. A szorzas kommutativ

7. Létezik egységelem a szorzds miveletben

8. Minden elemnek van multiplikativ inverze, kivéve a nullelemet
9. Az 6sszeadas és szorzas mivelet disztributiv

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A rendezés relacié négy fontos tulajdonsagat rendezési axiomanak nevezziik.

1. Trichotomia: Barmely a és b valés szamra, aza < b, aza = bés aza > b allitasok kozil pontosan egy igaz.
2. Tranzitivitas: Barmely a, b és ¢ valés szamra, haa < bésb < c akkora < c.

3. Barmely a, b és ¢ valos szamra haa < b akkora + ¢ < b+ c.

4. Barmely a, b és ¢ > 0 valés szamra, haa < b akkor ac < be.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Minden szamnal van nagyobb természetes szam. Ezt az allitast Arkhimédészi-axidmaként szokas emlegetni.
VeeR IneN n>c

Az Arkhimédészi-axioma atfogalmazhaté tgy is, hogy barmely @ és b pozitiv szamokra Iétezik olyan7t természetes
szam, hogy an > b

Sét, atfogalmazhat6 igy is:

Barmely a és b pozitiv szamokra létezik olyan? természetes szam, hogy % > %

Ez pedig azt jelenti, hogy barmely pozitiv szdmra Iétezik olyan7t természetes szam, hogy az % kisebb ennél a
szamnal.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A Cantor-axioma azt mondja, hogy egymasba skatulyazott zart intervallumok végtelen sorozatdnak metszete nem
dres.

Haa; <ag <---<a,ésb; >by>...>b, akkordxr € R
2 € iz (a5, bi]

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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