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Kombinatorika
Egy adott 72 elem( halmaz elemeinek egy ismétlés nélkiili permutaciéjan az7 kilénbdz8 elem egy sorba rendezését
ertjuk.

7 darab kilénb6z6 elem permutacidinak szama:

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

T faktorialisan az 1-nél kisebb vagy egyenld pozitiv egész szamok szorzatat értjik.
nl=n-(n—-1)-(n—-2)-...3-2-1

pl.:

41=4-3-2-1=24

5!=5-4-3-2-1=120

=1

Tovabba definicié szerint 0! = 1.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha 1 db. egymastdl kiilénbdzé elem kdzal kivalasztunk k (k < m) db.-ot (igy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje is

7 darab kiilonbéz6 elembdl kivalasztott k darab elem variaciéinak szama:

n-(n—1)-(n—2)----- (n—k—l—l):ﬁ

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha 72 kiilonboz6 elem kozil kivalasztunk k (k < 72) db.-ot tigy, hogy a kivalasztott elemek sorrendjére nem vagyunk
tekintettel, akkor 1 elem k-ad osztalyu ismétlés nélkuli kombinéaciéjat kapjuk.

7 darab kilénbdz6 elem kdziil kivalasztott k darab elem kombinaciinak szama:

n'

&) = momr

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Han elem kozott van kq, ks, . . ., k, egymassal megegyez, akkor az elemek egy sorba rendezését ismétléses
permutacionak nevezzik.

1 elem kozotti ky, ko, . . ., k, egymassal megegyezG ismétléses permutacioinak szama:

n!
Kyl ko - -k, !

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha 711 db. egymastél kiilonb6z8 elem kdzil kivalasztunk k db.-ot agy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje is szamit

......

Az 1 elem k-ad osztalyu ismétléses variaciok szama: nk.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Ha kor alakban helyezink el7t kiilbnbdz8 elemet és azok sorrendjét vizsgaljuk, akkor ciklikus permutéaciérél
beszéllnk.

7 darab kiilonb6z4 elem ciklikus permutacidinak szama %’ =(n—-1)!

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Halmazok, rendezett parok, leképezések

Vannak az A és B halmazok.

Az A és B halmazok uniéja: Azon elemek halmaza, amelyek legaldbb az egyik halmazban benne vannak.
Jele: AU B

Az A és B halmazok metszete: Azon elemek halmaza, amelyek mindkét halmazban benne vannak.

Jele: AN B

Az A és B halmazok kiilénbsége: Azon elemek halmaza, amelyek az A halmazba benne vannak, de a B halmazba
nem.

Jele: A\ B

Az A halmaz komplementere a H alaphalmazon nézve: Az alaphalmaz azon elemeinek halmza, amelyek nincsenek
benne az A-ban.

Jele: Z

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A logikai szita formula két halmazra:

|AUB|=|A|+|B|-|ANB|

A logikai szita formula harom halmazra:

JAUBUC |=|A|+|B|+|C|—|ANB|-|ANC|-|BNC|+|ANBNC]

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az elsé De Morgan azonossag azt mondija, hogy a metszet komplementere pont megegyezik a komplementrek
uniéjaval:
ANB=AUB

A masodik De Morgan azonossag pedig azt mondja, hogy az unié komplementere éppen megegyezik a
komplementerek metszetével:

AUB=ANB

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy halmaz &sszes részhalmazainak halmazat hatvanyhalmaznak nevezzik.

Pl.az A= {x, Y, z} halmaz hatvanyhalmaza:

P(A) = {(Z) {m},{y},{z},{m,y},{m,z},{y,z},{x,y,z}}

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az A és B halmazok szimmetrikus differencigja:
AAB=(A\B)U(B\ A)=(AUB)\ (AN B)
Erdemes megjegyezni, hogy ANA = (Z) és AA(Z) =A

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Adott az f :A— B fliggvény. A fliggvény értékkészlete azoknak az elemeknek a halmaza aB halmazban,
amelyek hozz4 vannak rendelve valamely A halmazbeli elemekhez.

Az értékkészlet jele az angol range szé alapjan, ami azt jelenti, hogy kiterjedés:Rf vagy az akadalymentesitett
jeldlése: E.K.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Egy kifejezés értelmezési tartomdanyan azt a legb8vebb halmazt értjik, ahol értelmezve van.

Flggvény esetén azokat a szerencsés T-eket, amelyekhez a fliggvény hozzérendel egy Y szamot, a figgvény
értelmezési tartomanyanak nevezziik.

A kovetkezBket érdemes megjegyezni:

WOSezitt >0 PFAUAYe Gt barmi  log (ezitt > 0)  tort nevezs # 0

pl. f(z) = (mi§)4 értelmezési tartomanya V. € R\ {—3}, mert nincs gyék és nincs logaritmus, de tért van,

tehat a nevezd nem lehet nulla (€ 7 3)

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az A és B halmazok Descartes-szorzata ugy mikoédik, hogy elkészitjiik az 6sszes lehetséges rendezett part, aminek
az elsG elemét A-bél, a masodik elemét pedig B-bél vessziik, és ezeket a rendezett parokat betessziik egy
halmazba, amit az A és B halmazok Descartes-szorzatanak hivunk.

AxB={(z,y) | € A,yc B}

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az f halmazt fiiggvénynek nevezziik, ha minden eleme rendezett par, és ha(T1,Y;) € f és (x1,y2) € f akkor
szlkségképpen Y1 = Yo

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Matematikai logika, itéletkalkulus

Az univerzalis kvantor egy jeldlése a "minden” kifejezésnek.
Jele: V

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Az egzisztencialis kvantor egy jel6lése a "létezik" vagy "van olyan" kifejezésnek.
Jele: 3

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az éllitds negacidja (vagy tagadasa) egy egyvaltozds mlivelet. EgyA kijelentés negacidja az a kijelentés, amely
akkor igaz, ha A hamis és akkor hamis, ha A igaz.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az allitas (vagy kijelentés) olyan kijelent6 mondat, amelyrél egyértelmien elddnthetjik, hogy az igaz vagy hamis.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A konjunkci6 két allitas kézti logikai mdvelet. Két kijelentés konjunkcidja pontosan akkor igaz, ha mindkét kijelentés
igaz, kulénben hamis.

Jele: AN B

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A diszjunkcio két allitas kozti logikai miivelet. Két kijelentés diszjunkcidja pontosan akkor igaz, ha legalabb az egyik
kijelentés igaz, kilébnben hamis.

Jele: AV B

Megnézem a kapcsolédé epizddot

A "ha A, akkor B" kapcsolatnak megfelel6 logikai miveletet nevezziik implikacionak. Az implikacio akkor hamis, ha
A igaz és B hamis, minden mas esetben igaz.

Jele: A= B

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az ekvivalencia egy olyan logikai m(velet, amikorA = B és A <= B. Az ekvivalencia akkor igaz, haAés B
logikai értéke azonos, kilénben hamis.

Jele: A < B

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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~(AAB)=-AV-B
~(AVB)=—-AA-B
(A= B)=AA—B

- (AeB)=A«<-B

—

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A diszjunktiv normalforma, réviden DNF egy olyan alakja egy logikai formulaknak, ahol a mdvelet a valtozéinak vagy
negaltjainak konjunkcidinak diszjunkcioja.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Grafelméleti alapok

A graf csucsokbdl és azokat 6sszekdtd élekbdl all.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy graf 6sszefliggd, ha barmelyik csicsabdl el lehet jutni barmelyik masik csucséba élek mentén.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A gréaf egy csucsanak fokszama a gréaf e csucsaban dsszefutd élek szama.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Egy grafban kdrnek neveziink egy olyan utat, amely csupa kilénbdz8 cstcsokon és éleken haladva visszavezet a
kiindul6 csucséba.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha egy grafban nincs kér, de maga a graf 6sszefliggd, akkor fanak nevezziik.
Egy 7 csticst fanak mindig 72 — 1 darab éle van.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a grafokat, ahol minden csucs mindegyikkel 6ssze van kétve, teljes grafnak hivjuk.

Az M csucsU teljes graf éleinek a szama:

n(n—1)
2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy graf egyszer(, ha nincs benne sem tébbszords él, sem hurokél.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy graf Euler-kére olyan zart élsorozat, amely a graf 6sszes élét pontosan egyszer tartalmazza.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Grafok izomorfiaja és sikbarajzolhatésaga

A G gréf cstcsainak halmazat V' (G)-vel jeléljik. Itt aV az angol vertex = cstics széra utal.
A G gréf éleinek halmazat E(G)-vel jeldljiik. It E az angol edge = él.

A G grategy (V(G), E(G)) rendezett par, ahol V (G) egy nem ires halmaz, E(G) pedig a V (G)-bé|

képezhetd parok egy halmaza.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha a graf egy cslcsabdl elindulunk, és teszlink egy sétat a grafon, akkor egy élsorozatot kapunk.
Azokat az élsorozatokat, amelyek a graf semelyik pontjan nem haladnak at tébbszdér, itnak nevezzik.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ha egy élsorozat ugyanabbdl a cstcsbdl indul, mint ahova érkezik, akkor kérsétanak nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Minden grafban a cslcsok fokszdmainak 6sszege az élek szdméanak a kétszerese:
S d(V,) =2e

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy grafban nincs kér, de maga a graf dsszefliggd, akkor fanak nevezziik.
Egy 7 cslcsu fanak mindig 7t — 1 darab éle van.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A nem &sszefliggb kdrmentes grafok neve erdd.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy graf komplementere azt a grafot jelenti, aminek cslcsai ugyanazok, mint az eredeti grafnak, és két csics
pontosan akkor szomszédos benne, ha az eredeti grafban nem.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

AG(V(G),E(G)) grafizomort a G' (V(G"), E(G")) graffal, ha van egy bijekcio aV (G) és V' (G) kézétt,
amire teljesil, hogy G-ben pontosan akkor szomszédos két pont, ha G’ -ben a nekik megfelel§ pontok
szomszédosak, és szomszédos pontparok esetén ugyanannyi él fut kozottik.

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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Egy grafban topologikusan ekvivalens atalakitdsnak nevezzik azt, ha egy élt egy masodfokl csucs beiktatasaval két
élre bontunk, vagy ha egy 2 foku cslcsra illeszkedd éleket egybeolvasztunk, és a csucsot elhagyjuk.

Két graf akkor topologikusan izomorf, ha topologikusan ekvivalens l1épések egymas uténi alkalmazasaval el tudjuk
érni, hogy a két graf izomorf legyen.

Megnézem a kapcsolédé epizddot

A titkos recept grafok izomorfiajanak vizsgalatahoz:
1) Fokszamok vizsgalata

2) Utak hossza

3) Van-e koér?

4) Milyen hosszuak a kérok?

5) Elek vizsgalata

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy graf sikbarajzolhaté, ha lerajzolhaté Ugy, hogy élei csak a csucspontokban talalkozzanak.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A Kuratowski-tétel szerint egy graf pontosan akkor nem sikbarajzolhaté, ha tartalmazK3,3 -mal vagy K -tel
topolégiailag izomorf részgrafot.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azt mondja az Euler-féle poliéder-tétel, hogy ha egy konvex poliéder cslicsainak szamaV/, lapjainak szama F’ és
éleinek szama F, akkor

V4+F=FE+2

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ha egy egyszer( grafban minden kor Iegalébbk hosszU, akkor a sikbarajzolhatésag sziikséges feltétele:
(k—2)-E<k-V—2k

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Ha egy egyszer( graf sikbarajzolhatd, akkor meg kell felelnie ennek a feltételnek:
E<3V -6

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Grafok bejarasa és grafalgoritmusok

Egy graf feszitéfaja a graf minden csicsat tartalmazé fa részgraf. Feszitéfabdl altalaban tébb is van.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A minimalis feszitéfa egy grafban a legkisebb élsulyu feszitéfa.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A Kruskal algoritmus segitségével minimalis feszit6fat lehet megtalaini.

Az els6 1épés, hogy keressiik meg a grafban a legkisebb sulyd élt. Ha tébb azonos silyu él van, akkor valasszuk ki
azt, amelyikhez kedvlnk van.

Ezek utan beléplink egy ciklusba, ahol minden Iépésben az eddig még ki nem valasztott élekre alkalmazzuk az el6z6
Iépést Ugy, hogy ne keletkezzen kér. Ha mégis kor keletkezne, akkor a legutolsé olyan élt, amelynek hozzavétele
soran a kort kapjuk, tordljik.

Ezt addig csinaljuk, amig kész nem vagyunk.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Grafok egy adott pontjabdl vald feltérképezésére alkalmas mddszer a szélességi keresés (BFS = Breadth-first
search).

Mikodése:

Elindulunk egy adott pontbdl, és megkeressiik az 6sszes szomszédos pontot. Ezek az 1 egység tavolsagra 1évé
szomszédok és mindegyikre ragasztunk egy 1-es cimkét.

Most ezeknek keressiik meg az 1 egység tavoli szomszédjait. De csak azokat, akiken még nincsen cimke.
Ok a kiindulé ponttdl 2 egység tavolsagra vannak és 2-es cimkét kapnak.

Ha valamelyik 2-es szomszédba tdbb él is vezet, akkor csak az egyiket hagyjuk meg. Mindegy melyiket.
Az algoritmus aztan igy folytatédik, és szép lassan végez.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A DFS (Depth-first search) algoritmus a graf mélységi bejarasa.
A DFS algoritmus lényege, hogy elindulunk egy Gton, és megylnk, amig csak tudunk.

Amikor elakadunk, mert mar nem tudunk Ggy tovabbmenni, hogy olyan pontba jussunk, ahol még nem jartunk, akkor
visszamegyUnk egészen addig, ahonnan még lehet félderitetlen pontok felé haladni.

Amikor Ujra elakadunk, megint visszamegyulnk, és ezt ismételjiik, amig az egész grafot be nem jartuk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A BFS és DFS algoritmusok végrehajtasa soran a grafnak egy-egy feszit6fajat kapjuk. Ezeket nevezzik BFS és DFS
fanak.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy gréf csucsainak bejarasara van egy nagyon specidlis médszer, amit Hamilton kérnek nevezink, és az a lényege,
hogy egy olyan kérén haladunk végig a grafban, amely a graf 6sszes pontjat tartalmazza.

Hamilton kor Iétezésének sziikséges feltétele:

Ha egy grafbél k darab csucsot kitorlink (a bel8le kiindul6 élekkel egytt), akkor a megmaradé grafnak Iegfeljebbk
darab komponense lehet.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Hamilton Gt egy olyan Gt, amely a graf minden csucsat tartalmazza.
Hamilton 0t Iétezésének sziikséges feltétele:

Ha egy grafbol k darab cstcsot kitorliink (a bel6le kiindulé élekkel egyitt), akkor a megmaradd grafnak legfeljebb
k -+ 1 darab komponense lehet.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

A Dirac-tétel azt mondja ki, hogy ha egyG egyszer(, n > 3 cslcsut grafban minden csucs foka Iegalébb%, akkor a
grafban van Hamilton kér.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az Ore-tétel azt mondja, hogy ha egyG egyszerl, n > 3 csticsu grafban barmely Vl és V} nem szomszédos
csucsra d(V;) + d(V}) > N teljesul, akkor a grafban van Hamilton kér.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Kromatikus szam, klikk, perfekt grafok

A legkevesebb szint, amivel egy graf csucsait kiszinezhetjik Ggy, hogy a szomszédos cslcsok ne legyenek egyforma
szinliek, a graf kromatikus szamanak nevezzik.

Jele: X(G).

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy G egyszerii grafban klikknek nevezziik azokat a részgrafokat, amelyek telies grafok.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy graf klikkszama a grafban taldlhaté maximalis klikk elemszama.
A G graf klikkszamat w(G)-vel jeldljiik.

Minden grafban a klikkszam alsé becslés a kromatikus szamra:
w(G) < x(G)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

AG grafban a G részgraf feszitett részgraf, ha barmely két csucs aG' grafban pontosan akkor szomszédos, ha G-
ben is szomszédos.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy GG graf minden G’ feszitett részgrafjara igaz, hogy
w(G') = x(G')
akkora G grafot perfekt grafnak nevezzik.

Ha egy graf perfekt, akkor a kromatikus szama egyenl8 a klikkszamaval. Az allitas forditva nem igaz, abbdl, hogy
w(G’) = X(G’) meég nem kdvetkezik, hogy a graf perfekt.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

w(G) < x(G) < A(G) +1
ahol w(G) a gréaf klikkszdma, X(G) a kromatikus szama és A(G) a maximalis fokszama.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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A mohd szinezés egy algoritmus a grafok szinezésére.

Lényege, hogy sorba rakjuk a graf cstcsait, és elkezdjik szinezni Ggy, hogy minden csucs szinezéséhez a lehetd
legkisebb sorszamu szint hasznaljuk. Ezt addig folytatjuk, amig az &sszes csucs ki nem lesz szinezve, és igy
elhasznalunk legfeljebb A(G) + 1 darab szint.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha G nem teljes graf, vagy paratlan csucsu kér, akkor
x(G) <A(G)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy G grafban azt a legkisebb szamot, amire a grafnak mar van j6 élszinezése, aG graf élkromatikus szamanak
nevezzlk.

Jele: Xe

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A Vizing-tétel a grafok élkromatikus szamara ad alsé és felsd becslést:
A(G) < x(G) < A(G) +1

Vagyis a G egyszer( grafok két osztalyba sorolhatdk:

Els6 osztaly: X (G) = A(G)

Mésodik osztaly: X (G) = A(G) + 1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az intervallumgraf egy olyan graf, melynek csucsai megfeleltethetéek a valdés szamok egy-egy intervalluméanak, és
két csucs kdzott akkor vezet él, ha a nekik megfeleltethetd két intervallum metszete nem (ires.

Az intervallumgrafok mindig perfekt grafok.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy G grafot paros grafnak neveziink, ha csticsainak aV' (G) halmaza felbonthaté az A és B diszjunkt
részhalmazokra, Ugy hogy A-n és B-n beliil nem vezetnek élek.

A paros grafok kromatikus szama 2, élkromatikus szamukra pedig Kénig Dénesnek van egy remek tétele:
Ha G paros graf, akkor X (G) = A(G)

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Jan Mycielski lengyel matematikust nyugtalanitotta az a kérdés, hogy Iéteznek-e olyan grafok, amelyeknek a
kromatikus szama nagyon nagy, de a klikkszama csak 2.

Létrehozott egy konstrukciot, amivel olyan grafokat lehet alkotni, amelyek klikkszama 2, a kromatikus szamuk pedig
barmilyen nagy lehet. Ezeket a grafokat Mycielski-grafoknak nevezzlk.

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Grafparaméterek, parositasok

A flggetlen ponthalmaz preciz definiciéjara mindjart ketté is van.
ime az egyik:

Egy G grafban fiiggetlen csticshalmaznak nevezzilk a csticsoknak az A C V(G részhalmazat, ha nincs olyan él,
amelynek mindkét végpontja A-ban van.

Es itt jon a masik:

Egy G grafban fiiggetlen csticshalmaznak nevezzilk a csticsoknak az A C V(G részhalmazat, ha az A 4ltal
feszitett részgraf nem tartalmaz élt.

Egy G grafban a fiiggetlen csticsok maximalis szamat (G )-vel jeldljik.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Egy G grafban aT' C V() ponthalmaz lefogé ponthalmaz, ha G minden élének legalabb az egyik végpontjaT'-
ben van.

Egy grafban a minimalis méretli lefog6é ponthalmaz eIemszémétT(G)-veI jeloljik.
A maximélis lefogé ponthalmaz pedig a graf 6sszes csicsa, és elemszama éppen|V (G) |=n.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Ha vesszik egy grafban a maximalis szamu fliggetlen pontokat és a minimalis szamu lefogé pontokat, akkor épp
megkapjuk a graf dsszes pontjat.

Ezt hivjuk elsd Gallai tételnek:
T(G)+ a(G) =n

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy G graf éleinek M részhalmaza fiiggetlen élhalmaz, ha M semelyik két elemének nincs kdzds végpontja.
Egy graf figgetlen éleinek maximalis szamat I/(G)-vel jeloljuk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy G graf éleinek R részhalmaza lefog6é élhalmaz, ha a graf minden csticsa valamelyik R-beli él végpontja.
Egy G grafban a lefogé élek minimalis szamat p(G)-vel jeléljuk.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Ha vesszik egy grafban a minimalis szamu lefogo éleket, és a maximalis szamu fliggetlen éleket, akkor a graf
minden pontjahoz pontosan egy él fog tartozni.

Ez Gallai masodik tétele:
Ha egy M cslcsu graf nem tartalmaz izolalt pontot, akkor
p(G) +v(G) =n

Megnézem a kapcsolddo epizédot

a(G) < p(G) v(G)=1(G)

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Egy G graf akkor és csak akkor paros, ha mindenG-ben szerepld kér paros hosszusagu.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy G grafban az E(G) élhalmaznak egy M részhalmazat parositasnak nevezziik, ha M semelyik két elemének
nincs kéz6s végpontja.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy G grafban az ey, €9, €3,. . ., €, élsorozat az M parositas javité tja, ha
1) a megadott élsorozat egy paratlan hosszu ut G-ben

2) az élek felvaltva elemi M -nek:

e € Mésey 1 & M

3) az Ut kezdd és végpontja nem illeszkedik semelyik M -beli élre sem

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a parositasokat nevezzik teljes parositdsoknak, ami a graf 6sszes csucsat lefedi.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy grafban akkor és csakis akkor Iétezik teljes parositas, ha barhogyan hagyunk el a grafbél néhany pontot, a
megmaradt grafban a paratlan komponensek szama nem tébb az elhagyott pontok szamanal.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Halézatok, maximalis folyam, minimalis vagas

Legyen X a V' (G)-nek egy olyan részhaimaza, ami S-t tartalmazza. Ekkor az X-b8l a V' (G) — X -be vezets
éleket (S, T") vagasnak nevezziik.

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Egy (S y T) vagas kapacitdsa, a vagasban szerepld élek kapacitasainak 6sszege.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

A Ford-Fulkerson algoritmus egy olyan algoritmus, amit a maximalis folyam megkeresésére hasznalunk. Az
algoritmus Iényege pedig az a javit6 graf, amit az eredeti hal6zat alapjan készitiink el. A javitd graf megmutatja
nekink, hogy milyen atvonalon tudjuk névelni a meglévé folyamot.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Legyen Gegy iranyitott graf és értelmezziink a graf élein egy ' — REI)— figgvényt, ami minden élhez hozzarendeli
a c(€e) nem negativ szamot, amit az é| kapacitasanak neveziink.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Legyen Gegy iranyitott graf és értelmezziink a graf élein egy /' — RS' flggvényt, ami minden élhez hozzarendeli
a c(e) nem negativ szamot, amit az él kapacitasanak nevezink.

Van tovabba két kitlintetett pont a grafoan, S (source = forras) ésT’ (target = cél).
Ekkora (G, S, T, c) egy halézat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A hal6zatban folyamnak neveziink egy olyan f(e) E— Rar flggveényt, amire teljesil, hogy barmely € élre
0 < f(e) < c(e) és barmely T-t61 és S-t6 kiilénbdz6 V csticsra:

ZVbe f(e) - ZVki f(e) =0

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy folyam értékének az
my =2 o F(€) =D g f(€)
szamot nevezzik.

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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A Ford-Fulkerson tétel azt mondja ki, hogy egy hal6zatban a maximdlis folyam mindig megegyezik a minimalis
vagassal.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Mindig Iétezik egy olyan ut, ami csak azokon a pontokon halad at, ahol a tartalékidd nulla, és az Ut hossza
megegyezik a teljes folyamat hosszaval. Ezt az utat kritikus Utnak nevezzulk.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Iranyitott grafok, grafalgoritmusok iranyitott grafokban

A DFS algoritmusnak az a lényege, hogy kiindulunk egy csucsbél, és megylnk ameddig tudunk.
Az, hogy merre megyunk, teljesen a véletlen m(ive.

Egyszer aztan elérkezlink egy olyan pontba, ahonnan mar nincs tovabb.

Innen mar csak olyan cslcsba tudnank tovabblépni, ahol korabban mar jartunk.

Ekkor visszaugrunk egészen addig, ahonnan még vezet Ut bejaratlan cstcsba.

Ha mar minden csucshoz eljutottunk, akkor a DFS algoritmus véget ér.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A DFS algoritmus eredményeként kapjuk a DFS-fat.

Hogyha a DFS-faba berajzoljuk az eredeti graf tébbi élét is, akkor ezek az élek harom tipusba sorolhatdéak. Vannak
olyan élek, amelyek képesek lerdviditeni egy utat a DFS faban. Ezeket az éleket gy hivjuk, hogy "elére-él". Ha az
eredeti grafban van forditott iranyu él, akkor ezt az élt "vissza-él"-nek nevezzik. Hogyha az eredeti grafban van u-bol
U-be vezet6 él, akkor ezt az élt "kereszt-éI"-nek nevezzik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A BFS-algoritmus Iényege, hogy kiindulunk egy csucsbdl, aztan megkeressik a kbzvetlen szomszédjait. Innen
folytatédik az algoritmus, és az (j csicsoknak keressiik meg a szomszédjait. Ha t6bb él is vezet egy szomszéd felé,
mindegy melyiket vélasztjuk. Az algoritmust addig ismételjik, amig minden csucsot meg nem talaltunk.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A BFS algoritmus eredményeként kapjuk a BFS-fat.
Hogyha a BFS-faba berajzoljuk az eredeti graf tébbi élét is, akkor ezek az élek harom tipusba sorolhatéak.
Vannak "el6re-él"ek, "vissza-él"ek és "kereszt-él"ek.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A Dijkstra algoritmus képes megtalalni a graf egy adott csticsabdl a tébbi csicsba vezetd legrévidebb utat.

Az algoritmus Iényege, hogy kivalasztunk egy pontot, és ebbdl a pontbdl kiindulva csucsrél csucsra haladva
felderitjlik az egész grafot.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

&5 MATEKING.HU - DISZKRET MATEMATIKA KEPLETGYUJTEMENY
20. OLDAL


https://www.mateking.hu/diszkret-matematika/iranyitott-grafok-grafalgoritmusok-iranyitott-grafokban/dfs-algoritmus-iranyitott-grafokban-dfs-fa
https://www.mateking.hu/diszkret-matematika/iranyitott-grafok-grafalgoritmusok-iranyitott-grafokban/dfs-algoritmus-iranyitott-grafokban-dfs-fa
https://www.mateking.hu/diszkret-matematika/iranyitott-grafok-grafalgoritmusok-iranyitott-grafokban/bfs-algoritmus-iranyitott-grafokban-bfs-fa
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Legkisebb négyzetek mdédszere, legjobb linearis kdzelités

Gauss-féle normalegyenletek:
n-by+bi-d T =y
by-a?+by- Y x = Ty
Ahol 1 a megfigyelések szama.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az Az = b egyenletrendszer optimalis megoldasai megegyeznek az
AT A.z=AT.b
egyenletrendszer megoldasaival.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy egyenletrendszernek nincs megoldasa, akkor az optimalis megoldas megadja a legjobb kdzelitést.
Az Az = b egyenletrendszer optimalis megoldasai megegyeznek az

AT Az = AT b

egyenletrendszer megoldasaival.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az Ax = b egyenletrendszer Gauss-féle normalegyenlete:
AT . Az = AT b

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy Q vektort nem csak mer6legesen vetithetjik, hanem ferdén is. Viszont egyediil a mer8leges vetités rendelkezik a
legjobb kdzelités tulajdonsagaval.

A b vektor legjobb kézelitése a W altérben egy olyan b’ vektor, amire [b — b'| minimaiis.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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https://www.mateking.hu/diszkret-matematika/legkisebb-negyzetek-modszere-legjobb-linearis-kozelites/mit-jelent-a-legkisebb-negyzetek-modszere
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Paros grafok, parositasok

Legyen G(A, B, E) paros graf és X pedig A-nak egy tetszéleges részhalmaza. Az X -ben 1év8 csticsok B-beli

szomszédjainak halmazat hiviuk IV (X )-nek. A G grafnak akkor és csak akkor van A-t feds parositasa, ha barmely
X halmazra

(X [<| N(X)]

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

A G(A, B, E) paros grafban akkor és csak akkor létezik teljes parositas, ha
|A|=| Bl és
| X |<| N(X)| minden X C A ponthalmazra.

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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Menger tételei, tobbszorés 6sszefliggéség

Egy G graf k-szorosan éldsszefiiggs, ha barhogyan hagyunk el beléle k-nal kevesebb élt, a maradék graf
Osszefliggé marad.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Egy G graf k-szorosan pontdsszefiiggs, ha legalabb k -+ 1 pontja van és barhogyan hagyunk el beléle k-nal
kevesebb pontot, a maradék graf 6sszefliggé marad.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy G irdnyitott grafban az u-bdl v-be vezetd élidegen utak maximalis szama megegyezik azu-bél v-be vezetd
utakat lefogé élek minimalis szamaval.

Egy G grafban az u-bol V-be vezet§ élidegen utak maximalis szama megegyezik azu-bél v-be vezetd utakat lefogd
élek minimalis szdmaval.

Egy G irdnyitott grafban u és v legyen két kilénbdz8 nem szomszédos csucs. Ekkor azu-bél v-be vezetd
pontidegen utak maximalis szama megegyezik az U-bol V-be vezetd utakat lefogd (u-t6l és v-t6l kiilbnb6z8) pontok
minimalis szamaval.

Egy G grafban u és U legyen két kildnb6z6 nem szomszédos csucs. Ekkor azu-bol vV-be vezetd pontidegen utak
maximalis szama megegyezik az U-bol U-be vezet§ utakat lefogd (Uu-t6l és V-6l kiildnb6z8) pontok minimalis
szamaval.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/diszkret-matematika/menger-tetelei-tobbszoros-osszefuggoseg/k-szorosan-utosszefuggo-es-pontosszefuggo-grafok
https://www.mateking.hu/diszkret-matematika/menger-tetelei-tobbszoros-osszefuggoseg/menger-tetelei
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Oszthatésag

Az a és b szam legnagyobb kdzds osztja az ad pozitiv szém, amired | a és d | b, és e kdzds osztok kdzil ez a
legnagyobb.

Jelélés:d = (a,b)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a és b relativ primek, ha (a,b) =1

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Haa | césb|cés(a,b) =1akkorab | c
Hac | abés (a,c) = lakkorc | b

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Azokat a szamokat, amelyeknek az egységszorzon és 6nmagukon kivll nincsen mas pozitiv egész osztdja,
primeknek nevezzlk.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha két egymast kbvet paratlan szam primszam, akkor azokat ikerprimeknek nevezzik.
A 3-nal nagyobb ikerprimek 6k — 1 és 6k + 1 alakuak, aholk € Z .

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A nullatél és az egységszorzoktdl killdnbdz6 dsszes 1 egész szam felbonthatd primek szorzatara a sorrendtél és az
egységszeresektdl eltekintve egyértelm(ien.

n=pl-pg?e..-- Pk aholk € Z+
Itt k a felbontasban szerepld kiilonbdz6 primek szama.

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Egy p szdm prim, ha
plab=-plavagyp|b

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy g szam felbonthatatlan, ha nem létezik olyan egységtdl kilénbdzéa és b szam, hogy @ = ab

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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A legkisebb kéz6s tdbbszorés megtalalasanak lépései:

1. Elkészitjik a primtényezd@s felbontast
2. Vesszik az 6sszes primet a két primtényez@s felbontasbol
3. Mindegyik prim a nagyobbik kitevét kapja.

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Minden négyzetszam 4-gyel osztva nulla, vagy egy maradékot ad.
Minden négyzetszam 3-mal osztva nulla, vagy egy maradékot ad.
Minden négyzetszam 5-tel osztva nulla, vagy egy vagy négy maradékot ad.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Minden négyzetszam 4-gyel osztva nulla, vagy egy maradékot ad.
Minden négyzetszam 3-mal osztva nulla, vagy egy maradékot ad.
Minden négyzetszam 5-tel osztva nulla, egy vagy négy maradékot ad.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a—bla™—-b"
a+b|a™ + b™ han paratlan

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Teljes indukcié

A teljes indukcié olyan allitasok bizonyitasara alkalmas, melyek 72 pozitiv egész szamtél fliggenek.

A teljes indukciés bizonyitas Iépései:

1. 1épés: Igazoljuk, hogy az allitas 2 = 1 esetén vagy az elsé néhanyn-re igaz.
2. lépés: Igazoljuk, hogy ha az allitas 12-re igaz, akkor 72 + 1 esetén is igaz.
Ezzel az allitast mindenn pozitiv egész szamra belatjuk.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

K

&5 MATEKING.HU - DISZKRET MATEMATIKA KEPLETGYUJTEMENY

26. OLDAL


https://www.mateking.hu/diszkret-matematika/teljes-indukcio/a-teljes-indukcio

27. OLDAL
&5 MATEKING.HU - DISZKRET MATEMATIKA KEPLETGYUJTEMENY

Euklideszi algoritmus & Diofantoszi egyenletek

Az euklideszi algoritmus egy formanyos moédszer két szam legnagyobb kézds osztéjanak kiszamolasara.
a és b szamokra igy néz ki az algoritmus:

a=¢q -b+mr

b=gy - +m

TT =¢q3 Ty + T3

Tn2 =0qn Tn-1+Tp

Tn1=Gnt1 " Tn+0

A legnagyobb kdz6s oszté az utolsé nem 0 maradék (r°,).

Az euklideszi algoritmussal tovabba a két szam legnagyobb kdzds osztoja kifejezhetd a két szam segitségével:
D=a-a+pB-b

Itt ID a legnagyobb k6zds oszté.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A Diofantoszi egyenletek igy néznek ki:
ax +by=c
ahola,b,c € Zésx,yc Z

Megoldasukat azzal kezdjik, hogy kiszamoljuk a és b legnagyobb kdzds osztéjat: D, és ezzel végig osztjuk az
egyenletet, igy kapjuk az

Ax+ By=C
egyenletet, ahol (4, B) = 1.

A masodik 1épés, hogy az euklideszi algoritmus segitségével kifejezzUkA és B legnagyobb kozds osztojat, ami az 1,
igy

a-A+pB-B=1

egyenletet kapunk.

Ezt az egyenletet beszorozva Cvel megkapunk egy megoldast:
(@-C)-A+(8-C)-B=C

Az altalanos megoldasokat a kdvetkez§ alakban kapjuk meg:
r=a-C+k-B

y=p8-C—k-A

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Kongruenciak

Haa ésb ugyanazt a maradékot adja 7711-mel osztva, akkor azt mondjuk, hogy @ és b kongruensek modulo 1M1, és ezt

a tényt igy jeldljuk:
a =bmod m

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Reflexiv:

a =amodm

Szimmetrikus:
a=bmodm = b=amodm

Tranzitiv:

a=bmodmésb=cmodm=a=cmodm
Osszefiiggés dsszeadasra:
a=bmodmésc=dmodm=a+c=b+dmodm
Osszefliggés szorzasra:
a=bmodmésc=dmodm=a-c=b-dmodm

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Legyenek a és b egész szamok és 1 pozitiv egész szam.
Ekkor
a=bmodm,ham |a—b

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

a=bmodm=-a-c=b-cmodm
a-c=b-cmodm=a=bmodm (m,c)=1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy adott 72 modulus esetén az a-val kongruens elemek halmazat az a altal reprezentalt maradékosztalynak

nevezzik.

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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Egy mod 1 modulus esetén az 1m1-hez relativ prim elemekbdl allé maradékosztalyokat redukalt maradékosztalynak
nevezzuk.

A redukalt maradékosztalyok szamat a ¢(1m) szamelméleti fiiggvény irja le.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Az euler féle  fliggvény azt adja meg, hogy hany 711-nél nem nagyobb, 171-hez relativ prim pozitiv szam létezik.

Ha p prim, akkor

p(p)=p—1

o(p* =p* —p*!

Es ha

m=pp... . PO

akkor

o(m) = (5 =) oo (o — )
Tovabba

p(ab) = ¢(a) - p(b)

Megnézem a kapcsolédd epizddot

a?™ =1 mod mha(a,m) =1

Megnézem a kapcsolddo epizédot

a? = a mod p ha p prim

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A linearis kongruenciak igy néznek ki:
ax = bmod m

Es érdemes megjegyezni, hogy csak akkor oldhaték meg, ha(a,m) | b.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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A lineéris kongruenciak igy néznek ki:
ax =bmodm

Megoldas csak akkor étezik, ha (a,m) | b.

A megoldas menete a kdvetkezd:

1. Iépés: Redukélunk

a;x =b; mod m

2. lépés: Leosztunk aq -gyel, de bl-et lélekben fel kell erre késziteni
A megoldasok szama: (@, M)

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az RSA Iényege, hogy a titkositas kulcsa nyilvanos, vagyis azt barki ismerheti. Csak a dekddolas kulcsa az, ami
titkos.

Az alapétlete a kdvetkez6:
Vesziink két j6 nagy primet, p-t és g-t amit csak mi ismer(ink, ezek titkosak.
Elkészitjik az N = p - ¢ szamot és (N )-et, amit csak mi ismerink.

Ha p és q tébbszazjegyl primek, akkor IN primfelbontasa a jelenlegi szamitégépekkel tdbb ezer évig tartana, és igy
(V) kiszamolésa is lehetetlen.

Végill mér csak egy dolog kell, egy € kitevs, amire teljesiil, hogy (€, p(IN)) =1
Ezt kdvetben jon a titkositas.
A visszafejtéshez pedig az Euler-Fermat tétel kell, aminek segitségével megalkotjuk ad megfejté kulcsot.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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