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Oszthatésag

Az a és b szam legnagyobb kdzds osztja az ad pozitiv szém, amired | a és d | b, és e kdzds osztok kdzil ez a
legnagyobb.

Jelélés:d = (a,b)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a és b relativ primek, ha (a,b) =1

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Haa | césb|cés(a,b) =1akkorab | c
Hac | abés (a,c) = lakkorc | b

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Azokat a szamokat, amelyeknek az egységszorzon és 6nmagukon kivll nincsen mas pozitiv egész osztdja,
primeknek nevezzlk.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha két egymast kbvet paratlan szam primszam, akkor azokat ikerprimeknek nevezzik.
A 3-nal nagyobb ikerprimek 6k — 1 és 6k + 1 alakuak, aholk € Z .

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A nullatél és az egységszorzoktdl killdnbdz6 dsszes 1 egész szam felbonthatd primek szorzatara a sorrendtél és az
egységszeresektdl eltekintve egyértelm(ien.

n=pl-pg?e..-- Pk aholk € Z+
Itt k a felbontasban szerepld kiilonbdz6 primek szama.

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Egy p szdm prim, ha
plab=-plavagyp|b

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy g szam felbonthatatlan, ha nem létezik olyan egységtdl kilénbdzéa és b szam, hogy @ = ab

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Minden négyzetszam 4-gyel osztva nulla, vagy egy maradékot ad.
Minden négyzetszam 3-mal osztva nulla, vagy egy maradékot ad.
Minden négyzetszam 5-tel osztva nulla, vagy egy vagy négy maradékot ad.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Minden négyzetszam 4-gyel osztva nulla, vagy egy maradékot ad.
Minden négyzetszam 3-mal osztva nulla, vagy egy maradékot ad.
Minden négyzetszam 5-tel osztva nulla, egy vagy négy maradékot ad.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

a—bla™—-b"
a+b|a™ + b han paratlan

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Euklideszi algoritmus

Az euklideszi algoritmus egy formanyos moédszer két szam legnagyobb kézds osztéjanak kiszamolasara.
a és b szamokra igy néz ki az algoritmus:

a=¢q -b+mr

b=gy - +m

TT =¢q3 Ty + T3

Tn2 =0qn Tn-1+Tp

Tn1=Gnt1 " Tn+0

A legnagyobb kdz6s oszté az utolsé nem 0 maradék (r°,).

Az euklideszi algoritmussal tovabba a két szam legnagyobb kdzds osztoja kifejezhetd a két szam segitségével:
D=a-a+pB-b

Itt ID a legnagyobb k6zds oszté.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A Diofantoszi egyenletek igy néznek ki:
ax +by=c
ahola,b,c € Zésx,yc Z

Megoldasukat azzal kezdjik, hogy kiszamoljuk a és b legnagyobb kdzds osztéjat: D, és ezzel végig osztjuk az
egyenletet, igy kapjuk az

Ax+ By=C
egyenletet, ahol (4, B) = 1.

A masodik 1épés, hogy az euklideszi algoritmus segitségével kifejezzUkA és B legnagyobb kozds osztojat, ami az 1,
igy

a-A+pB-B=1

egyenletet kapunk.

Ezt az egyenletet beszorozva Cvel megkapunk egy megoldast:
(@-C)-A+(8-C)-B=C

Az altalanos megoldasokat a kdvetkez§ alakban kapjuk meg:
r=a-C+k-B

y=p8-C—k-A

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

&5 MATEKING.HU - BEVEZETES A SZAMITASELMELETBE 1 KEPLETGYUJTEMENY
5. OLDAL


https://www.mateking.hu/bevezetes-a-szamitaselmeletbe-1/euklideszi-algoritmus/diofantoszi-egyenletek

&5 MATEKING.HU - BEVEZETES A SZAMITASELMELETBE 1 KEPLETGYUJTEMENY

6. OLDAL

Kongruenciak

Haa ésb ugyanazt a maradékot adja 7711-mel osztva, akkor azt mondjuk, hogy @ és b kongruensek modulo 1M1, és ezt

a tényt igy jeldljuk:
a =bmod m

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Reflexiv:

a =amodm

Szimmetrikus:
a=bmodm = b=amodm

Tranzitiv:

a=bmodmésb=cmodm=a=cmodm
Osszefiiggés dsszeadasra:
a=bmodmésc=dmodm=a+c=b+dmodm
Osszefliggés szorzasra:
a=bmodmésc=dmodm=a-c=b-dmodm

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Legyenek a és b egész szamok és 1 pozitiv egész szam.
Ekkor
a=bmodm,ham |a—b

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

a=bmodm=-a-c=b-cmodm
a-c=b-cmodm=a=bmodm (m,c)=1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy adott 72 modulus esetén az a-val kongruens elemek halmazat az a altal reprezentalt maradékosztalynak

nevezzik.

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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Egy mod 1 modulus esetén az 1m1-hez relativ prim elemekbdl allé maradékosztalyokat redukalt maradékosztalynak
nevezzuk.

A redukalt maradékosztalyok szamat a ¢(1m) szamelméleti fiiggvény irja le.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Az euler féle  fliggvény azt adja meg, hogy hany 711-nél nem nagyobb, 171-hez relativ prim pozitiv szam létezik.

Ha p prim, akkor

p(p)=p—1

o(p* =p* —p*!

Es ha

m=pp... . PO

akkor

o(m) = (5 =) oo (o — )
Tovabba

p(ab) = ¢(a) - p(b)

Megnézem a kapcsolédd epizddot

a?™ =1 mod mha(a,m) =1

Megnézem a kapcsolddo epizédot

a? = a mod p ha p prim

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A linearis kongruenciak igy néznek ki:
ax = bmod m

Es érdemes megjegyezni, hogy csak akkor oldhaték meg, ha(a,m) | b.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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A lineéris kongruenciak igy néznek ki:
ax =bmodm

Megoldas csak akkor étezik, ha (a,m) | b.

A megoldas menete a kdvetkezd:

1. Iépés: Redukélunk

a;x =b; mod m

2. lépés: Leosztunk aq -gyel, de bl-et lélekben fel kell erre késziteni
A megoldasok szama: (@, M)

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az RSA Iényege, hogy a titkositas kulcsa nyilvanos, vagyis azt barki ismerheti. Csak a dekddolas kulcsa az, ami
titkos.

Az alapétlete a kdvetkez6:
Vesziink két j6 nagy primet, p-t és g-t amit csak mi ismer(ink, ezek titkosak.
Elkészitjik az N = p - ¢ szamot és (N )-et, amit csak mi ismerink.

Ha p és q tébbszazjegyl primek, akkor IN primfelbontasa a jelenlegi szamitégépekkel tdbb ezer évig tartana, és igy
(V) kiszamolésa is lehetetlen.

Végill mér csak egy dolog kell, egy € kitevs, amire teljesiil, hogy (€, p(IN)) =1
Ezt kdvetben jon a titkositas.
A visszafejtéshez pedig az Euler-Fermat tétel kell, aminek segitségével megalkotjuk ad megfejté kulcsot.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Matrixok és vektorok

Egy nXk-as matrix tulajdonképpen nem mas, mint egy tablazat, aminek n darab sora és k darab oszlopa van.

pI.:A:(2 3 1)
5 1 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy matrixot egy szammal szorzunk, akkor amatrix 6sszes elemét meg kell szorozni a szammal.

5 7 -2 15 21 -6
pl.:3- =
2 2 1 6 6 3

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha egy matrixot osztunk egy szammal, akkor amatrix minden elemét osztani kell a szammal.

L) (20
3 1 1 5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két matrix 6sszeadasakor 6sszeadjuk az ugyanazon pozicidban lév8 elemeket. Két matrixot csak akkor lehet
6sszeadni, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

2 4 7 17 -2 3 11 5
p":(1 5 3)+(4 2 1 ):<5 7 4)
A matrixok 6sszeaddsa kommutativ, azaz
A+B=B+A4
Es asszociativ, azaz
(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két matrix kivonasakor kivonjuk az ugyanazon poziciéban l1évé elemeket. Két matrixot csak akkor lehet kivonni
egymasbdl, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

(2a T\ (17 2\_(1 -39
P“\1 5 3 42 1) =3 3 2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Két matrix szorzata akkor Iétezik, ha a bal oldalimatrix oszlopainak szdma megegyezik a jobb oldalimatrix sorainak
szamaval.

Ha az A matrix m x n-es a Bmairix pedig n x k-s, akkor az eredménymatrix m x k-s lesz.

Az eredménymatrix i-edik sordnak j-edik elemét ugy kapjuk, hogy a bal oldalimatrix i-edik sorat skalarisan szorozzuk
a jobb oldali mairix j-edik oszlopaval. (Tehat az els elemet az elsvel, a masodikat a masodikkal stb. szorozzuk,
majd 6sszeadjuk)

(3 4\ (2 4 T\_(10 32 33
P\1 5 15 3/ \7 20 22

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Két méatrixot csak akkor adhatunk éssze, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.
A matrix 6sszeadas kommutativ:

A+B=B+A

Es asszociativ:

(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A matrixszorzas nem kommutativ, azaz:
A-B£B-A

De asszociativ, azaz:
(A-B)-C=A-(B-C)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kvadratikus matrix négyzetes matrix vagyis ugyanannyi sora van, mint oszlopa.

2 3 5
pl:l1 4 1
2 1 1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A diagonalis matrix olyan kvadratikus matrix, aminek a f§atléjan kivili elemek nullak.

2 00
p: {0 4 0
0 0 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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Az egységmatrix olyan matrix, ami azt tudja, hogy barmely A matrixra A - I = A.

Az egységmatrixok olyan diagonalis matrixok, aminek minden f6atlé-eleme egy.

10
l: Iyp9 =
ot (10)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az inverz matrix jele A lesez egy olyan matrix, ami azt tudja, hogy

A- A1 =T (jobb inverz)
A1. A= (palinverz)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A transzpondlt a matrix sorainak és oszlopainak felcserélése. Jele AT vagy A*

pl.:
2 3 5 2 1 2
A=1|1 4 1 |=4T=|3 4 5
2 5 7 5 1 7

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a matrixokat, melyek transzponaltjuk dnmaga, szimmetrikus matrixnak nevezzik.

5 1 7 5 1 7
p:A=11 4 2|=AT=|1 4 2
7 2 6 7 2 6

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Vektort egy szammal Ugy szorzunk, hogy a vektor minden koordinatajat megszorozzuk a szammal.

1 3
P:3-1 3] =1 9
5 15

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Vektort egy szammal gy osztunk, hogy a vektor minden koordinatajat leosztjuk a szammal.
3
6 1

. 15 —

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két vektort Ugy adunk 6ssze, hogy minden egyes koordinatajukat kiilén-kiilén 6ssze adjuk.

2 4 6
PL.: 4 +12]=16
-1 7 6

Tulajdonségok:
kommutativ:a +b =b +a
asszociativ: (a +b) +c=a+ (b+¢)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két vektort Ugy vonunk ki egymasbol, hogy minden egyes koordinatajukat kiildn-kilén kivonjuk egymasbdl.

2 4 -2
PI.: 4 12| = 2
-1 7 —8

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A skalaris szorzat két vektor kdzti mlvelet, ami csinal bel8lik egy szamot.

3 4
P..a= [ 2 b=11
) 2

a’ - b=3-44+2-14+5-2=24
Tulajdonséagok:

T.a

S

kommutativ: QT . Q =

nem asszociativ: (a - ) T c#al- (QT . g)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

&5 MATEKING.HU - BEVEZETES A SZAMITASELMELETBE 1 KEPLETGYUJTEMENY
12. OLDAL


https://www.mateking.hu/bevezetes-a-szamitaselmeletbe-1/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/bevezetes-a-szamitaselmeletbe-1/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/bevezetes-a-szamitaselmeletbe-1/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/bevezetes-a-szamitaselmeletbe-1/matrixok-es-vektorok/vektorok

13. OLDAL

&5 MATEKING.HU - BEVEZETES A SZAMITASELMELETBE 1 KEPLETGYUJTEMENY

Két vektor diadikus szorzata egy matrix. Lassuk milyen.

3
P..a= | 2
5
12
a-b"=| 8
20

Tulajdonséagok:
nem kommutativ

nem asszociativ

Megnézem a kapcsolodoé epizédot

b=

3 6
2 4
5 10

4

Ha egy matrixot beszorzunk az I =

elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

vektorral, akkor az szépen 6sszeadja a matrixunk soraiban 1évé

Ha egy matrixot beszorzunk ale =(1 1

oszlopaiban 1év6 elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

1 ) vektorral, akkor az szépen 0sszeadja a matrixunk

Ha egy matrixot megszorzunk jobbrél egy €, egységvektorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik oszlopat.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ha egy matrixot megszorzunk balrél egy €, egységvekiorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik sorat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Koordinatageometria a térben

A vektor egy irdnyitott szakasz.

—
Jelslgse: v = AB

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Van itt két vektor:a = (al,a2), Q = (bl,bz)
A két vektor 6sszege:
a+b=(a;+by,as+b)

A két vektor kiildnbsége:

a—b=(a; —by,ay —by)

%
AB=b-a

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Vanittaza = (a1 y ag) ésQ = (bl, b2) vektor.
Az a vektor hossza:

_ 2 2
la |= \/ %1 + a;

%
Az A B vektor hossza:

%
AB=|b-al= \/(bl —a1)? + (by —ay)?
Es pont ugyanigy kapjuk meg az A és B pontok tavolsagat is.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Két pont kdzti vektor a végpontba mutatd helyvektor minusz a kezdépontba mutaté helyvektor.

_>
Tehat AB=0b—a

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Van itt két vektor:a = (al,az),g = (bl,bz).
Az a és b vekiorok skalaris szorzata:
a-b=|a|-|b]|-cosy=ay-b;+ay-by

ahol 7y a két vektor altal bezart szég

la |= m, vagyis az @ vektor hossza
b |= \/b%-F—bz vagyis ab vektor hossza

Két vektor mer6leges egymasra, ha @ - Q =0.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Vanittaza = (a1 y a2) vektor.
Az a +90°-os elforgatottja:
at90° — (—az,a1)

Az a -90°-os elforgatottja:
a0 = (az,—a;)

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Két vektor skalaris szorzatat kiszamolhatjuk igy:
a-b=la|-]b|-cosy

ahol 7y a két vektor &ltal bezart szdg,

|g |: A /a% + ag , vagyis az @ vektor hossza
b= 4 /b% + b2, vagyis azb vektor hossza

llletve kiszamolhatjuk igy is:
a-b=a;-by+ay-by

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Két vektor mer6leges egymadsra, ha skalaris szorzatuk 0, azaz haa - Q =0.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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