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Matrixok, vektorok, vektorterek

Egy nXk-as matrix tulajdonképpen nem mas, mint egy tablazat, aminek n darab sora és k darab oszlopa van.

pI.:A:(2 3 1)
5 1 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy matrixot egy szammal szorzunk, akkor amatrix 6sszes elemét meg kell szorozni a szammal.

5 7 -2 15 21 -6
pl.:3- =
2 2 1 6 6 3

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha egy matrixot osztunk egy szammal, akkor amatrix minden elemét osztani kell a szammal.

L) (20
3 1 1 5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két matrix 6sszeadasakor 6sszeadjuk az ugyanazon pozicidban lév8 elemeket. Két matrixot csak akkor lehet
6sszeadni, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

2 4 7 17 -2 3 11 5
p":(1 5 3)+(4 2 1 ):<5 7 4)
A matrixok 6sszeaddsa kommutativ, azaz
A+B=B+A4
Es asszociativ, azaz
(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két matrix kivonasakor kivonjuk az ugyanazon poziciéban l1évé elemeket. Két matrixot csak akkor lehet kivonni
egymasbdl, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

(2a T\ (17 2\_(1 -39
P“\1 5 3 42 1) =3 3 2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Két matrix szorzata akkor Iétezik, ha a bal oldalimatrix oszlopainak szdma megegyezik a jobb oldalimatrix sorainak
szamaval.

Ha az A matrix m x n-es a Bmairix pedig n x k-s, akkor az eredménymatrix m x k-s lesz.

Az eredménymatrix i-edik sordnak j-edik elemét ugy kapjuk, hogy a bal oldalimatrix i-edik sorat skalarisan szorozzuk
a jobb oldali mairix j-edik oszlopaval. (Tehat az els elemet az elsvel, a masodikat a masodikkal stb. szorozzuk,
majd 6sszeadjuk)

(3 4\ (2 4 T\_(10 32 33
P\1 5 15 3/ \7 20 22

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Két méatrixot csak akkor adhatunk éssze, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.
A matrix 6sszeadas kommutativ:

A+B=B+A

Es asszociativ:

(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A matrixszorzas nem kommutativ, azaz:
A-B£B-A

De asszociativ, azaz:
(A-B)-C=A-(B-C)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kvadratikus matrix négyzetes matrix vagyis ugyanannyi sora van, mint oszlopa.

2 3 5
pl:l1 4 1
2 1 1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A diagonalis matrix olyan kvadratikus matrix, aminek a f§atléjan kivili elemek nullak.

2 00
p: {0 4 0
0 0 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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Az egységmatrix olyan matrix, ami azt tudja, hogy barmely A matrixra A - I = A.

Az egységmatrixok olyan diagonalis matrixok, aminek minden f6atlé-eleme egy.

10
l: Iyp9 =
ot (10)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az inverz matrix jele A lesez egy olyan matrix, ami azt tudja, hogy

A- A1 =T (jobb inverz)
A1. A= (palinverz)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A transzpondlt a matrix sorainak és oszlopainak felcserélése. Jele AT vagy A*

pl.:
2 3 5 2 1 2
A=1|1 4 1 |=4T=|3 4 5
2 5 7 5 1 7

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a matrixokat, melyek transzponaltjuk dnmaga, szimmetrikus matrixnak nevezzik.

5 1 7 5 1 7
p:A=11 4 2|=AT=|1 4 2
7 2 6 7 2 6

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Vektort egy szammal Ugy szorzunk, hogy a vektor minden koordinatajat megszorozzuk a szammal.

1 3
P:3-1 3] =1 9
5 15

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Vektort egy szammal gy osztunk, hogy a vektor minden koordinatajat leosztjuk a szammal.
3
6 1

. 15 —

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két vektort Ugy adunk 6ssze, hogy minden egyes koordinatajukat kiilén-kiilén 6ssze adjuk.

2 4 6
PL.: 4 +12]=16
-1 7 6

Tulajdonségok:
kommutativ:a +b =b +a
asszociativ: (a +b) +c=a+ (b+¢)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két vektort Ugy vonunk ki egymasbol, hogy minden egyes koordinatajukat kiildn-kilén kivonjuk egymasbdl.

2 4 -2
PI.: 4 12| = 2
-1 7 —8

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A skalaris szorzat két vektor kdzti mlvelet, ami csinal bel8lik egy szamot.

3 4
P..a= [ 2 b=11
) 2

a’ - b=3-44+2-14+5-2=24
Tulajdonséagok:

T.a

S

kommutativ: QT . Q =

nem asszociativ: (a - ) T c#al- (QT . g)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Két vektor diadikus szorzata egy matrix. Lassuk milyen.

3 4
Pl..a = | 2 b=11
5 2
12 3 6
a-b"=18 2 4)
20 5 10

Tulajdonséagok:
nem kommutativ
nem asszociativ

Megnézem a kapcsolodoé epizédot

1
1

Ha egy matrixot beszorzunk az l = .| vektorral, akkor az szépen 6sszeadja a matrixunk soraiban 1év6
1

elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy matrixot beszorzunk ale = ( 1 1 ... 1 ) vektorral, akkor az szépen dsszeadja a matrixunk
oszlopaiban 1év6 elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy matrixot megszorzunk jobbrél egy €, egységvektorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik oszlopat.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ha egy matrixot megszorzunk balrél egy €, egységvekiorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik sorat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A P(.’Bg, yo) ponton atmené ésn = lB] normalvektord egyenes egyenlete:

Az —z))+Bly—w)=0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A
A P(xg, Yo, 20) ponton atmené és1 = | B | normalvektord sik egyenlete:

C
Az—z))+Bly—w)+C(z—2) =0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Van a sikban két pont: P(x1, Y1 ) és Q(x2,ys).
Ekkor a két pont kézti vektor:
— Ty — T
PQ — l 2 1 ]
Y2—U
Ha a térben vesziink két pontot: P(1, Y1, 21) és Q(x2, Y2, 22).

Akkor a két pont kdzti vektor:

- Lo — Iy
PQ = Yo —U
29— 21

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Van it két pont a sikban: P(x1,y; ) és Q(x2, Y2 ).
Ekkor a két pont kdzti tavolsag:
d=/(x1 —2)* + (1 —12)?

Ha a térben vesziink két pontot: P(1, Y1, 21) és Q(x2, Y2, 22).

Akkor a két pont kdzti tavolsag a térben:

d= /(1 —22)% + (h —12)* + (21 — 22)*

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A
A P(xg, ) ponton &tmens és 1 = (B normalvektor(i egyenes egyenlete:

A-(x—zp)+B-(y—w)=0

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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A
A P(x, o, 20) ponton atmené és1 = | B | normalvektort sik egyenlete:

C
A-(x—z)+B-(y—w)+C-(2—2)=0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a1 by
Van itt két vektor:a = [ ay | 6sb = | by
as bs

A két vektor vektorialis szorzata:

€1 €& €3
axb=det|a, ay a3
by by by

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az a és b vekiorok vektoridlis szorzata aza X b vektor, ami meréleges az @ és b vekiorok 4ltal kifeszitett sikra, és

a; by € € €3
a= 1 a b= | by axb=det|a, ay a3
as bs by by b3

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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AV nem res halmazt vektortérnek nevezzik a valés szamok felett, ha aV” halmazon értelmezve van egy
6sszeadas nev(i m(ivelet, igy, hogy minden V -beli v, és U, vektorhoz hozzarendellnk egy V; + V4 vektort, ami
szintén eleme V-nek.

1. Az 8sszeadas kommutativ: barmelyv;, vy V-beli vektorra

Ut =0+

2. Az Gsszeadas asszociativ: barmely U, Uy, Vs V-beli vektorra

(v +v5) +v3 =0, + (v +v3)

3. Létezik nullelem: van onanQ V -beli vektor, hogy barmely v V -beli vektorra

v +0=0+v, =2,

4. Letezik ellentett: barmely v V beli vektorra létezik olyan —v4 V -beli vektor, hogy
v+ (-v) = —v; +v, =0

Ertelmezve van egy skalarral valé szorzas nevl mivelet is Ggy, hogy mindenV -beli V4 vektorhoz és barmely valds
szamhoz hozzarendellink egy A U vektort, ami szintén V-beli.

5. A skalarszoros asszociativ: barmely v, V-beli vektorra és A, i skalarra

(A-p) vy =A-(p-vy)

6. A skalarszoros disztributiv a vektorokra: barmely v, U, V -beli vektorra és A skalarra
A (v +0y) =A-v + A0

7. A skalarszoros disztributiv a skalérokra: barmelyv; V-beli vektorra és A, 4 skalarra
Atup) vy =Av +p-v

8. Egységszeres: barmely v, V-beli vektorra és az 1 valos szamra

L-v; =v,

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

AV{,v9,03,...,0, vekiorok linearisan flggetlenek, ha
)\1 .21_|_,\2 .22+)\3 '23‘1""‘1‘)\71'2“:9
csak tgy teljestl, ha minden A; = 0

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Av{,V9,03,...,V, vekiorok linearisan 6sszefliggdk, ha
Avp A vy Ag vy e+ A, =0
agy is teljesdl, hogy van olyan >\i 7& 0

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Egy V vektortérben avq,v9,03,...,0, vekiorok generator-rendszert alkotnak, ha minden w vektor a |4
vektortérben elall w = Ay - v; + Ay Uy + A3 -3 + -+ -+ A, - v, alakban.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Av{,v9,03,...,0, vekiorok figgetlen rendszert alkotnak, ha
MO+ AU+ A vg e+ Ay, =0
csak Ugy teljestl, ha minden A; = 0

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A bazis fliggetlen generatorrendszer.

A bazis minden vektort egyértelmien eldallit, mig ¥ -ben azok a generator-rendszerek pedig, amelyek 72-nél tobb
vektorbdl allnak, minden vektort végtelensokféleképpen.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Egy vektorrendszer rangja a benne 1év§ fliggetlenvektorok maximalis szama. R3-bana rang példaul maximum
harom lehet.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

AV vektortérnek W altere, haW C V és W maga is vektortér a V-beli miiveletekre.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy vektor akkor allithaté egy vektorrendszerrel, ha el6all azonvekiorok linearis kombinacidjaként.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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