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Komplex szamok

Van itt két komplex szam:2; = a + b, z9g = ¢+ d

A két komplex szdm 6sszege:

z21+2z=(a+c)+ (b+d)i

A két komplex szam kilénbsége:

21 —29=(a—c)+ (b—d)i

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Van itt két komplex szam:2; = a + bi, z9 = ¢+ d

A két komplex szam szorzata:

z1-29=(a+bi)-(c+di)=a-c—b-d+(a-d+b-c)i

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A komplex szamok egy valés és egy imaginérius (képzetes) szambdl épilnek fél. A valés szdmok a szokasos x
tengelyen helyezkednek el, mig az imaginarius szamok egy erre mer6leges y tengelyen, amit imaginarius tegelynek,
vagy képzetes tengelynek nevezlnk. Az imaginarius tengely egysége az i, ami olyan, mint a valés tengelyen az 1,
csak éppen egy meglehetésen furcsa dolgot tud. Az imaginarius egység egy olyan komplex szam, aminek a négyzete
—1 és 2-vel jeldljik, azaz

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A komplex szamokat azért hivjuk "komplex"nek, mert két részbdl tevédnek dssze. Egy valds és egy imaginarius
(képzetes) szambol épiilnek fol. A valdés szamok a szokasos x tengelyen helyezkednek el, mig az imaginarius
szamok egy erre mer6leges y tengelyen, amit imaginarius tegelynek, vagy képzetes tengelynek nevezink. A komplex
szamok egy valds szambol és egy imaginarius szambol tevédnek dssze:

z=a+bi
Itt @ és b valés szamok, az @ pedig az imaginarius egység, ami azt tudja, hogy2 = —1.

Magukat a valés szamokat és az imaginarius szamokat is komplex szamnak tekinthetjik. A valés szamok olyan
komplex szamok, amelyeknek az imaginarius része nulla, mig az imaginarius szamok olyankomplex szamok,
amelyeknek a valds része nulla. A komplex szamok egy sikon, az igynevezett komplex szamsikon helyezkednek el.
Kicsit olyanok, mint a koordinatageometridban a kétdimenziés sik vektorai, ahol az i és j bazisvektorkat szokéas
hasznalni, az x tengelynél az i és az y tengelynél a j vektorral. Ennek az analégianak készénhetéen vannak, akik az
imaginarius szdmokat nem is i-vel, hanem j-vel jeldlik. Bar ez segithet erGsiteni az analégiat a sik vektoraival, de
meégis zavard, mivel aki komolyabban is fogalakozik a komplex szamokkal, a hivatalos jeléléssel fog talalkozni, ahol
az imaginérius tengelyen i-k vannak.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A valés szamokat Gigy érdemes elképzelni, mint egy koordinatarendszer x tengelyét. Es minden helyet ki is téltenek a
valos szamok ezen a szamegyenesen. A komplex szamok egy valos és egy imaginarius (képzetes) részbdl éplilnek
fol, és szemléltetéslikh6z nem egy, hanem két koordinatatengelyre van sziikség. Az x tengelyen vannak a valés
szamok, az y tengelyen pedig az imaginarius, vagyis a képzetes szamok. A valdés szamok tengelyén az egység a
szokasos 1, mig az imagindrius szamok tengelyén az egység az i. A kétb tengely altal kifeszitett sikot nevezzik
komplex szamsiknak, vagy masknt Gauss-féle szamsiknak.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Van itt ez a komplex szam:

z=a+ b

Komplex szdmoknak van ilyenje, hogy imaginarius egység:
2 =-1

Komplex szamok konjugaltja:

z=a—bi

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Van itt ez a komplex szam:z2 = a + bi

Ennek a komplex szamnak az abszolutértéke:

|2 |= /a2 + b2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A z = a -+ bi komplex szam trigonometrikus alakja:

z =r1(cosB + isinf), ahol

r=+/a2 +b> cosf=2

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Van itt két komplex sz&m trigonometrikus alakban:zq = 1 (cos @y + ¢sinf; ), 2o = 1y (cosfy + isinby)

Komplex szamok szorzasa trigonometrikus alakban:

2129 =T179 (cos (01 + 05) + isin (6; + 6))
Komplex szamok osztasa trigonometrikus alakban:

A — %(cos (61 —6;) +isin (6, —6))

22

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Van itt ez a komplex szam trigonometrikus alakban:r (cos 6 + ¢sin 0)
Ekkor ennek a komplex szamnak az 11-edik hatvanya:
2" = 1" (cosnb + tsinnb)

Megnézem a kapcsolodo epizédot

Van itt ez a komplex szam trigonometrikus alakban:z2 = 7 (COSO + 2sin 9)

Ekkor ennek a komplex szamnak az 71-edik gyoke:

Z=r (cos B12hm 4 jsin P27 )

n

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Van itt két komplex szam exponencidlis alakban:z21 = 7 et , 29 =Ty et

Komplex szamok szorzésa exponencialis alakban:

2129 = 1o eif116)

Komplex szamok osztasa exponencialis alakban:

21— "1 gi(0—6s)
2 Ty

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Van itt ez a komplex szam exponencialis alakban:2 = re?

Ekkor ennek a komplex szamnak az 11-edik hatvanya:
2N — ,,,nem'a

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Van itt ez a komplex sza&m exponencialis alakban:z = re?

Ekkor ennek a komplex szamnak az 1-edik gyoke:

- 0+2km

\"/E = \"/1761 n

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Maradékosztalyok

Egy adott 72 modulus esetén az a-val kongruens elemek halmazat az a altal reprezentélt maradékosztalynak
nevezzik.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Egy mod 1M modulus esetén az 1m-hez relativ prim elemekbdl all6 maradékosztalyokat redukalt maradékosztalynak
nevezzik.

A redukalt maradékosztalyok szamat a ¢(1m) szamelméleti fiiggvény irja le.

Megnézem a kapcsolodo epizédot
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Flggetlen és 6sszefiigg6 vektorok

AV nem res halmazt vektortérnek nevezzik a valés szamok felett, ha aV” halmazon értelmezve van egy
O0sszeadas nevd miivelet, agy, hogy minden V-beli v, és U, vektorhoz hozzérendellink egy ¥ + V4 vektort, ami
szintén eleme V-nek.

1. Az 8sszeadas kommutativ: barmely v, vy V-beli vektorra

Ut =0 +7

2. Az bsszeadas asszociativ: barmely V;, Vg, Vs V -beli vektorra

(v + ;) +v3 =20, + (v +v3)

3. Létezik nullelem: van onanQ V -beli vektor, hogy barmely v V-beli vektorra

v +0=0+v, =2,

4. Letezik ellentett: barmely U4 V beli vektorra létezik olyan —v4 V -beli vektor, hogy
v+ (—v) = —v;+ v, =0

Ertelmezve van egy skalarral valé szorzas nev( mivelet is Gigy, hogy mindenV -beli v, vektorhoz és barmely valos
szamhoz hozzarendeliink egy A- U vektort, ami szintén V -peli.

5. A skalarszoros asszociativ: barmely v, V-beli vektorra és A,  skalarra

(A-p) -0y =A- (1)

6. A skalarszoros disztributiv a vektorokra: barmely V4, U, V -beli vektorra és A skalarra
AU+ 22) = A v Ay

7. A skalarszoros disztributiv a skalarokra: barmelyv; V-beli vektorra és A, 4 skalarra
A+p)-v=Av+p-y

8. Egységszeres: barmely U V-beli vektorra és az 1 valos szamra

l-v, =v,

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Av,V9,V3,...,0, vekiorok linearisan fuggetlenek, ha
A .21_|_)\2 'Q2+>\3 '23+°'°+)\n'2n29
csak tgy teljestl, ha minden A; = 0

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Av,V9,V3,...,0, vekiorok linearisan 6sszefliggdk, ha
)\1 .21_|_)\2 °22+>\3 '23‘1‘""")\71'2”:9
tgy is teljestl, hogy van olyan A; # 0

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Egy V vektortérben avq,v9,03,...,0, vekiorok generator-rendszert alkotnak, ha minden W vektor a |4
vektortérben el6all w = Ay - v; + Ay Uy + A3 - U3 + -+ -+ A, - v, alakban.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

AvV{,v9,03,...,0, vekiorok fliggetlen rendszert alkotnak, ha
M+ Ae vyt A ug e Ay, =0
csak tgy teljestl, ha minden A; = 0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A bazis fliggetlen generatorrendszer.

A bazis minden vektort egyértelmien elsallit, mig /2% -ben azok a generator-rendszerek pedig, amelyek 72-nél tébb
vektorbdl dlinak, minden vektort végtelensokféleképpen.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy vektorrendszer rangja a benne I1évé fliggetlenvekiorok maximalis szama. R3-bana rang példaul maximum
harom lehet.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A V vektortérnek W altere, haW C V és W maga is vektortér a V-beli miiveletekre.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Egy vektor akkor allithaté egy vektorrendszerrel, ha el6all azonvekiorok linearis kombinaciojaként.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Egy kis geometria

A vektor egy irdnyitott szakasz.

—
Jelslgse: v = AB

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Van itt két vektor:a = (al,a2), Q = (bl,bz)
A két vektor 6sszege:
a+b=(a;+by,as+b)

A két vektor kiildnbsége:

a—b=(a; —by,ay —by)

%
AB=b-a

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Vanittaza = (a1 y a2) ésQ = (bl, b2) vektor.
Az a vektor hossza:

_ 2 2
la |= \/ %1 + a;

%
Az A B vektor hossza:

%
AB=|b-al= \/(bl —a1)? + (by —ay)?
Es pont ugyanigy kapjuk meg az A és B pontok tavolsagat is.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Két pont kdzti vektor a végpontba mutatd helyvektor minusz a kezdépontba mutaté helyvektor.

_>
Tehat AB=0b—a

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Van itt két vektor:a = (al,az),g = (bl,bz).
Az a és b vekiorok skalaris szorzata:
a-b=|a|-|b]|-cosy=ay-b;+ay-by

ahol 7y a két vektor altal bezart szég

la |= m, vagyis az @ vektor hossza
b |= \/b%-F—bz vagyis ab vektor hossza

Két vektor mer6leges egymasra, ha @ - Q =0.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Vanittaza = (a1 y a2) vektor.
Az a +90°-os elforgatottja:
at90° — (—az,a1)

Az a -90°-os elforgatottja:
a0 = (az,—a;)

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Két vektor skalaris szorzatat kiszamolhatjuk igy:
a-b=la|-]b|-cosy

ahol 7y a két vektor &ltal bezart szdg,

|g |: A /a% + ag , vagyis az @ vektor hossza
b= 4 /b% + b2, vagyis azb vektor hossza

llletve kiszamolhatjuk igy is:
a-b=a;-by+ay-by

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Két vektor mer6leges egymadsra, ha skalaris szorzatuk 0, azaz haa - Q =0.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A P(xg, ) ponton &tmens ésm = lB] normalvektor(i egyenes egyenlete:

Ax—z))+Bly—w) =0

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A
A P(xy, Yo, %)) ponton atmené és1 = | B | normalvektord sik egyenlete:

C
Ax—z))+By—vw)+C(z—2) =0

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Van a sikban két pont: P (1, ) és Q(T2,%2)-
Ekkor a két pont kézti vektor:
— Ty — T
PQ —_ [ 2 1 ]
Y2—%
Ha a térben vesziink két pontot: P(1, Y1, 21) és Q(x2, Y2, 22).

Akkor a két pont kézti vektor:

- Lo — Iy
PQ = Yo —Y
29— 21

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Van it két pont a sikban: P21,y ) és Q(x2, Y2 ).

Ekkor a két pont kozti tavolsag:

d=/(x1 —22)* + (h —12)?

Ha a térben vesziink két pontot: P(1, Y1, 21) és Q(x2, Y2, 22).

Akkor a két pont kozti tavolsag a térben:

d=/(xy — )2 + (1 —12)* + (21 — 22)?

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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A
A P(xg, o) ponton &4tmens ésm = (B normalvektor(i egyenes egyenlete:

A-(x—z)+B-(y—w)=0

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A

A P(x,Yyo,2y) ponton atmené és1 = | B | normalvektort sik egyenlete:

C
A-(x—z)+B-(y—yw)+C:-(2—2)=0

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

ay bl
Van itt két vektor:a = [ ay | 6sb = | by
as bs

A két vektor vektoridlis szorzata:

€1 & &
axb=det|a; ay a
by by b

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az @ és b vekiorok vektoridlis szorzata az@ X b vektor, ami meréleges az @ és b vekiorok 4ltal kifeszitett sikra, és

a; by € € €
a=1\ ag b= b, axb=det|a ay a3
as b3 bl b2 b3

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Matrixok és vektorok

Egy nXk-as matrix tulajdonképpen nem mas, mint egy tablazat, aminek n darab sora és k darab oszlopa van.

pI.:A:(2 3 1)
5 1 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy matrixot egy szammal szorzunk, akkor amatrix 6sszes elemét meg kell szorozni a szammal.

5 7 -2 15 21 -6
pl.:3- =
2 2 1 6 6 3

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha egy matrixot osztunk egy szammal, akkor amatrix minden elemét osztani kell a szammal.

L) (20
3 1 1 5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két matrix 6sszeadasakor 6sszeadjuk az ugyanazon pozicidban lév8 elemeket. Két matrixot csak akkor lehet
6sszeadni, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

2 4 7 17 -2 3 11 5
p":(1 5 3)+(4 2 1 ):<5 7 4)
A matrixok 6sszeaddsa kommutativ, azaz
A+B=B+A4
Es asszociativ, azaz
(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két matrix kivonasakor kivonjuk az ugyanazon poziciéban l1évé elemeket. Két matrixot csak akkor lehet kivonni
egymasbdl, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

(2a T\ (17 2\_(1 -39
P“\1 5 3 42 1) =3 3 2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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&5 MATEKING.HU - ALKALMAZOTT MATEMATIKA 1 KEPLETGYUJTEMENY

Két matrix szorzata akkor Iétezik, ha a bal oldalimatrix oszlopainak szdma megegyezik a jobb oldalimatrix sorainak
szamaval.

Ha az A matrix m x n-es a Bmairix pedig n x k-s, akkor az eredménymatrix m x k-s lesz.

Az eredménymatrix i-edik sordnak j-edik elemét ugy kapjuk, hogy a bal oldalimatrix i-edik sorat skalarisan szorozzuk
a jobb oldali mairix j-edik oszlopaval. (Tehat az els elemet az elsvel, a masodikat a masodikkal stb. szorozzuk,
majd 6sszeadjuk)

(3 4\ (2 4 T\_(10 32 33
P\1 5 15 3/ \7 20 22

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Két méatrixot csak akkor adhatunk éssze, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.
A matrix 6sszeadas kommutativ:

A+B=B+A

Es asszociativ:

(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A matrixszorzas nem kommutativ, azaz:
A-B£B-A

De asszociativ, azaz:
(A-B)-C=A-(B-C)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kvadratikus matrix négyzetes matrix vagyis ugyanannyi sora van, mint oszlopa.

2 3 5
pl:l1 4 1
2 1 1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A diagonalis matrix olyan kvadratikus matrix, aminek a f§atléjan kivili elemek nullak.

2 00
p: {0 4 0
0 0 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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Az egységmatrix olyan matrix, ami azt tudja, hogy barmely A matrixra A - I = A.

Az egységmatrixok olyan diagonalis matrixok, aminek minden f6atlé-eleme egy.

10
l: Iyp9 =
ot (10)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az inverz matrix jele A lesez egy olyan matrix, ami azt tudja, hogy

A- A1 =T (jobb inverz)
A1. A= (palinverz)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A transzpondlt a matrix sorainak és oszlopainak felcserélése. Jele AT vagy A*

pl.:
2 3 5 2 1 2
A=1|1 4 1 |=4T=|3 4 5
2 5 7 5 1 7

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a matrixokat, melyek transzponaltjuk dnmaga, szimmetrikus matrixnak nevezzik.

5 1 7 5 1 7
p:A=11 4 2|=AT=|1 4 2
7 2 6 7 2 6

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Vektort egy szammal Ugy szorzunk, hogy a vektor minden koordinatajat megszorozzuk a szammal.

1 3
P:3-1 3] =1 9
5 15

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Vektort egy szammal gy osztunk, hogy a vektor minden koordinatajat leosztjuk a szammal.
3
6 1

. 15 —

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két vektort Ugy adunk 6ssze, hogy minden egyes koordinatajukat kiilén-kiilén 6ssze adjuk.

2 4 6
PL.: 4 +12]=16
-1 7 6

Tulajdonségok:
kommutativ:a +b =b +a
asszociativ: (a +b) +c=a+ (b+¢)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két vektort Ugy vonunk ki egymasbol, hogy minden egyes koordinatajukat kiildn-kilén kivonjuk egymasbdl.

2 4 -2
PI.: 4 12| = 2
-1 7 —8

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A skalaris szorzat két vektor kdzti mlvelet, ami csinal bel8lik egy szamot.

3 4
P..a= [ 2 b=11
) 2

a’ - b=3-44+2-14+5-2=24
Tulajdonséagok:

T.a

S

kommutativ: QT . Q =

nem asszociativ: (a - ) T c#al- (QT . g)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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16. OLDAL

Két vektor diadikus szorzata egy matrix. Lassuk milyen.

3
P..a= | 2
5
12
a-b"=| 8
20

Tulajdonséagok:
nem kommutativ

nem asszociativ

4

Megnézem a kapcsolodoé epizédot

Ha egy matrixot beszorzunk az I =

elemeket.

1
1
.| vektorral, akkor az szépen dsszeadja a matrixunk soraiban lévé
1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy matrixot beszorzunk ale =(1 1

oszlopaiban 1év6 elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

1 ) vektorral, akkor az szépen 0sszeadja a matrixunk

Ha egy matrixot megszorzunk jobbrél egy €, egységvektorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik oszlopat.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ha egy matrixot megszorzunk balrél egy €, egységvekiorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik sorat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Determinans, sajatérték, sajatvektor

Ha az A egy n & n-es matrix, akkor determinansa

— I n
det(A) =3, (—1)'®) - T, ayg)
ahol p az oszlopindexek permutacioi, I(p) pedig ezen permutaciék inverziészdma.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy 2x2-es matrix determinansa:

A:(“ Z) det(A)=det<a Z)za-d—b-c

C C

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A 3x3-as matrixok determinansanak kiszamolasara van egy szabaly, ami szarrusz szabaly néven ismert. A szabaly
lényege, hogy fogjuk a matrixot és leirjuk sajat maga mégé még egyszer, majd vesszlk a f6atlékat és a mellékatiokat,
igy

det(A) = —ay3a9a3; — a11a93a37 — G12091 33 + Q11092033 + Q1209331 + Q1302 Q39

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Haaz A egy nxn-es matrix, akkor determinansa

aii aio .o aip

a a cee @
A= 21 22 2n

Anp1 Ap2 oo Qpp

det(A) = Z?Zl(—l)”jaij - det(A4;5)
Itt det(A;;) az a;; elemhez tartozo aldeterminans.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az A matrix determinansa nulla, ha

van csupa nulla sora

van két azonos sora

egyik sora a masik sor szdmszorosa

egyik sora més sorok linearis kombinacidja
mindez sor helyett oszlopra is elmondhaté

Determinansok szorzasi tétele:
det(A - B) = det(A) - det(B)
det(A*) = det(A)*

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Azokat a matrixokat nevezzik szingulérisnak, amelyek determindnsa nulla.

Az A matrix szingularis:

det(A) =0
Nem létezik A1 inverz matrix
RANG<n

Az A matrix oszlopvektoraibdl allé vektorrendszer linearisan 6sszefliggd
Az A - T = Q egyenletrendszernek vagy végtelen sok megoldasa van vagy nincs megoldasa
Az A- = 0 homogén lineéris egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Azokat a matrixokat nevezzik regularisnak, amelyek determinansa nem nulla.

Az A matrix regularis:

det(A) #0
Létezik A1 inverz matrix

RANG=n

Az A matrix oszlopvektoraibdl allé vektorrendszer linearisan fliggetlen

Az A - = b egyenletrendszernek csak egy megoldéasa van

Az A - T = Q homogén lineéris egyenletrendszernek csak egy megoldasa van (a trivialis megoldas)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Cramer szabaly szerintaz A - T = Q egyenletrendszer megoldésai a kdvetkez6képp alinak eld:

det(Ak)

det(A)

L —

ahol det(Ak) annak a matrixnak a determinénsat jelenti, hogy az A matrix k-adik oszlopat kicseréljik aQ vektorral.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Ha egy nxn-es matrixnak van n darab fliggetlen sajatvektora, akkor létezik a matrixnak egy Ugynevezett diagonalis

alakja.

A diagondlis alak igy néz ki:

M 0 ... 0
ding(4) — 0 X ... 0
0 0 ... A,

a f6atléban vannak a sajatértékek és az dsszes tébbi elem nulla.

A diagonalis alakot a kdvetkez6 médon allitjuk elé:
diag(A) =X 1-A4-X
tX=(v; vy ...v,)

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy nxn-es matrixnak van n darab fliggetlen sajatvektora, akkor létezik a matrixnak egy Ugynevezett diagonalis

alakja.

A diagondlis alak igy néz ki:

M 0 ... 0
ding(4) — 0 X ... 0
0 0 ... A

a f6atléban vannak a sajatértékek és az dsszes tébbi elem nulla.

A diagonalis alakot a kdvetkez6 médon allitjuk elé:
diag(A) =X 1-A4-X
X =(v; vy ...v,)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha egy nxn-es matrixnak van n darab fliggetlen sajatvektora, akkor létezik a matrixnak egy Ugynevezett diagonalis
alakja.

A diagondlis alak igy néz ki:

M 0 ... 0
ding(4) — 0 X ... 0
0 0 ... A,

a f6atléban vannak a sajatértékek és az dsszes tébbi elem nulla.
A diagonalis alakot a kdvetkez6 médon allitjuk elé:

diag(4) =X 1-A4-X

tX=(v; vy ...v,)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy matrix sarok féminor matrixai amatrix bal fels§ sarkatdl kezd6dé sarok matrixok determinénsai.

2 3 5 1
Pl A= 47 21

2 1 14

35 1 7

elsé sarokféminora a 2-es

masodik sarokféminora a bal fels¢ 2x2-es determinans

det (2 3)=2.7_3.4-9
47

és igy tovabb

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Egy matrix f6minor matrixai a matrix bal felsé sarkatdl kezd6dé sarokmatrixok determinansai.

2 3 5 1
Pl A= 47 21

2 1 14

35 1 7

els6 féminora a 2-es

masodik féminora a bal fels6 2x2-es determinans

det (2 3)=2.7_3.4-9
47

és igy tovabb

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az A nxn-es matrix pozitiv definit, ha minden A sajatérték: A>0.

Vagy ha minden sarokféminor pozitiv.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az A nxn-es matrix negativ definit, ha minden A sajatérték: A < 0.

Vagy ha a sarokféminorok valtakozva — + —- de minusszal indul.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az A nxn-es matrix pozitiv szemidefinit, ha minden A sajatérték: A>0.

2x2-es matrixoknal, ha az els6 sarokféminor pozitiv, a masodik nulla.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az A nxn-es matrix negativ szemidefinit, ha minden A sajatérték: A<0.
2x2-es matrixoknal, ha az elsé sarokféminor negativ, a masodik nulla.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az A nxn-es matrix indefinit, ha van A; és A9 sajatérték, hogy A; > 0és Ay < 0.
Ha det(A) 7& 0 és nem pozitiv vagy negativ definit, akkor indefinit.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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22. OLDAL

Ha A nxn-es szimmetrikus métrix és & egy vektor R"™-ben, akkor a
Qr)=z"-A-z

kifejezést kvadratikus alaknak nevezzik.

Azért hivjuk kvadratikusnak vagyis négyzetesnek, mert ez mindig egy homogén masodfoku kifejezés.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

AQ(xz) = z* - A - x kvadratikus alak

pozitiv definit, ha minden 7 0 vektorra Q(z) > 0

negativ definit, ha minden # 0 vektorra Q(z) < 0

pozitiv szemidefinit, ha minden 7 0 vektorra Q(z) > 0

negativ szemidefinit, ha minden 7 0 vektorra Q(z) < 0

indefinit, ha van olyan Z 7 0 és y 7 0, hogy Q(z) <0ésQ(y) >0

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Linearis egyenletrendszerek, matrixok inverze

Egy egyenletrendszer egyUtthatomatrixa az x-ek egyutthatéibdl allé matrix.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A Gauss-eliminacié egy linearis egyenletrendszerek megoldasara hasznalt algoritmus.

Az elimin&cid l1ényege, hogy egyenletrendszerlinket visszavezetjik vagy valamely haromszdg- vagy atlosmatrix
alakra.

A Gauss-eliminacié megengedett 1épései:

e Két sort (egyenletet) felcserélhetiink
e Egy sort (egyenletet) nem nulla szdmmal szorozhatunk
® FEgyik sorhoz (egyenlethez) hozzdadhatjuk egy masik sor (egyenlet) nem nulla szamsorosat

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az elemi bazistranszformacié (Szuper-Gauss) a lineéris egyenletrendszerek megoldasanak egy algoritmikus maédija.
1. lépés: a general6 elem valasztasa

Csak x-es oszlopbdl és e-s sorbdl valaszthatunk general6 elemet, nullat nem valaszthatunk és lehetbleg 1-et vagy
minusz 1-et érdemes.

2. 1épés: a bazistranszformacio
A general6 elem sorat osztjuk a general6é elemmel, oszlopat elhagyjuk.

A tébbi elembdl kivonjuk a generalé elem neki megfelel sordban és oszlopaban Iévé szamok szorzatat, osztva a
generaléelemmel.

3. 1épés: megint general6 elem valasztas
Ujra és tjra végrehatjuk a bazistranszforméaciét, amig az 6sszes oszlop el nem téinik
4. |épés: az utolso transzformécid és a megoldas

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Az elemi bazistranszformacié (Szuper-Gauss) a linearis egyenletrendszerek megoldasanak egy algoritmikus maédija.
1. lépés: a general6 elem véalasztasa

Csak x-es oszlopbdl és e-s sorbdl valaszthatunk general6 elemet, nullat nem valaszthatunk és lehetbleg 1-et vagy
minusz 1-et érdemes.

2. lépés: a bazistranszformacio
A general6 elem sorat osztjuk a general6é elemmel, oszlopat elhagyjuk.

A tébbi elembdl kivonjuk a generalé elem neki megfelel sordban és oszlopaban Iévé szamok szorzatat, osztva a
generaléelemmel.

3. |épés: megint generald elem vélasztas
Ujra és tjra végrehatjuk a bazistranszforméaciét, amig az dsszes oszlop el nem tdinik
4. |épés: az utolso transzformécid és a megoldas

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy egyenletrendszernek tébb az ismeretlene, mint ahany egyenlete van, akkor az egyenletrendszernek nincs
egyértelml megoldasa.

Bazistranszformacioval, ha maradnak €-s sorok ahol mar nem tudunk generalo elemet valasztani, olyankor mindig
végtelen sok megoldas van, vagy nincs megoldas.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy egyenletrendszerben két olyan egyenlet szerepel, ahol az ismeretlenek egyiitthatéi megegyeznek, de mas az
eredményik, akkor az ellentmondé egyenletrendszer, aminek nincs megoldasa.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

A bazistranszformacié soran fent maradt x-ek Ugynevezett szabadvaltozok. A szabadsagfok a szabadvaltozék
szama, tehat ahany x; fént marad.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a Gauss-eliminacio segitségével gy allithatjuk els, hogy megoldjuk az Az = b
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot. Az eliminaciés lépéseket addig kell végezni, amig
az egységmatrixot nem kapjuk az A helyén, a b helyén keletkezett matrix pedig az A matrix inverze lesz.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a bazistranszformacio segitségével gy allithatjuk els, hogy megoldjuk azAx = b
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Négyzetes matrixok inverzét a Gauss-Jordan eliminacio segitségével gy allithatjuk el6, hogy megoldjuk azAx = b
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az inverz kiszamolasa rettent6 egyszer( dolog. Minddssze annyit kell tenniink, hogy felirjuk a matrixot a szokasos
tablazatba, és mellé irjuk az egységmatrixot. Ezek utédn j6n a bazistranszforméacié. Ha nem tudjuk mindegyik x-et
levinni, akkor nincs inverz. Ha mindet le tudjuk vinni, akkor van.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Linearis leképezések

A @ leképezest linearis leképezéesnek nevezzik, ha barmelyv,, vy € V1 vektorokra és A € R szamra teljesdl,
hogy

P(v; +v9) = @(v;) + p(vy)
p(A-v) =A-p(v)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A V] — V; linearis leképezésnél V5 -nek azt a részét, amely a leképezés soran el6all, a leképezés képterének
nevezzilk és Im-vel jeldljik.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A nullvektorbdl minden linearis leképezés nullvektort csinal, vagyisQ képe mindig Q de el6fordulhat, hogy mésVl-
beli vekiorok képe is nullvektor lesz. Ezenvektorok halmazat nevezzik a leképezés magterének és Kergo-vel
jeldljik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A képtér és a magtér dimenzidja 6sszesen éppen kiadjaV1 dimenzidjat.
Ezt az dsszefliggést dimenzidtételnek nevezziik:
dim(Keryp) + dim(Imyp) = dim(V])

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Minden linearis leképezést jellemezhetiink egy matrixszal. Valéjaban mindegyiket végtelen sok matrixszal
jellemezhetjlik, ezek a matrixok pedig ugy keletkeznek, hogy vesziink egy tetsz6leges bézistVl-ben ésa
béazisvekiorok képeit egymas mellé irjuk.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A @ leképezésben minden vektor képét igy kapjuk:

p(v) = (P -v

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy leképezésnek pontosan akkor létezik inverze, ha a (So)b matrixnak létezik inverze, és az inverz leképezés
matrixa:

@~ matrixa (@), !

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A @ O L leképezés matrixa:

(o= () (1)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Ha egy nxn-es matrixnak van n darab fliggetlen sajatvektora, akkor létezik a métrixnak egy ugynevezett diagonalis
alakja.

A diagondlis alak igy néz ki:

N O ... 0
ding(4) — 0 X ... 0
0 0 ... \

a f6atléban vannak a sajatértékek és az 6sszes tébbi elem nulla.
A diagonalis alakot a kdvetkezd médon allitjuk elé:

diag(A) =X 1-4-X

tX=(v; vy ...v,)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A @ linearis leképezésnek an QQ e Qn bazisban felirt matrixat agy kapjuk meg, hogy a bazis/ektorok képeit
egymas mellé irjuk:

(©)o = ((b1) (by) ¢(b3) .. ¥(by,))

Barmilyen bazist is valasztunk is Vl-ben, a leképezés matrixa mindig egy nxn-esmatrix lesz. Ha ennek a matrixnak
van n darab flggetlen sajatvektora, akkor ezek a sajatvekiorok szintén egy bazist alkotnak Vl-ben, amit
sajatbazisnak nevezink.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

AV} — V, lineéaris leképezést masnéven homomorfizmusnak is nevezziik. Ezek a homomorfizmusok és azok
matrixai maguk is egy vektorteret alkotnak, ezt a vektorteret I-Iom(V1 , V2 )-nek nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha A és B olyan matrixok, hogy létezik egy C matrix ugy, hogy
A=C1.B-C
akkor a két matrix egyméashoz hasonlé.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Oszthatésag

Az a és b szam legnagyobb kdzds osztja az ad pozitiv szém, amired | a és d | b, és e kdzds osztok kdzil ez a
legnagyobb.

Jelélés:d = (a,b)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a és b relativ primek, ha (a,b) =1

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Haa | césb|cés(a,b) =1akkorab | c
Hac | abés (a,c) = lakkorc | b

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

A nullatél és az egységszorzoktol kildnbdz6 6sszes 11 egész szam felbonthaté primek szorzatara a sorrendtél és az
egységszeresektdl eltekintve egyértelm(ien.

n= p‘l)‘1 . ng ----- pgk aholke Z+*
Itt k a felbontasban szerepld kildnbdz8 primek szama.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy p szam prim, ha
plab=pl|avagyp|b

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy g szam felbonthatatlan, ha nem Iétezik olyan egységts! killonbozéa és b szam, hogy ¢ = ab

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Euklideszi algoritmus & Diofantoszi egyenletek

Az euklideszi algoritmus egy formanyos moédszer két szam legnagyobb kézds osztéjanak kiszamolasara.
a és b szamokra igy néz ki az algoritmus:

a=¢q -b+mr

b=gy - +m

TT =¢q3 Ty + T3

Tn2 =0qn Tn-1+Tp

Tn1=Gnt1 " Tn+0

A legnagyobb kdz6s oszté az utolsé nem 0 maradék (r°,).

Az euklideszi algoritmussal tovabba a két szam legnagyobb kdzds osztoja kifejezhetd a két szam segitségével:
D=a-a+pB-b

Itt ID a legnagyobb k6zds oszté.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A Diofantoszi egyenletek igy néznek ki:
ax +by=c
ahola,b,c € Zésx,yc Z

Megoldasukat azzal kezdjik, hogy kiszamoljuk a és b legnagyobb kdzds osztéjat: D, és ezzel végig osztjuk az
egyenletet, igy kapjuk az

Ax+ By=C
egyenletet, ahol (4, B) = 1.

A masodik 1épés, hogy az euklideszi algoritmus segitségével kifejezzUkA és B legnagyobb kozds osztojat, ami az 1,
igy

a-A+pB-B=1

egyenletet kapunk.

Ezt az egyenletet beszorozva Cvel megkapunk egy megoldast:
(@-C)-A+(8-C)-B=C

Az altalanos megoldasokat a kdvetkez§ alakban kapjuk meg:
r=a-C+k-B

y=p8-C—k-A

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Kongruenciak

Haa ésb ugyanazt a maradékot adja 7711-mel osztva, akkor azt mondjuk, hogy @ és b kongruensek modulo 1M1, és ezt

a tényt igy jeldljuk:
a =bmod m

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Reflexiv:

a =amodm

Szimmetrikus:
a=bmodm = b=amodm

Tranzitiv:

a=bmodmésb=cmodm=a=cmodm
Osszefiiggés dsszeadasra:
a=bmodmésc=dmodm=a+c=b+dmodm
Osszefliggés szorzasra:
a=bmodmésc=dmodm=a-c=b-dmodm

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Legyenek a és b egész szamok és 1 pozitiv egész szam.
Ekkor
a=bmodm,ham |a—b

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

a=bmodm=-a-c=b-cmodm
a-c=b-cmodm=a=bmodm (m,c)=1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy adott 72 modulus esetén az a-val kongruens elemek halmazat az a altal reprezentalt maradékosztalynak

nevezzik.

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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Egy mod 1 modulus esetén az 1m1-hez relativ prim elemekbdl allé maradékosztalyokat redukalt maradékosztalynak
nevezzuk.

A redukalt maradékosztalyok szamat a ¢(1m) szamelméleti fiiggvény irja le.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Az euler féle  fliggvény azt adja meg, hogy hany 711-nél nem nagyobb, 171-hez relativ prim pozitiv szam létezik.

Ha p prim, akkor

p(p)=p—1

o(p* =p* —p*!

Es ha

m=pp... . PO

akkor

o(m) = (5 =) oo (o — )
Tovabba

p(ab) = ¢(a) - p(b)

Megnézem a kapcsolédd epizddot

a?™ =1 mod mha(a,m) =1

Megnézem a kapcsolddo epizédot

a? = a mod p ha p prim

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A linearis kongruenciak igy néznek ki:
ax = bmod m

Es érdemes megjegyezni, hogy csak akkor oldhaték meg, ha(a,m) | b.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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A lineéris kongruenciak igy néznek ki:
ax =bmodm

Megoldas csak akkor étezik, ha (a,m) | b.

A megoldas menete a kdvetkezd:

1. Iépés: Redukélunk

a;x =b; mod m

2. lépés: Leosztunk aq -gyel, de bl-et lélekben fel kell erre késziteni
A megoldasok szama: (@, M)

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az RSA Iényege, hogy a titkositas kulcsa nyilvanos, vagyis azt barki ismerheti. Csak a dekddolas kulcsa az, ami
titkos.

Az alapétlete a kdvetkez6:
Vesziink két j6 nagy primet, p-t és g-t amit csak mi ismer(ink, ezek titkosak.
Elkészitjik az N = p - ¢ szamot és (N )-et, amit csak mi ismerink.

Ha p és q tébbszazjegyl primek, akkor IN primfelbontasa a jelenlegi szamitégépekkel tdbb ezer évig tartana, és igy
(V) kiszamolésa is lehetetlen.

Végill mér csak egy dolog kell, egy € kitevs, amire teljesiil, hogy (€, p(IN)) =1
Ezt kdvetben jon a titkositas.
A visszafejtéshez pedig az Euler-Fermat tétel kell, aminek segitségével megalkotjuk ad megfejté kulcsot.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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