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Kombinatorika
Egy adott 72 elem( halmaz elemeinek egy ismétlés nélkiili permutaciéjan az7 kilénbdz8 elem egy sorba rendezését
ertjuk.

7 darab kilénb6z6 elem permutacidinak szama:

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

T faktorialisan az 1-nél kisebb vagy egyenld pozitiv egész szamok szorzatat értjik.
nl=n-(n—-1)-(n—-2)-...3-2-1

pl.:

41=4-3-2-1=24

5!=5-4-3-2-1=120

=1

Tovabba definicié szerint 0! = 1.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha 1 db. egymastdl kiilénbdzé elem kdzal kivalasztunk k (k < m) db.-ot (igy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje is

7 darab kiilonbéz6 elembdl kivalasztott k darab elem variaciéinak szama:

n-(n—1)-(n—2)----- (n—k—l—l):ﬁ

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha 72 kiilonboz6 elem kozil kivalasztunk k (k < 72) db.-ot tigy, hogy a kivalasztott elemek sorrendjére nem vagyunk
tekintettel, akkor 1 elem k-ad osztalyu ismétlés nélkuli kombinéaciéjat kapjuk.

7 darab kilénbdz6 elem kdziil kivalasztott k darab elem kombinaciinak szama:

n'

&) = momr

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Han elem kozott van kq, ks, . . ., k, egymassal megegyez, akkor az elemek egy sorba rendezését ismétléses
permutacionak nevezzik.

1 elem kozotti ky, ko, . . ., k, egymassal megegyezG ismétléses permutacioinak szama:

n!
Kyl ko - -k, !

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha 711 db. egymastél kiilonb6z8 elem kdzil kivalasztunk k db.-ot agy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje is szamit

......

Az 1 elem k-ad osztalyu ismétléses variaciok szama: nk.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Ha kor alakban helyezink el7t kiilbnbdz8 elemet és azok sorrendjét vizsgaljuk, akkor ciklikus permutéaciérél
beszéllnk.

7 darab kiilonb6z4 elem ciklikus permutacidinak szama %’ =(n—-1)!

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Valszam alapok, klasszikus valszam

Megkulénbdztetlink elemi eseményeket, ilyen példaul, hogy egy dobdkockaval 1-est dobunk. Vannak azonban olyan
események is amik tébb elemi eseménybdl épulnek fel, ilyen példaul az, hogy parosat dobunk.

Az eseményeket az ABC nagybetdivel jel6ljuk.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A valészinliség kiszamitasanak klasszikus modelljét akkor alkalmazhatjuk, ha egy kisérletnek véges sok kimenetele
van és ezek valdszinlisége egyenl8. Ekkor az esemény valbészinliségét ugy kaphatjuk meg, hogy megszamoljuk hany
elemi eseménybdl all és ezt elosztjuk az ésszes elemi esemény szamaval.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az Aés B eseményt egymastol fliggetlennek nevezziik, ha teljesul rajuk, hogy
P(ANB) = P(A)-P(B)

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Az Aés B eseményt kizarénak nevezink, ha
ANB=10

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az A esemény valészinlisége, ha tudjuk, hogy a B esemény biztosan bekdvetkezik:

P(ANB)
P(B)

P(A|B) =

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B)
P(ANB) = P(A)+ P(B) — P(AUB)
P(A\ B) = P(A) — P(AN B)
P(A)=1—-P(A)

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Teljes valdszinliség tétele, Bayes tétel

Ha Bj, By és igy tovabb B,, telies eseményrendszer, valamint A tetszéleges esemény, akkor
P(A)=P(A|B,)P(B,)+P(A|By)P(By)+---+ P(A| B,)P(B,)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Bayes tételt akkor hasznaljuk, ha egy korabban bekévetkezett (Bk) esemeény valészinliségét akarjuk kiszamolni
egy késébb bekdvetkezett (A) tikrében.

Ha Bj , By és igy tovabb B,, teljes eseményrendszer, valamint A tetszéleges esemény, akkor barmely By,
esemeényre

P(A|By,)P(By,)
A|By)P(B,)+P(A|B;)P(By )+ - +P(A|B,)P(B,)

P(By | 4) = 5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Minden figgvény egy & — Y hozzérendelés, aminek az inverze, ha az egyéltalan létezik, azy +— T forditott
hozzarendelés.

Inverze csak azoknak a fuggvényeknek van, amik két kuldnbdzE-hez kildnb6zd Y-okat rendelnek, ezt ugy
mondjuk, hogy kdlcsénesen egyértelm(iek, vagy kicsit révidebben injektivek.

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Eloszlas, eloszlasfliggvény, stirliségfiggveény

Folytonosnak nevezziik azokat a valészin(iségi valtozokat, amik folytonos mennyiségeket mérnek, ilyen példaul az
id8, a tavolsag. Ebben az esetben az eloszlas figgvény is mindig folytonos fliggvény lesz.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Diszkrétnek nevezziik azokat a valoszinliségi valtozdkat, amik megszamlalhatéan sok értéket vesznek fel. Ez azt
jelenti, hogy vagy véges sokat, vagy végtelent, de ugy, hogy fel tudjuk sorolni az értékeit.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az X valészin(iséqi valtozo eloszlasfliggvénye:

F(z)=P(X <)

Ha az X valosziniségi valtozo diszkrét és értékei X = a, X = b, X = ¢ meg ilyenek, akkor az eloszlasfiiggvény
mindig egy lépcsézetes fliggvény, ami minden szamnal pontosan akkorat ugrik, mint az adott szam val6szinlisége,
amig el nem érjik az 1-et.

0 haz<a
P(X=a) haa<z<b
F(z)=¢ P(X=a)+P(X=0b) hab<z<c

1
Ha az X valésziniiséqgi valtozo folytonos, akkor az @ és b szamok kozott barmilyen valos értéket félvehet. llyenkor az

eloszlasfiiggvény is folytonos, ami a-ig nullat vesz fol,a és b kdzt ndvekszik és b utan végig egyet vesz fél.Vagyis
ahol az X valészin(iséqgi valtozé miikddik, ott a fliggvény életre kel, elétte és utana pedig hibernalt allapotban van.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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A slrlségfiuggvény ugy mikddik, hogy a valdszinldségeket a gorbe alatti terliletek adjak meg. Azeloszlasfiggvény
jele F(m) volt, asdrdségfugavény jele f(:v) Aza< X <b valdszinliség éppen a goérbe alatti teriileta-tél b-ig.

Pla< X <b)= [*f(z) dz

Ha az X < a valészinlséget szeretnénk kiszamolni:
P(X <a)= [* f(z)dz

Ha ab < X valészintiséget:

Pb<X)=[" f(z)dz

Ha ezt a harom terlletet 6sszeadjuk, akkor éppen a teljes gérbe alatti terliletet kapjuk, ami a 100%-ot jelenti, igy hat
ez a terllet éppen 1.

A slrldségfuggveny tulajdonséagai:
o0
[ f(x)de=1

nem negativ

Megnézem a kapcsolddo epizédot

t.lim_ F(x)=0
2.lim,, F(z)=1
3. monoton nd

4. balrdl folytonos

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

1 [ f(z)de=1

2. nem negativ

Megnézem a kapcsolddod epizédot

P(X <a)=F(a)= [ f(x)dx
Pb<X)=1-F()= [, f(z) dz
P(a< X <b)=F(b) — F(a) = [ f(z) d

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Az X valosziniséai valiozé F'() eloszlésfiiggvényébsl ugy kapjuk meg az f() stiriségfiiggvényét, hogy az
F(z) eloszlasfuggvényt derivéljuk, azaz:

Fi(z) = f(2)

Ha az X valoszindséai valiozé f(x) strdségi fliggvényét ismerjik, és meg akarjuk adni azF'(x)
eloszlasfliggvényét, akkor azt pedig igy tehetjik:

F(z) = [7, f(t) dt

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Geometriai valoszinliség, Binomialis tétel

Ha egy esemény el6fordulasat geometriai alakzat (vonal, sikidom, test) mértékével jellemezzik, akkor geometriai
valészinlségrél beszéllnk.

kedvezs

: _ Tkedvezd
~Sszes 'ehet mondjuk P = ===

o0sszes

llyenkor a szokasos P =

Megnézem a kapcsol6do epizédot

(a-+b)" = S (antbr

Megnézem a kapcsolodo epizédot

Binomialis tétel:
(@b = Sy (a4 = ()am + (a2 (282 44 ()b

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Varhato érték és szoras

A vérhato ériék jele E(X).
Diszkrét esetben ugy kell kiszdmolni, hogy
E(X) = > XiP(X;)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A sz6ras azt mutatja meg, hogy avarhaté érték kérdl milyen nagy ingadozasra szamithatunk.
Jele: D(X))
Kiszamitasanak modja diszkrét esetben:

D(X) = vE(X?) - E*(X)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Folytonos valészin(iségi valtozok esetén a varhato érték:
o
E(X)= [T - f(z)dz

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Folytonos valészintiségi valiozé esetén a szérast ugyanugy kell szamolni, mint diszkrétvaloszinlséqi valtozo esetén:

D(X) = \/E(X?) ~ B¥(X)

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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Markov és Csebisev egyenlétlenségek

A Markov-egyenlétlenség egy nagyon egyszer( dolgot allit. Az, hogy az X valoszinliségi valtozé sokkal nagyobb
legyen a varhato értéknél nem tal valészin(:

P(X >t B(X))<1

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A Csebisev egyenlétlenség arrol szél, hogy a varhaté értéktdl vald eltérés nem lehet tdl nagy.

Ha ez az eltérés nagyobb, mint a szérést-szerese, akkor ennek a valészin(isége kicsi:

P(|X-E(X) [>t-D(X)) < 5

Ha az eltérés kisebb, mint a szorast-szerese, akkor ennek valdsziniisége nagy:

P(| X —B(X)|<t-D(X))>1-1

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Ha egy esemény bekdvetkezésének elméleti valdszinlisége p, akkor minél tébbszdr végezzik el a kisérletet, a
relativ gyakorisag és az elméleti valoszin(iség eltérése anndl kisebb lesz.

p(‘z p‘<6)21_p(1—2p) P(‘%_p’>e)<p(1_p)

n ne ne2

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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A binomialis eloszlas és a hipergeometriai eloszlas

Ezt a képletet hivjuk binomialis eloszlasnak:
P=()-p-(1-py*

ahol 1 a kisérletek szama,

k a sikeres kisérletek szama,

P pedig a sikeres kisérlet valoszinlisége.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Visszatevéses mintavételr6l beszéllnk, ha egy p valdszinliségli elem t6bbszéri kihtizasanak esélyét vizsgaljuk ugy,
hogy ha kihGzunk egy ilyen elemet, akkor ezt kdvetéen azt visszarakjuk.

Példaul ha azt vizsgaljuk, hogy egy kosarban van 8 piros és 5 kék golyd, és mennyi a valdészinlsége, hogy haromszor
huzva két piros és egy kék golyét hiznank ugy, hogy a kihizott golyokat mindig visszatessziik, akkor az egy
visszatevéses mintavétel.

A visszatevées mintavételhez kapcsolddo eloszlas a binomidlis eloszlas.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A visszatevés nélkiili mintavétel tipikus példaja, hogy van egy doboz, benne N darab elem. Kdziiliik /X darab
valamilyen tulajdonsagu, az egyszer(iség kedvéért hivjuk selejtesnek. Mondjuk sarga vagy szép vagy ronda.
Kihdzunk 72 darab elemet, és ez a képlet meg fogja nekliink mondani, hogy mekkora az esélye, hogy kozilikk darab
a vizsgalt tulajdonsagu:

K\ (N-K
P(X _ k) — (k) (”-k)
(%)
De vannak olyan esetek, amikor a visszatevées nélkuli mintavételnél masik képletet kell hasznalnunk. Ezt a méasik

képletet binomialis eloszlasnak nevezzik, és olyankor hasznaljuk, amikor a selejtek szama helyett csak a selejtek
aranyat ismerjik.

Ez a binomialis eloszlas képlete:
P=()-p-Q-prt

ahol 1 a kisérletek szama,

k a sikeres kisérletek szama,
P pedig a sikeres kisérlet valészinlisége.

Es, hogy mi alapjan dontjik el, hogy a két képlet kdziil melyiket kell hasznalni? A dolog nagyon logikus, nézd meg a
kapcsolddo epizddot és minden vilagos lesz.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

&5 MATEKING.HU - VALOSZINUSEGSZAMITAS KEPLETGYUJTEMENY
12. OLDAL


https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nevezetes-diszkret-es-folytonos-eloszlasok
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/a-binomialis-eloszlas-es-a-hipergeometriai-eloszlas/a-visszateveses-es-a-visszateves-nelkuli-mintavetel
https://www.mateking.hu/adatelemzes-2/becslesek
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nevezetes-diszkret-es-folytonos-eloszlasok
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/a-binomialis-eloszlas-es-a-hipergeometriai-eloszlas/a-visszateveses-es-a-visszateves-nelkuli-mintavetel
https://www.mateking.hu/adatelemzes-2/becslesek
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nevezetes-diszkret-es-folytonos-eloszlasok
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nevezetes-diszkret-es-folytonos-eloszlasok
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/a-binomialis-eloszlas-es-a-hipergeometriai-eloszlas/a-visszateveses-es-a-visszateves-nelkuli-mintavetel

13. OLDAL
&3 MATEKING.HU - VALOSZINUSEGSZAMITAS KEPLETGYUJTEMENY

A hipergeometriai eloszlas a visszatevés nélkili mintavételhez kapcsol6dé eloszlas, képlete pedig:

P(X =k) = —<I’f)'(g:f)

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Nevezetes diszkrét és folytonos eloszlasok

A hipergeometriai eloszlas egy diszkrét eloszlas.

Ismert, hogy mennyi az dsszes elem és az dsszes selejt, vagyis IV, K ésn.

pix -y - 0D
()
A hipergeometriai eloszlas varhat6 értéke:
E(X)=nk
A hipergeometriai eloszlas szérasa:
_ K K\ N—
D(X) = \Jnk(1-£) 3=

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A binomialis eloszlas egy diszkrét eloszlas.

Csak valami %-os izé ismert, avarhatd érték, az atlag, az arany, a valészinliség, tovabba X korlatos diszkrét

valészinlséqi valtozé.
P(X=k)=()p" 1 —p*
A binomialis eloszlas varhato értéke:

E(X)=np

A binomialis eloszlas szérasa:
D(X) = y/np(1 - p)

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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A Poisson eloszlas egy diszkrét eloszlas, ahol el6re ismert a varhato érték, és avalészinlséqgi valtozé nem korlatos,
vagyis tetsz6leges barmilyen nagy érték is lehet.

Példaul valamilyen anyagban a hibak szama, vagy egy adott id6 alatt bekdvetkez6 események szama. APoisson
eloszlasos feladatokban altalaban valamilyen szazalék vagy arany vagy varhato érték vagy atlag vagy valészinlség
van megadva. Mondjuk egy kényvben az oldalak 80%-aban nincs hiba, vagy az 20 méter hosszu ruhaszdvetek
harmadaban nincs hiba, vagy egy lzletben 6ranként varhatdéan 13 vevd érkezik, vagy egy bankban percenként atlag
24 tranzakcio6 torténik, vagy 0,2 a valdszin(isége, hogy 10 perc alatt nem érkezik segélyhivas. Ezek mind Piosson
eloszlasok, ahol az X nem korlatos diszkrét valészin(iséqgi valtozo.

P(X=k)=2e?

!
A Poisson eloszlas varhat6 értéke:
E(X) =\
A Poisson eloszlas szbrasa:
D(X) = VX

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az exponencialis eloszlas egy folytonos eloszlas.

Eloszlasfuggvénye:

0 haz<0
F(z)= =
() {1—6_)"3 ha0 <z
Sdrlségfliggvénye:

)0 haz<0
f(x)_{)\em haO0< 2

Az exponencidlis eloszlas varhato értéke:

B(X) =1

Az exponencialis eloszlas szérasa:

D(X) =1

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Az egyenletes eloszlas egy folytonos eloszlas.

Eloszlasfliggvénye:

0 haz< A4
Fz)={ 4 haA<z<B

1 haB<z
Sdrliségfiiggvénye:

1
f(z) = {B—A hadA<xz<B
0 kalsnben

Az egyenletes eloszlas varhato értéke:

B(X) = 43

Az egyenletes eloszlas szérasa:

D(X) = %

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A normalis eloszlas egy folytonos eloszlas.

Eloszlasfiiggvénye:
_ z—p
F(z) =& (%)

Sdrlseégflggvénye:

- @w?

f@) = e 5

A normalis eloszlas varhato értéke:
EX)=p
A normalis eloszlas szérasa:

D(X)=0

Megnézem a kapcsolédo epizdédot
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Kétvaltozos eloszlasok

X ésY egyittes eloszlasa egy tablazat, amelyben szerepel X és Y 6sszes lehetséges értéke és a hozzajuk
tartoz6 valészinliségek.

Ha a tablazat sorait 6sszeadjuk, akkorY peremeloszlasat kapjuk. Ha az oszlopokat adjuk dssze, akkorX
peremeloszlasat kapjuk.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A korrelacio X és 'Y valészin(iségi valtozok kozétti kapcsolatot irja le.
COV(X,Y)=E(X 'Y)-E(X)E(Y)

COovV(X)Y)

R(X,Y) = DX)D(Y)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

X ésY kétvaltozos eloszlas esetén...

X peremeloszlasfiiggvénye:

Fx(z) = P(X <z) =lim,_,,, F(z,y)
Y peremeloszlasfiiggvénye:

Fy(y) = P(Y <y) =lim, ,oc F(x,y)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

X ésY valészinliségi valtozok egyiittes eloszlasfiggvénye:
F(z,y)=P(X <z,Y <y)= [*_ [* f(u,v)dvdu

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az egyuttes eloszlas s(rlségfliggvénye:

f(z,y) =

ahol

F(z,y)=[*_[Y f(u,v) dvdu

Az egyiuttes eloszlasfliggveny.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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X perem-s(iriségfiiggvénye:
fx(x) = Fy ()
ahol

Fx(x) = [ f(u) du

az X perem-eloszlasfiiggvénye.

Y perem-siirtiségfliggvénye:
fr (y) = Fy(y)

ahol

Fy(y)= [~ f(v)dv

az Y perem-eloszlasfiggvénye.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

X ésY kétvaltozos eloszlas esetén...

X peremeloszlasfiiggvénye:

Fx(z)=P(X <z)=lim, , F

Y peremeloszlasfiiggvénye:

Fy(y) =P(Y <y) =lim, ,, F

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Statisztikai alapfogalmak

Az adatsor legyakoribb értéke amodusz. Hogyha példaul Bob matekjegyei ezek:

2,3,1,4,1,2,2,8,5,2,3,2,3,2,4,3,2,4,2,4

Akkor egyszer(ien meg kell szamolni, hogy melyikbdl van a legtébb, és az a matekjegy lesz amédusz. Most 2-esbél
van a legtébb, igy Bob matekjegyeinek a médusza 2. A modusz jele Mo és igy most Mo=2.

Léteznek olyan eloszlasok is, amelyeknek t6bb médusza van. Hogyha példaul Bob jegyei:
1,2,2,3,5,3,3,4,2

Itt 2-esbdl és 3-asbdl ugyanannyi van, mindkettébdl 3 darab. Ez egy kétmdduszleloszlas.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A median a névekvd sorba rendezett adatsor k6zéps6 értéke. Ha az adatsorban paros sok elem van, akkor nincs
k6zépsb elem, ilyenkor a két kozépsé elem atlagat vesszik.

Hogyha példaul Bob matekjegyei ezek:
2,3,1,4,1,2,2,3,5,2,3,2,3,2,4,3,2,4,2, 4
Akkor egyszerlien névekvs sorba kell rakni..
1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4,4,4,5

Es aztan meg kell keresni melyik a kézépsS. Most nincsen kézéps, mert paros sok elem van, igy ilyenkor a két
kdzépen lévét atlagoljuk:

1!172!2!2!212!2!295 53!373!374!474!415

Ezeknek az atlaga 2,5 vagyis amedian most 2,5. A median jele Me, igy Me=2,5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az atlagot ugy kapjuk meg, hogy az 6sszes elemet 6sszeadjuk, és aztan elosztjuk az elemek szamaval.
Jele: T

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az atlagtol valo atlagos eltérés egyik legjobb mérészama a széras. Hatranya, hogy egy kicsit ronda a széras képlete.
A szérast egy szigma nev(i gorog betlivel jeldljik.

e \/ T

n

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az adatsor elsé felének a felez8pontja az alsé kvartilis.
Az als6 kvartilis jele: Q1

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az adatsor masodik felének a felez6pontja a felsd kvartilis.
A fels6 kvartilis jele: (03

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A kvartilisek és amedian azt szemlélteti, hogyan oszlanak el az adatsorban szerepl6 adatok. Ezek segitségével
készithetd el a doboz-abra, vagy masnéven dobozdiagram. Szokds még sodréfa diagramnak is nevezni, és az angol
elnevezést is gyakran hasznaljék, ami a box plot.

Egy sobarendezett adatsorban 6t darab specidlis negyedelSpontot fogunk hasznalni. Az els6 az adatsor legkisebb
értéke, ez a Qp . Aztan a kdvetkez8 negyedel§ az alsé kvartilis, ami Q uténa jon a felez6pont vagyis amedian, ezt
Me-vel és Qo-vel is jeldljik, végll a felsé kvartilis, ami a Q. Az adatsor legnagyobb értéke pedig Q. A legnagyobb és
a legkisebb érték kilbnbsége a terjedelem, mig a két kvartilis kiildnbségét félterjedelemnek vagy mas néven
interkvartilisnek hivjuk. Ezekbdl épll fél a doboz-abra vagy masként dobozdiagram.

El&fordulhat, hogy az adatsorban kiugré értékek is szerepelnek. A kiugro érték az, ami az alsé kvartilisnél legalabb a
félterjedelem masfélszeresénél kisebb, vagy pedig a fels6 kvartilisnél legaldbb a félterjedelem masfélszeresénél
nagyobb. Huh, ez elég bonyolultan hangzik. De valéjaban nagyon egyszer(i, csak nézd meg kapcsol6dd epizédot és
kidertil.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A relativ széras azt mondja meg, hogy a széras az atlagnak hany szazaléka:

V=2
X

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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Becslések

Olyan esetekben, amikor valamiért nem tudjuk vagy nem akarjuk a teljes sokasagot megvizsgalni, hogy
meghatarozzuk a fontosabb statisztikai mutatéit, becslést alkalmazunk. A becslés |ényege, hogy egy minta alapjan
probalunk ezekre a mutatékra kdvetkeztetni.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A megbizhatésagi szintet konfidencia szintnek nevezziik. A konfidencia szint szokasos jelélésel — av.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az 1 — a megbizhatésagi szinthez, vagy masként konfidencia szinthez tartozé konfidencia intervallumok azok az
intervallumok, amik a sokasagi atlagot 1 — « valészin(iséggel tartalmazzak.

A konfidencia intervallum végpontjai:

T+ Zl_% . % ahol

X = a minta atlaga
7L = a minta elemszama

0 — ateljes sokasag szérasa

Z,_ o pedig astandard normalis eloszlas 1 — %-hc")z tartoz6 Z értéke.
2

Megnézem a kapcsol6do epizédot

T+ Z17% . % ahol

X = a minta atlaga
7L — a minta elemszama

0 = ateljes sokasag szérasa

Z,_ 2 pedig astandard normalis eloszlas 1 — 5-h6z tartozé Z értéke.
2

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A FAE minta azt jelenti, hogy amintavétel soran barmely mintaelemet azonos eséllyel valasztunk ki. llyen a
visszatevéses mintavétel, vagy pedig abban az esetben ha az alapokasag elemszadma nagyon nagy, akkor a
visszatevés nélkili mintavétel is.

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Tt tl_% . % ahol

1 — a = konfidencia szint

X = a minta atlaga

7L = a minta elemszama

S8 — ateljes sokasag szo6rasa, a sokasagi sz6rds nem ismert

;o pedig ateloszlas 1 — %-héz tartozé értéke.
2

Megnézem a kapcsolddo epizédot

- p1-p)

p* Zlf% . —= ahol

1 — a = konfidencia szint

p = a minta alapjan kapott valészinliség

7, = a minta elemszama

Z,_ o pedig astandard normalis eloszlas 1 — %-hé‘)z tartozé Z értéke.
2

Megnézem a kapcsolddod epizédot

—~1)-52 —1).42
(Z&<02<(n2ﬁahol

Xz @) Xa )
1 — a = konfidencia szint
1_) — a minta alapjan kapott valészin(iség
7 = a minta elemszama

S — a minta szérésa, a sokasagi széras nem ismert

X2 (v) pedig a khi-négyzet eloszlas megfelel§ értéke

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az EV-minta abban kiilénbdzik a FAE-mintatél, hogy a kivalasztott mintaelemek nem fliggetlenek egymastol.

Ez olyankor fordulhat el8, ha a teljessokasag mérete viszonylag kicsi a minta elemszamahoz képest. EV-mintak
esetén tehat a minta fontos jellemzdjévé valik, hogy mekkora a teljes sokasag, amelynek elemszamat N jeldli.

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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f:l:tl_% % “4/1— % ahol
1 — a = konfidencia szint

& = a minta atlaga

7. = a minta elemszama

N = ateljes sokasag elemszama

§ — a minta szérasa

t;_o pedig ateloszlas 1 — %-héz tartoz6 értéke.
2

Megnézem a kapcsolddo epizédot

pEZis /2D 1T anol

1 — a = konfidencia szint
p = a minta alapjan kapott valészin(iség
7L = a minta elemszama

N = ateljes sokasag elemszama

Z,_ o pedig astandard normalis eloszlas 1 — %-hc")z tartoz6 Z értéke.
2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha a teljes sokasagot felosztjuk viszonylag homogén rétegekre, és a mintat is ezen a rétegek szerint vizsgaljuk, a
variancia cstkkenthetd.

T :l:Zig *S~
R 1-3 Xx

1 — a = konfidencia szint

X = a minta atlaga

7L = a minta elemszama

Tj = a minta j-edik rétegének elemszama

N = ateljes sokasag elemszama

J\fj — ateljes sokasag j-edik rétegének elemszama

I/Vj = ateljes sokasag j-edik rétegének a teljes sokasaghoz viszonyitott aranya

§j = a minta j-edik rétegének szérasa

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A kétmintas becslésekre akkor van sziikség, amikor kétsokasag valamilyen paraméterét, leginkabb az atlagat
szeretnénk dsszehasonlitani.

A kétmintas becslések lehetnek fliggetlen mintas becslések vagy paros mintas becslések.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha mindkét sokasag kdzel normalis eloszlasu, akkor azatlagok kilénbségének becslésére ez a formula van
forgalomban.

d:l:tl_% -Sgahold =2 —7y

nx—1)s%+(ny—1)s2
Sq =S, - i+iitt3§:(x )X(f )y
ny nx nx+ny2

1 — a = konfidencia szint

& = az egyik minta atlaga

}7 — a masik minta atlaga

Nx = az egyik minta elemszédma
Ty —a masik minta elemszédma

A szabadsagfok v = nx + ny — 2

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Egy becslést torzitatlannak neveziink, ha az egyes mintakbdl kapottbecslések varhat6 értéke megegyezik a becsiilni
kivant mennyiséggel.

Ez a tulajdonsag azt jelenti, hogy a becslés soran kapott értékek a becsuini kivant érték koériil ingadoznak, és ez az
ingadozas szimmetrikus. A torzitatlan becsléseket mindig elényben részesitjik a torzitottakkal szemben.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A kérdés az, hogy ha egy sokasagi jellemzdre tdbb becslés johet szdba, hogyan vélasszunk kdziiliik, vagyis mikor
tekintlink egy becslést jonak, kett6é kdzil melyiket tekintjiik jobbnak és kijelenthetjik-e valamelyikrél, hogy a legjobb?

Két alapvet6 szempont alapjan szoktuk a becsléseket versenyeztetni. Az egyik, a mar jél ismert torzitatlansag, vagyis
a becslésnek az a tulajdonsaga, hogy az ésszes lehetséges mintan vett becslések atlaga megegyezik a becsulni
kivant sokaségi jellemz8vel. A méasik az ugynevezett minimélis variancia kritérium.

A minimalis variancia kritérium azt jelenti, hogy ha van két torzitatlan becslésiink, akkor a kett6 k6zil azt tekintjik
jobbnak, aminek az dsszes mintan vett értékeinek varianciaja kisebb.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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MSE(8) =var(0) + (E() —6)*

Az els6 tag a varianciat, a masodik tag a varhat6 értékidl vald eltérést, vagyis a torzitottsagot méri. Ha a becslés

torzitatlan, E(@) = 9 igy ez a masodik tag nulla. Két becslés k6zUl azt részesitjik elényben, amelyre MSE kisebb.

Az E(8) — 0 kulsnbségre, vagyis a torzitas mértékére az angol bias sz6 alapjan aBs jelslés van forgalomban.
Hasznélatos tehat az

MSE(0) = var(d) + Bs%(9)
Képlet is.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Eddigi vizsgalédasaink egyik legfontosabb eredménye a mintaatlagot eloszldsanak jellemzése. Ha a teljessokasag
atlaga W és szérasa pedig 0, akkor az ebbdl vettTr elemi mintak atlagai olyan eloszlassal helyezkednek el, aminek
atlaga szintén i, a szérasa pedig %

Ezt az utébbit a minta standard hibajanak szokas nevezni. A standard hiba tehat azt mondja meg, hogy a
mintaatlagok mekkora szérassal ingadoznak a tényleges sokasagi atlag koérdl.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Mintavételi hibanak azokat a hibakat nevezziik, amik kimondottan azért fordulnak el6, mert nem tudjuk, vagy nem
akarjuk a teljes sokasagot vizsgalni. A mintavételi hiba tehat a sokasag eloszlasan és a mintavételi eljarason kivdil
f6leg a minta elemszama hatérozza meg. Mivel pedig ezeket altaldban mar a mintavételt megel6zéen ismerjik, a
mintavételi hibanak megvan az a kellemes tulajdonsaga, hogy legtébbszor elére megallapithatd. Vagyis még el sem
végeztik a mintavételt, de mar tudjuk, hogy mekkora lesz a mintavétel soran elkdvetett hiba. Ez a kellemes
tulajdonsag lesz a kiinduldpont a becslések és kés6bb a hipotizésvizsgalatok elméletének kiépitésében.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Hipotézisvizsgalat

Az elfogadési tartomany az a tartomany, ahova ha a préba értéke ker(l, akkor a nullhipotézist elfogadjuk.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A kritikus tartomany az a tartomany, ahova ha a proba értéke keril, akkor a nullhipotézist elvet;jik.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A szignifikanciaszint a hibas dontés valdszinlisége.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

ELSO LEPES: A HIPOTEZIS MEGFOGALMAZASA

Minden hipotézisvizsgalat két egymasnak ellentmondo felvetés felirasaval kezdddik. Az egyiket nullhipotézisnek
nevezziik és Hy-al jeléljiik, a masikat pedig ellenhipotézisnek és jele H.

MASODIK LEPES: A PROBAFUGGVENY KIVALASZTASA
A probaflggvények kivalasztasa magatol a hipotézistdl, illetve amintavétel médjatdl is fligg.

HARMADIK LEPES: SZIGNIFIKANCIASZINT ES KRITIKUS TARTOMANY

Ha a probafliggvény értéke az elfogadasi tartomanyba fog esni, akkor ezt a tényt a nullhipotézist igazolo jelnek fogjuk
tekinteni. Hogyha pedig a kritikus tartomanyba, akkor a nullhipotézist elvet;jik.

NEGYEDIK LEPES: MINTAVETEL ES DONTES

Ha a mintavétellel kapott eredményiink szerint a prébafiiggvény az elfogadasi tartomanyba esik, akkor aH
nullhipotézist tekintjlik igaznak, a H ellenhipotézist pedig elvetjiik.

Ha viszont a prébafiiggvény a minta alapjan a kritikus tartomanyba esik, akkor aH|y nullhipotézist vetjik el és a Hy
ellenhipotézist tekintjuk igaznak.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A sokasag normalis eloszlasu, szérasa o, H(y a sokasag atlagéara vonatkozik, a minta elemszaman.

7 — T—[i

VA

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A sokasag normalis eloszlasu, szérasa nem ismert, Hy a sokasag atlagéra vonatkozik, a minta elemszamanmn.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot
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A sokasag tetszéleges eloszlasu, szérasa nem ismert, Hyy a sokasag atlagéara vonatkozik, a minta 72 elemd,
elemszama nagy.

T—
7 — Ho

g

i

Megnézem a kapcsolédé epizddot

A sokasag tetszéleges eloszlasu, H(y a sokasagi aranyra vonatkozik, a mintam elem(, elemszama nagy.
7 PR

Py(1-Fy)

n

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A sokasag normalis eloszlasu, H(y a sokaséagi széréasra vonatkozik, a minta7e elem.

X2 _ (n— 12)-32

9

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A sokasaqg eloszlasara iranyulé vizsgalat.

H): mindegyik osztalykdz valésziniisége egy adott eloszlasnak megfelels érték, vagyis minden i-re az i-edik
osztalykdz valésziniisége a P; érték.

Az ellenhipotézis pedig, H7: van olyan osztalykdz, ami nem az adott eloszlasnak megfelels P; érték. A probat
X%—a (’U) jobb oldali kritikus értékkel végezzik el, a nullhipotézist az ennél kisebb, az ellenhipotézist az ennél

nagyobb értékek igazoljak. A minta elemszama 7.

.—n 2
X2 (v) = Zf:l %

ahol a v szabadsagfok:v = k — b — 1.

lttk = az osztalykdzok szdma és b = az adott eloszlas azon paramétereinek szama, amit a mintabdl becsléssel
hatarozunk meg.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A sokasagon beliil kétismérv fliggetlenségére iranyulé vizsgalat. Hyy: a kétismérv fiiggetlen, az ellenhipotézis pedig,
H: akétismérv kdzti kapcsolat sztochasztikus vagy fliggvényszer.

A probat Xia (v) jobb oldali kritikus értékkel végezzik el, a nullhipotézist az ennél kisebb, az ellenhipotézist az

ennél nagyobb értékek igazoljak. A minta elemszama 71, a minta alapjan készitett kontingencia tabla sorainak szama
T, oszlopainak szamac.

2 o (ni]‘_nfj)2
X“(v) =3 T

()

ahol a v szabadsagfok v = (1 — 1)(c — 1).

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Két sokasagban valamely valtozé eloszlasanak egyez6ségére iranyuld vizsgalat. Hy: a két sokasagban azeloszlas
egyez6, az ellenhipotézis pedig, H7: a kételoszlas nem egyezé.

A prébat X%_a (’U) jobb oldali kritikus értékkel végezzik el, a nullhipotézist az ennél kisebb, az ellenhipotézist az

ennél nagyobb értékek igazoljak. Mintat ezdttal mindkét sokasagbél vesziink, az X sokasagbél vett minta
elemszama N x az Y sokasagbodl vett mintaé 72y mindkét mintaban az osztalykdzék szama k.

\(\chi*2(v) = n_X \cdot n_Y \cdot \sum_{i=1}A{k} \frac{1}{n_{Xi}+n_{Yi}} \cdot \left( \frac{n_{Xi}Hn_X} - \frac{n_{Yi}
{n_Y} \right)*2 \)

ahol a v szabadsagfok v = k — 1.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Mindkét sokasag normadlis eloszlasu, szérasaik Ox és Oy .

7 — (y—z)—d
7Y ")2(

Ty iy
A nullhipotézis: H: Ux — py = 50, ahol § tetszbleges, de el6re megadott érték. A mintak elemszaman x és Ny

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A két sokasag normalis eloszlasu és szoérasaik egyformak.

T—7)—4
t(v) = —S.(y 2Lh

ny nx

(nxfl)sg(Jr(nyf 1)3%,
nx+tny—2

itt $2 =
A nullhipotézis Hy: iy — pty = &g, ahol d tetszéleges, de elére megadott érték.
A mintak elemszdma L x és Ny, szérdsa Sx és Sy, a szabadsagfokv = ny +ny — 2

Megnézem a kapcsol6do epizédot

&5 MATEKING.HU - VALOSZINUSEGSZAMITAS KEPLETGYUJTEMENY
29. OLDAL


https://www.mateking.hu/statisztika/alapfogalmak
https://www.mateking.hu/statisztika/alapfogalmak
https://www.mateking.hu/statisztika/alapfogalmak
https://www.mateking.hu/statisztika-1/ket-ismerv-szerinti-elemzes
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/hipotezisvizsgalat/khi-negyzet-proba-fuggetlenseg-vizsgalat
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/eloszlas-eloszlasfuggveny-surusegfuggveny
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/hipotezisvizsgalat/khi-negyzet-proba-homogenitas-vizsgalat
https://www.mateking.hu/statisztika/alapfogalmak
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/hipotezisvizsgalat/z-proba-ket-sokasag-atlagara
https://www.mateking.hu/statisztika/alapfogalmak
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/hipotezisvizsgalat/t-proba-ket-sokasag-atlagara

30. OLDAL
&3 MATEKING.HU - VALOSZINUSEGSZAMITAS KEPLETGYUJTEMENY

A két sokasag eloszlasa és szérasa nem ismert, mindkett§ szérasa véges, és mindkét minta elemszéama elég nagy.

7 — (y—z)—d
32 52
o 4
ny | nx

A nullhipotézis Hy : iy — pty = &g, ahol d tetszéleges, de elére megadott érték.
A mintak elemszama N x és Ny, szérasa Sx €s Sy

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Két sokasag szoérasanak 6sszehasonlitasara iranyuld préba, ha mindkétsokasag normalis eloszlasu. A nullhipotézis

Hy:0? = o2
_ s P |
F = 3 Fy_,(v1;v2) = Tl

Az F-eloszlas két szabadsagfoka

v =1n1 —1ésvg =n9g—1

1

Bal oldali kritikus érték: =————
Fi_o(vg507)

Jobb oldali kritikus érték: F}_, (v1;v9)

Kétoldali kritikus érték:

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Tobb sokasag varhaté értékének dsszehasonlitadsara vonatkozé préba, ha mindegyiksokasag normalis eloszlasu és
azonos szorasu.

A Hj nullhipotézis: 1 = g = 43 =+ + + = pr = M, vagyis az, hogy a varhaté értékek az dsszes sokasagra
(M db) megegyeznek, mig az ellenhipotézis az, hogy van olyan ft; amire [ ; 7& M.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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31. OLDAL

A Bartlett-préba tébb sokasag szérasanak 6sszehasonlitdsara vonatkozé préba, ha mindegyik sokasag normalis

eloszlasu.

A Hj nullhipotézis: 07 = 09 = 03 =+ + - = Oy = O, vagyis az, hogy az dsszessokasag (M db.) szérasa

megegyezik, mig az ellenhipotézis az, hogy van olyan gj, amire 0 74 0.

SSB = ZJM; (nj—1)s2  s= 558

J

A prébafiiggvény
2 _ 1. 1ne2 S M ) 1n o2
B —z(v Ins; Zj_lvjlns])

_ 1 M 1 _ 1
=1+ gty (T & —3)
Jobb oldali kritikus értek: x2__ (M — 1)

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Regresszidszamitas

A regresszi6 egyenes egyenlete:

y=by+0b,-x
Aholb; = zdidy ésbp=y—b, -z
T

A regresszids egyenes egyenletében szerepl6 regressziés paraméterek kézﬂlbl az egyenes meredeksége. Abo
erték kevésbé jelentds, ez azt adja meg, hogy a magyarazé valtozé nulla értékéhez milyen Y érték tartozik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A regresszids egyenes egyenlete@ = bo + b1 -z

Ez egy linearis fuggvény, ami mindegyik x-hez hozzarendel valamilyen y-t. Ezek altaldnan eltérnek a valddi y-oktdl.
Ezeket az eltéréseket reziduumoknak nevezzik.

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

A reziduumokbdl képzett mutaté az igynevezett SSE, jelentése sum of squares of the errors vagyis eltérés-
négyzetdsszeg.

SSE— Y& = ¥(ui ~ i)’

Ha aregresszio tokéletesen illeszkedik, akkor aze; = y; — ﬁl klldnbségek mindegyike 0, igy SSE=0. Ha az
illeszkedés nem tokéletes, akkor SSE egy pozitiv érték, ami az illeszkedés pontatlansagat méri.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha az SSE értékeit elosztjuk a megfigyelt pontok szamaval és a kapott eredménynek vesszik a gydkét, akkor kapjuk
a rezidualis szorast:

st — \/@ _ \/? _ /2<yi;@i>2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az illeszkedés egy mér8szama a lineéris korrelacios egyltthato:
> da-dy

Y ey d’y

A lineéaris korrelacios eqyiitthaté azt méri, hogy x és y kdzétt milyen szoros linearis kapcsolat van. Ertéke mindig
-1<r<1.

T =

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A magyarazéerdt méri az igynevezett determinacios egyltthatd, melynek jele R2 . Ez a kétvaltozés lineéris modell
esetében megegyezik 72 tel.

2 _ SSR _1_ SSE
B)’_SS’T_1 SST

Itt SSE az eltérés-négyzetdsszeg, mig SSR az Ugynevezett regresszids, vagy magyarazd négyzetdsszeg, SST pedig
a teljes négyzetdsszeg, a kdztik Iévd kapcsolat pedig...

SST=Y.d% SSR=Y(§; 9’ =0y d*x SSE=Y(yi—9;) =3¢

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A regresszit egyenes egyenlete:
g — bo . wbl
Amibél

lgg =lgbo +b, -lga

Anol b, = =482y (jop —Toy—Tgz - b,

S d?lgz

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A regresszio egyenes egyenlete:

~

. ~ T
y=bg- b1
Amibdl

g =lghy +x - by

Anol lgh, = % éslghby =lgy — 7 -1gb,

2

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az elaszticitas két 6sszefliggd jelenség kozti kapcsolat.

Linearis modellben: El(, ) = e . _be
Yy b0+b1$

Hatvanykitevés modellben: El(, ) = b
Exponencilis modellben: El(y,z) = x - Inb;

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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I. A magyaréazé valtozék nem val6sziniiségi valtozok.

Il. A magyaraz6 valtozék lineérisan fliggetlen rendszert alkotnak.

lll. Az eredményvaltozé kdzel linedris fliggvénye a magyarazo valtozénak.
IV. Az € hibatag feltételes eloszldsa normalis, varhaté értéke nulla.

V. Az € hibatag kilénb6z8 x-ekhez tartoz6 értékei korrelalatlanok.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A paraméterek becslése:
bitt s -(n—k—1)-s;
A regresszi6 becslése:
J.ttig -(n—k—1)-s;

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A tobbvaltozds regresszids modelleket olyankor alkalmazzuk, amikor az eredményvaltozé alakulasat tébb magyarazé
valtoz6 tukrében vizsgaljuk.

A tébbvaltozds linearis regresszié egyenlete:

y:b0+b1$1+b2$2+---+bk$k+€
Az y eredményvaltozo itt k darab magyarazo valtozo6tél és a hibatagtol fligg.

A képletben a bo paraméter a tengelymetszet, a tdbbi bi paraméter pedig azt jelenti, hogy az i-edik magyarazé
valtoz6 egy egységgel torténd valtozasa, mennyivel valtoztatja az g} értéket, ha a tdébbi magyarazé valtozét régzitjik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A kétvaltozés esethez hasonldan akorrelacio itt is a valtozok kdzti kapcsolat szorossagat irja le, csakhogy itt egy

sz

korrelaciématrix.

1 ryg 7y Tyk

rly 1 T2 ... Tk

R= 7"2y T91 1 oo Top
rky Tk1 T2 ... 1

Itt 7;; az T; és az T; magyarazd valtozok kozti korrelaciot irja le, tehat példaul 712 az Ty és az Lo kozti korrelaciot
jelenti.

Ty pedig az T; magyarazo valtoz6 és az y eredmeényvaltozo6 kozti kapcsolatot jelenti.

Mivel 7;; = Tj; a korrelacio-matrix szimmetrikus. Az attekinthet6bb feliras kedveért a fels6 haromszéget el is
szoktak hagyni.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A linearis regresszio egyenlete: §J = by + byxy + boxg + - - - + by,

A tesztelés Ugy zajlik, hogy nullhipotézisnek tekintjilk a H) : bi = ( feltevést, ellenhipotézisnek pedig azt, hogy
H1 : b?, # 0.

A nullhipotézis azt allitja, hogy a modelloen ab; paraméter szignifikansan nulla, vagyis az i-edik magyarazé valtozé
felesleges, annak hatasa az eredményvaltozéra nulla. Az ellenhipotézis ezzel szemben az, hogy bi 75 0 vagyis az i-
edik magyarazé valtozénak a regressziéban nem nulla hatasa van.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Szorodas Négyzetésszeg|Szabadsagfok| |, A“a*_’_“ F
oka négyzetésszeg
., — SSR _ MSR
Regresszio|SSR k MSR= s F = USE
Hiba |SSE n—k—1 |[MSE=_55E
Telies |SST n—1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A multikollinearitas réviden 6sszefoglalva azt jelenti, hogy két vagy tébb magyarazé valtozé kdzoétt tal szoros
korrelacios kapcsolat van, és ez zavarja a becslést.

A multikollinearitas mérésére az Ggynevezett VIF (variance inflator factor) variancia nével6 faktor van forgalomban.

o 1
VIFj=

A képletben szerepl6 R? a j-edik magyarazé valtozé és az dsszes tébbi magyarazé valtozd kézti determinacids

egyutthato.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az autokorrelacio a regresszio maradéktagjanak a sajat késébbi értékeivel valé korrelaciéjat jelenti, vagyis egyfajta
szabalyszer(iséget a maradékvaltozéban. Idealis esetben a maradéktagnak véletlenszerlinek kell lennie, barmiféle
szabalyszer(iségért a magyarazo valtozok felelnek a regresszidban.

Az autdkorrelacio tesztelésére a Durbin-Wattson-tesztet hasznéljuk.

Megnézem a kapcsolédé epizddot

A Durbin-Wattson-teszt Iényegében egy hipotizésvizsgalat, aminek részletezésére nem tériink ki, minddssze a
hasznalatat nézzik meg.

Maga a prébafiiggvény
d= Dis (et*fft—l)2
Y€

A szignifikanciaszint @, a préba elvégzése pedig az alabbi médon térténik:

dy, és dpy értékeket kikeressiik a tablazatbol,

n = a megfigyelések szama,

k = a magyarazé valtozék szama,

végll megnézziik, hogy a probafliggvény melyik tartomanyba esik.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Nem hatrany, ha tudunk integralni

Az f(x) fuggvény primitiv fiiggvényének jele F'() és azt tudja, hogy ha derivaljuk, akkor visszakapjuk f()-et,
azaz

Fl(z) = f(z)
Egy flggvény primitiv fliggvényeinek halmazat nevezzik a fliggvény hatarozatlan integraljanak.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

fa:”dazzfgi—i—c n# —1
[1der=In|z|+c
fetdr=e®+c

[a® dm:%—i—c

Jcosz dr =sinz+c

[sinz de = —cosz+¢

[—2—dz=tanz+c

cos?

[—=—dz=—cotz+c

sin” x

1 _
J 157 dz =arctanz + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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f(aa:—i—b)”dsc:%%—{—c

[ —Fdz=Inlaz+b|1+c

fea:v—l—b dr = et=tb 1 +c
a

az+b At 1
[A de=4—2+c

J cos (ax + b) dx = sin (az +b)1 + ¢
[sin (az +b) dz = —cos (ax 4+ b)2 + ¢

fm dz = tan (az + )1 +c

1 dr=—cot(ax+b)l+c
sin? (az+b) a

1 _ 1
IW dx = arctan (az +b) 1 + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Integralaskor a konstans szorz6 kivihetd:
fc . f = C- f f

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Osszeget kiildn-kiilén is integralhatunk:

[f+9=[Ff+[g

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha a szorzés elvégezhetd, akkor végezziik el, és utdna integraljunk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

[fe-f = e
a+1

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A parcialis integrélast szorzatok integralasara fejlesztették ki. Az elnevezés onnan ered, hogy a szorzatot részenként

fogjuk integralni:
Jf-d=fg9-[Ff-9

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nem-hatrany-ha-tudunk-integralni/s2-rondabb-szorzatok-integralasa
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[f(g(x)) g (x)=F(g9(z))+c

Ez a tétel az dsszetett fliggvények integralasardl szél. Csak sajnos az a gond az 6sszetett fliggvényekkel, hogy az

integralasuk altalaban elég reménytelen vallalkozas.

Erdemes még néhany specialis esetet megjegyezniink:

feg.g’:eg+c fag.g’:i+c

Ina

g _ g _ :
[ [ir = arctang +c [ wer e arcsing + ¢

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Prébéalkozzunk a tort foldarabolasaval és utdna integraljunk.

actb g _ elatd)tb-% o dleatd) | B g
f cr+d dz = f cr+d dz = f ce+d + cr+d dz =

:f%—l—%da@:%mﬁ—Elnkx—i—dE

Megnézem a kapcsol6do epizédot

J&=m|f|+c

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A helyettesitéses integralas Iényege, hogy egy kifejezést u-val helyettesitiink annak reményében, hogy hatha igy

képesek lesziink majd megoldani a feladatot.

Hasznos helyettesitések:

az+b _
[ o dx vexr+d=u
[f(g(z)) dz  g(z)=u
J1-F f = sinu
1+ f f =sh?u

f—1 f =ch’u

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nem-hatrany-ha-tudunk-integralni/s4-osszetett-fuggvenyek-integralasa
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nem-hatrany-ha-tudunk-integralni/t1-jonnek-a-tortek
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A helyettesitéses integralas Iényege, hogy egy kifejezést u-val helyettesitliink annak reményében, hogy hatha igy
képesek leszlink majd megoldani a feladatot.

Hasznos helyettesitések:
ar+b _
[ == dz ver +d=
[f(g(x)) dz  g(z)=wu
1-f f = sinu

\/1Tf f =sh?u

f—1 f =ch’u

Megnézem a kapcsolédé epizddot

A helyettesitéses integralas ugy mdkddik, hogy egy kifejezést u-val helyettesitiink annak reményében, hogy hatha
igy képesek leszliink megoldani a feladatot.

A helyettesitéses integralas egyik legfurcsabb esete azu = tan % Olyankor hasznaljuk, ha a tértbensin T és
COS I is csak els6 fokon szerepel.

: 2u 1—u? 2
sinr = CoOsST = dx = du
14+u? 1+u? 14+

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Barmilyen racionalis tortfliggvényt nagyon egyszer(ien tudunk integralni. Mindéssze annyit kell tennlink, hogy
folbontjuk elemi tortekre és az elemi torteket az elébbi modszereinkkel integréljuk.

[ A dm:AIﬁdaz:AlnMx—kbL%

az+b
z+8 2az+2a8
f Az+B dx—AfiAdm:A — A dr=
az?+brtc az?2+bx+c 2a Y ax?2+bztc
2aB
_ A Rt 4 [ aztd E _
2a az?+bz+c 2a az?+bz+c az?2+bx+c

_ (ln|am2+b33+c|+ arctan(\/_az—I—m\/—) \F)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nem-hatrany-ha-tudunk-integralni/izgalmasabb-helyettesiteses-integralasok
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nem-hatrany-ha-tudunk-integralni/egy-fontos-helyettesitesi-modszer
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nem-hatrany-ha-tudunk-integralni/racionalis-tortfuggvenyek-integralasa
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