Trigonometrikus egyenletek és egyenlotlenségek, fiiggvények

az emelt szintlii matematika érettségiben

A feladatok megoldésait a feladat sorszamara kattintva talalod meg.

241 | 2024. majus idegen nyelvi 1./b
Oldja meg az alabbi egyenletet a valds szamok halmazan!

2sin?x+3cosx =0

242 | 2024. oktober 3./a
Oldja meg az alabbi egyenletet a valds szamok halmazan!

|2sin?x + 7sinx+ 1| =5

231 2023. majus 1./b
Oldja meg az alabbi egyenletet a valds szamok halmazan!

4sin?x —16cos?x = —1

221 | 2022. majus 1./b
Oldja meg az egyenletet a valds szamok halmazan!

%-sin(Zx—%)—%:O

222 12022. oktober 2./a
Oldja meg az egyenletet a valos szamok halmazan!

sin? x = 3 cos?x

211 | 2021. majus 5./b
Mutassa meg, hogy az alabbi kijelentés igaz!

Azf:R—> R; f(x) = fliggvény értékkészlete az E ; %] intervallum.

(1+cosx)2+2

Ezt a témakort itt tudod gvakorolni a matekingen.
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201 | 2020. majus 5./a, b, ¢
Az északi félteke 50. szélességi korén egy adott napon a nappal hosszat (a napkelte és a
napnyugta kozott eltelt idot) jo kozelitéssel a kovetkezo f fliggvénnyel lehet modellezni:

+8
f(n) = —5,2 cos (n ) + 11,2

58
ahol n az adott nap sorszamat jeloli egy adott éven beliil, f(n) pedig a nappal hossza draban
szamolva (1 < n < 365,n € N).

Az alabbi abra a g: [1;365] - R, g(x) = —5,2 cos (xs—f) + 11,2 fliggvényt szemlélteti.

(A g fuggvény az f-nek egy folytonos kiterjesztése.)

y
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20 180 340 X
X+8 rir s 9
a) Hax = 1,akkor¥helyettesnes1 ertekeﬁ.

Adjameg a % radian értékét fokban mérve!
[2 pont]
b) Szamitsa ki a modell alapjan, hogy az év 50. napjan milyen hosszu a nappal!
Vilaszat ora:perc formatumban, egész percre kerekitve adja meg!
[3 pont]

¢) Igazolja, hogy (a modell szerint) egy évben 164 olyan nappal van, amelyik 12 6ranal
hosszabb!

[7 pont]

Ezt a témakort itt tudod gvakorolni a matekingen.
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Megoldasok

241 Vissza a feladathoz.
Felhasznalva, hogy sin x + cos? x = 1:
1 pont
2(1 —cos?x) +3cosx =0
Nullara rendezve: 0 = 2 cos? x — 3 cosx — 2. 1 pont
Az egyenlet cos x-ben masodfokt; megoldva:
1 1 pont
Cosx = 2 vagy coOSXx = —5
Az elsd esetben nincs megoldas, 1 pont
a masodik esetben x = + 2?71 + 2k, k€ Z 2 pont
Ekvivalens atalakitasokat végeztiink. 1 pont
242 Vissza a feladathoz.
I. eset: 2sin?x + 7sinx + 1 = 5,
1 pont
azaz 2sin’*x + 7sinx — 4 = 0.
Az egyenlet (sin x)-ben masodfoku, gyokei 0,5 és 4. 1 pont
II. eset: 2sin?x + 7sinx + 1 = =5
1 pont
azaz 2sin*x + 7sinx + 6 = 0.
Az egyenlet (sin x)-ben masodfoku, gyokei —1,5 ¢és —2. 1 pont
A négy gyok koziil (—1 < sinx < 1 miatt) csak a sinx = 0,5 lehetséges, 1 pont
ekkorx=%+2knvagyx=5£+2kn, kez 2 pont
Ellendrzés behelyettesitéssel vagy ekvivalens atalakitasokra hivatkozassal. 1 pont
231 Vissza a feladathoz.
A sin? x + cos? x = 1 azonossag felhasznaldsaval
1 pont
4(1 —cos?x) —16cos?x = —1.
20cos?x =5
) 1 1 pont
cos®x =

Ezt a témakort itt tudod gvakorolni a matekingen.
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Elsd eset: cosx = % 1 pont
x=§+2knvagyx=—§+2kn,kez 1 pont
A négy gyok koziil (—1 < sinx < 1 miatt) csak a sinx = 0,5 lehetséges, 1 pont
ekkorx=g+2knvagyx=5?"+2kn,kEZ 2 pont
Ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért mindegyik kapott szam megoldasa 1 pont
az eredeti egyenletnek. P
221 Vissza a feladathoz.
. s 1
sin (Zx - §) =3 1 pont
2x—§=%+k-2nvagy2x—§=5§+k-2n,kEZ 2 pont
x=%+k~nvagyx=1—:+k-n,kel 2 pont
222 Vissza a feladathoz.
cosx = 0 nem megoldas (ekkor nem lehet sinx = 0), 1 pont
in2
ezért az egyenlet ekvivalens a = — =3,
cosx 1 pont
azaz a tg?x = 3 egyenlettel.
tgx = /3 vagy tgx = —/3 2 pont
tgx = /3 esetén x =§+kn, keZ
T 2 pont
tgx = —V3 esetén x = —§+kn, keZ
211 Vissza a feladathoz.
Mivel =1 < cosx < 1, 1 pont
ezért 0 < (1 + cosx)? < 4, 1 pont
2<(1+cosx)>+2<6 1 pont

Ezt a témakort itt tudod gvakorolni a matekingen.
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(A pozitiv szamok halmazan az x - % fiiggvény szigorian monoton csdkkend,

ezert) 1 pont
1 - 1 - 1

2 (1+4+cosx)?+2 "6

Ebbdl kovetkezik, hogy

3 - 3 - 3 1 . .
2 (0 +cosx)2+2-6 2 pon
tehat a megadott kijelentés valoban igaz (hiszen f folytonos fiiggvény).

201 Vissza a feladathoz.

a)

9 180° 8 g9° 5 vont
58w P

b)

f(50) = =5,2cos(1) + 11,2 1 pont
f(50) = 8,39 6ra 1 pont
Az 50. napon (koriilbeliil) 8:23 6ra (8 6ra 23 perc) hosszi a nappal. 1 pont
¢)

(Az f(n) > 12 megoldasai szamanak megallapitdsahoz) eldszor a g fiiggvény
értelmezési tartomanyan oldjuk meg a —5,2 cos (xs—f) + 11,2 = 12 egyenletet

(1 < x < 365, x €R). 1 pont
(Ekkor 0,16 ~ — < 22 < 322 1 643

58 — 58 — 58
(x - 8) 0,1538 1 pont

cos(—<g~)~ 0, p
2 ~1,7253 vagy = ~ 21 — 1,7253 ~ 4,5579 2 pont
Innen x = 92,06 vagy x = 256,36. 1 pont
A g fliggvény abraja alapjan az f (n) > 12 megoldasai azok az n-ek, amelyekre | vont
93 < n < 256. p
A 12 6rénal hosszabb nappalok szdma tehat (256 — 93 + 1 =) 164 valdban. | 1 pont

Ezt a témakort itt tudod gvakorolni a matekingen.
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  2    sin 2 ⁡  x + 3  cos ⁡  x = 0


   | 2    sin 2 ⁡  x + 7  sin ⁡  x + 1 | = 5


  4    sin 2 ⁡  x − 16    cos 2 ⁡  x = − 1


   1 4 ⋅  sin ⁡   ( 2 x −   𝜋 3 ) −  1 8 = 0


     sin 2 ⁡  x = 3    cos 2 ⁡  x


  f : 𝑹 → 𝑹 ;   f  ( x ) =  3     ( 1 +  cos ⁡  x ) 2 + 2


   [  1 2 ;  3 2 ]


  f  ( n ) = − 5 , 2  cos ⁡   (   n + 8 58 ) + 11 , 2


  n


  f ( n )


  1   ≤   n   ≤   365 ,   n   ∈   𝑵


  g :  [ 1 ; 365 ] → 𝑹 ,     g  ( x ) = − 5 , 2  cos ⁡   (   x + 8 58 ) + 11 , 2


  g


  f


  x   =   1


    x + 8 58


   9 58


   9 58


     sin 2 ⁡  x +    cos 2 ⁡  x = 1


  2  ( 1 −    cos 2 ⁡  x ) + 3  cos ⁡  x = 0


  0 = 2    cos 2 ⁡  x − 3  cos ⁡  x − 2


   cos ⁡  x


   cos ⁡  x = 2


   cos ⁡  x = −  1 2


  x = ±   2 𝜋 3 + 2 k 𝜋 ,     k ∈ 𝒁


  2    sin 2 ⁡  x + 7  sin ⁡  x + 1 = 5


  2    sin 2 ⁡  x + 7  sin ⁡  x − 4 = 0


   sin ⁡  x


  2    sin 2 ⁡  x + 7  sin ⁡  x + 1 = − 5


  2    sin 2 ⁡  x + 7  sin ⁡  x + 6 = 0


   sin ⁡  x


  − 1 ≤  sin ⁡  x ≤ 1


   sin ⁡  x = 0 , 5


  x =   𝜋 6 + 2 k 𝜋


  x =   5 𝜋 6 + 2 k 𝜋 ,     k ∈ 𝒁


     sin 2 ⁡  x +    cos 2 ⁡  x = 1


  4  ( 1 −    cos 2 ⁡  x ) − 16    cos 2 ⁡  x = − 1


  20    cos 2 ⁡  x = 5


     cos 2 ⁡  x =  1 4


     cos 2 ⁡  x =  1 4


   cos ⁡  x =  1 2


  x =   𝜋 3 + 2 k 𝜋


  x = −   𝜋 3 + 2 k 𝜋 ,     k ∈ 𝒁


  − 1 ≤  sin ⁡  x ≤ 1


   sin ⁡  x = 0 , 5


  x =   𝜋 6 + 2 k 𝜋


  x =   5 𝜋 6 + 2 k 𝜋 ,     k ∈ 𝒁


   sin ⁡   ( 2 x −   𝜋 3 ) =  1 2


  2 x −   𝜋 3 =   𝜋 6 + k ⋅ 2 𝜋


  2 x −   𝜋 3 =   5 𝜋 6 + k ⋅ 2 𝜋 ,     k ∈ 𝒁


  x =   𝜋 4 + k ⋅ 𝜋


  x =   7 𝜋 12 + k ⋅ 𝜋 ,     k ∈ 𝒁


   cos ⁡  x   =   0


   sin ⁡  x   =   0


       sin 2 ⁡  x     cos 2 ⁡  x = 3


  t   g 2 x = 3


  t g x =  3


  t g x = −  3


  t g x =  3


  x =   𝜋 3 + k 𝜋 ,     k ∈ 𝒁


  t g x = −  3


  x = −   𝜋 3 + k 𝜋 ,     k ∈ 𝒁


  − 1   ≤   c o s   x   ≤   1


  0 ≤    ( 1 +  cos ⁡  x ) 2   ≤   4


  2 ≤    ( 1 +  cos ⁡  x ) 2 + 2 ≤ 6


  x ↦  1  x


   1 2 ≥  1     ( 1 +  cos ⁡  x ) 2 + 2 ≥  1 6


   3 2 ≥  3     ( 1 +  cos ⁡  x ) 2 + 2 ≥  3 6 =  1 2


  f


   9 58 ⋅   180 °  𝜋 ≈ 8 , 89 °


  f  ( 50 ) =   − 5 , 2  cos ⁡   ( 1 )   +   11 , 2


  f ( 50 ) ≈ 8 , 39


  f ( n )   >   12


  g


  − 5 , 2  cos ⁡   (   x + 8 58 ) + 11 , 2 = 12


  1   ≤   x   ≤   365 ,     x ∈ 𝑹


  0 , 16 ≈  9 58 ≤   x + 8 58 ≤  373 58 ≈ 6 , 43


   cos ⁡   (   x + 8 58 ) ≈ − 0 , 1538


    x + 8 58 ≈ 1 , 7253


    x + 8 58 ≈ 2 𝜋 − 1 , 7253 ≈ 4 , 5579


  x ≈ 92 , 06


  x ≈ 256 , 36


  g


  f ( n ) > 12


  n


  93   ≤   n   ≤   256


  ( 256   −   93   +   1   = )   164

